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Введение
Целью проекта «Умный университет» яв-

ляется повышение качества, эффективности 
и управляемости учебного процесса универ-
ситета за счет использования и внедрения ма-
тематических методов и подходов к решению 
задач, возникающих при осуществлении его 
различных этапов.
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Предмет. Одним из этапов реализации информационной системы «Умный университет» в 
Санкт-Петербургском государственном экономическом университете, цель которой – повышение 
эффективности и качества обучения в университете посредством автоматизации различных 
процессов, является разработка математической модели, позволяющей оптимизировать процесс 
распределения студентов по учебным профилям. 
Цель. Статья посвящена математической постановке задачи поиска справедливого распределения 
студентов по учебным профилям с учетом их предпочтений и успеваемости. 
Метод. Модель разработана на базе двусторонних рынков вида один на много, вводится понятие 
стабильности, а также конфликтов для рассматриваемого типа рынка. 
Результаты. Апробация произведена на полномасштабных данных СПбГЭУ при распределении 
студентов на профили направления «Экономика». Числовые результаты демонстрируют возмож-
ность использования модели для решения поставленной задачи, наличие минимального количе-
ства конфликтов. 
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Задачи поиска распределений:
– выстраивание эффективного процесса 

распределения студентов направления подго-
товки по учебным профилям;

– создание конструктора учебных планов 
основных профессиональных образовательных 
программ;

– автоматизация процесса распределения 
учебной нагрузки кафедры с учетом предпо-
чтений преподавателей (Ивахненко, 2021).
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Задача планирования расписаний:
– формирование оптимального расписания 

занятий в университете на семестр.
Задачи аналитики:
– аналитика проведенной приемной кам-

пании университета;
– предикативная учебная аналитика для 

университета.
Результатом проекта является коллекция 

математических моделей, совокупность кото-
рых представляет собой математическое ядро 
информационной системы «Умный универси-
тет» для автоматизации решения указанных 
задач в рамках осуществления учебного про-
цесса в Санкт-Петербургском государственном 
экономическом университете (СПбГЭУ).

В 1962 Д. Гейл и Ллойд Шепли предложили 
модель двустороннего рынка и алгоритм для 
задачи марьяжа и распределения абитуриентов 
по университетам, где у университетов есть 
ограничение сверху на количество принима-
емых студентов (Gale & Shapley, 2013). С тех 
пор модели двусторонних рынков находили 
широкое приложение в различных задачах 
(Manlove, 2013; Manlove et al., 2002).

В данной работе рассматривается предла-
гаемый процесс распределения студентов по 
учебным профиля университета, который будет 
генерировать справедливое решение на базе 
двусторонних рынков. Пусть в университете 
имеются направления подготовки, где студен-
там после первого года обучения предлагается 
выбрать дальнейший профиль. В своих личных 
кабинетах студенты ранжируют профили в по-
рядке наибольшей привлекательности: первый 
профиль в списке предпочтений студента – са-
мый привлекательный для него профиль, по-
следний профиль в списке предпочтений сту-
дента – наименее привлекательный профиль 
для данного студента. Также у студента есть 
возможность не ранжировать профили. Про-
фили при отборе студента на свою программу 
обучения смотрят на успеваемость студента. 
Каждый из профилей имеет возможность 
открыть несколько групп с заданными для 
профиля минимальными и максимальными 
значениями количества студентов. Группа про-
филя не может принять студентов больше, чем 
заданное число верхней границы. Также если 
для профиля не открылось ни одной группы, то 
данный профиль обязаны закрыть на год. Если 
необходимое количество студентов выбрало 
профиль первым приоритетом, то данный 

профиль необходимо обязательно открыть. 
Исходя из входной информации, необходимо 
найти справедливое распределение студентов 
по учебным профилям при максимизации 
удовлетворенности студентов с учетом огра-
ничений профилей.

Данная задача может быть рассмотрена как 
задача о поиске стабильного распределения 
на двустороннем рынке, где в качестве сторон 
рынка будут выступать студенты и профили с 
нестрогими предпочтениями. 

В работе Gale & Shapley (2013) впервые был 
предложен алгоритм, позволяющий находить 
стабильное распределение для задачи распре-
деления абитуриентов по университетам, где 
у университетов есть ограничение сверху по 
количеству абитуриентов, которое они могут 
принять. Далее было проведено множество 
исследований о количестве абитуриентов, 
назначенных каждому университету, и воз-
можности добавления ограничения снизу. Так, 
в работе Roth (1986) было показано, что во всех 
стабильных распределениях количество абиту-
риентов, назначенное университетам, совпада-
ет, поэтому невозможно найти распределение, 
где менее популярным университетам было бы 
назначено больше абитуриентов. Кроме того, 
было показано, что при введении ограничения 
снизу стабильного распределения может не 
существовать вовсе (Fragiadakis et al., 2015). 

В работе Monte & Tumennasan (2013) был 
предложен неманипулируемый Парето-эф-
фективный алгоритм для распределения ра-
ботников по проектам фирмы, где на каждый 
проект необходимо назначить работников, 
количество которых – в пределах заданных 
нижней и верхней границ, или не назначать 
вовсе, однако предпочтения есть только у 
работников по проектам. Эта задача является 
расширением известной задачи о распределе-
нии домов (house allocation problem) (Hylland & 
Zeckhauser, 1979).

Однако, если предпочтения агентов нестро-
гие, то количество абитуриентов, назначен-
ных университетам, может быть различным 
(Diebold & Bichler, 2017). Модель целочисленной 
оптимизации для решения задачи определения 
распределения с максимальным количеством 
агентов, участвующих в распределении, была 
предложена Rothblum (1992), однако такая за-
дача является NP-полной (Manlove et al., 2002). 
Существуют различные подходы, позволяющие 
находить распределение на двустороннем рын-
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ке вида один на много с ограничением снизу, 
например на базе матроидов для поиска рас-
пределения (Fleiner & Kamiyama, 2016). Однако 
было показано, что алгоритмы, используемые 
для поиска распределения с ограничениями 
по количеству агентов, которые должны быть 
назначены одной из сторон, часто являются 
неэффективными по Парето (Kamada & Kojima, 
2015).

В данной работе предлагается подход на 
основе целочисленного программирования 
для решения задачи поиска распределения 
студентов по учебным профилям.

Работа состоит из следующих частей: опи-
сание задачи, где представлена формальная 
постановка задачи; методы исследования, где 
описывается методология исследования, а 
также предлагаемая математическая модель; 
результаты, где приводятся числовые резуль-
таты для предложенной математической по-
становки; обсуждение результатов, в которой 
сравниваются существующие подходы с пред-
лагаемым; заключение. 

Описание задачи
Дан университет, в котором имеется мно-

жество учебных профилей С. В университете 
обучается некоторое множество студентов S, 
которым необходимо проранжировать профи-
ли в порядке предпочтительности. Так опреде-
ляются нестрогие полные предпочтения Ps(C) 
для каждого студента s SÎ  по множеству про-
филей. По результатам успеваемости студен-
тов S могут быть получены нестрогие полные 
предпочтения Pc(S) профилей по множеству 
студентов, где c CÎ .

Университет для каждого профиля c CÎ  
определяет максимальное количество групп 
gc, которые могут быть открыты для профиля 
c CÎ . Также университет определяет нижнюю и 
верхнюю квоты cq  и cq  для каждой открываемой 
группы профиля c CÎ  (Roth, 2008). На каждую 
открытую группу профиля не может быть рас-
пределено меньше студентов, чем cq , если на 
группу нельзя назначить хотя бы cq  студентов, 
то группа не открывается. Если ни одна группа 
профиля не открывается, то данный профиль 
должен быть закрыт на рассматриваемый 
учебный год. Также на каждую группу не может 
быть назначено более cq  студентов. 

Некоторые учебные профили обязательно 
должны быть открытыми. Пусть openC CÌ    – 

подмножество профилей, которые должны 
быть обязательно открыты. 

Необходимо найти распределение студен-
тов по учебным профилям таким образом, 
чтобы максимизировать значение следующих 
критериев оптимизации:

– удовлетворенность студентов и профилей 
от распределения;

– количество открытых профилей, при этом 
каждый студент должен быть распределен 
ровно на один профиль, а в каждый профиль 
должно быть распределено студентов в пре-
делах квот, определяемыми требованиями 
университета.

Методы исследования
Если профиль может набрать несколько 

групп студентов, то максимальное количество 
групп cg ¢, которое может быть открыто на про-
филе c CÎ , определяется следующим образом: 

{ } ¢Î¢
ì ü-ï ï=¢ í ý
ï ïî þ

å  min , .open
cc C c

c c
c

S q
g g

q


Пусть распределение S C  – подмно-
жество пар; ( )s C  – множество профилей, 
в который назначен студент s; S  – мно-
жество студентов, которые назначены на 
профиль c.

Распределение μ является допустимым, 
если верно, что:

1) 1( )s , s S  – каждый студент рас-
пределен ровно в один профиль;

2) на каждый группу профиля студентов 
назначено в пределах квоты, т.  е. существует 
целое неотрицательное число zc, означающее 
количество открытых групп на профиле c CÎ , 
такое, что ( )c c c cq z c q z  и 1 c cz g ¢£ £ , если 

openc CÎ , и ( )c c c cq z c q z   и 0 c cz g ¢£ £ , если 

openc CÏ  – для каждого открытого профиля ко-
личество студентов, назначенных на каждую 
группу профиля, в пределах квоты.

Если предпочтения агентов нестрогие, то 
выделяется несколько видов стабильности 
(Irving, 1994); в данной работе рассматривается 
слабо-стабильное распределение.

Допустимое распределение μ называется 
слабо-стабильным, если выполнены следую-
щие условия:

1) не существует блокирующей пары 
( , )s c S C  и с – открытый профиль: 
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a) sc c , ( )c s  – профиль блокирующей 
пары строго предпочтительнее профиля, на-
значенного студенту s в распределении; 

b) ( ) :  ( )c c cs c s s c q z  – студент 
из блокирующей пары строго предпочтитель-
нее хотя бы одного студента, назначенного на 
профиль с или верхняя квота с не исчерпана;

2) не существует блокирующей коалиции, 
т.  е. закрытого профиля с или неоткрытой 
группы на профиле и подмножества студен-
тов ¢ ¢Ì ³ ,: cS S S q  таких, что sc c , ( )c s , 

s S" Î  – профиль блокирующей коалиции 
строго предпочтительнее профиля, в который 
назначен каждый студент блокирующей коа-
лиции.

В работе Boehmer & Heeger (2022) было по-
казано, что задача поиска распределения, где 
каждой группе профиля может быть назначено 
студентов в пределах заданных верхней и ниж-
ней границ или не назначено вовсе, является 
NP-полной. 

Данная задача может быть рассмотрена как 
задача целочисленного программирования 
(Мину, 1990).

Пусть ( ),weight s  s S" Î  означает весовой 
коэффициент, вычисляемый на основе средне-
взвешенного балла студента s. Данный коэффи-
циент характеризует важность минимизации 
количества блокирующих пар и коалиций, 
в которых участвует студент s. 

Пусть utilsc, ( )" Î ´,,  scx s c S C  – полезность для 
студента s от назначения на профиль c. Полез-
ность вычисляется на основе предпочтений 
студента. 

Для задачи определяются следующие пе-
ременные:

– ( )" Î ´,,  scx s c S C  – бинарная переменная, 
принимающая значение 1, если студент s  на-
значен на профиль c, и 0 в обратном случае;

– ( )" Î ´,,  scw s c S C  – бинарная переменная, 
принимающая значение 1, если пара (s,  c) – 
блокирующая пара для слабо-стабильного 
распределения, и 0 в обратном случае;

– " Î,cz c C  – целочисленная переменная, 
означающая количество групп, открываемых 
на профиле c;

– " Î,cf c C  – бинарная переменная, прини-
мающая значение 1, если на профиле c открыто 
менее 

cg ¢ групп (то есть могут существовать 
блокирующие коалиции для профиля c);

– " Î ,  cy c C  – бинарная переменная, при-
нимающая значение 1, если для профиля c су-

ществует коалиция, блокирующая слабо-ста-
бильное распределение, и 0 в обратном случае;

– ( )" Î ´,,  scr s c S C  – бинарная переменная, 
принимающая значение 1, если для профи-
ля  c открыто менее cg ¢  групп и существует 
блокирующая коалиция (слабо-стабильного 
распределения), в которую входит студент  s, 
и 0 в обратном случае;

– " Î \,c opena c C C  – бинарная переменная, 
принимающая значения 1, если хотя бы одна 
группа направления c открылась.

Критерий оптимизации, обеспечивающий 
минимум числа блокирующих пар и количества 
студентов, участвующих в блокирующих коа-
лициях для слабо-стабильного распределений, 
имеет вид

Î Î

+ ®åå ( )( ) min.sc sc
s S c C

weight s w r              (1)

Критерий оптимизации, позволяющий мак-
симизировать число открытых профилей, мо-
жет быть сформулирован следующим образом:

\

max.
open

c
c C C

a                      (2)

Максимизация полезности распределения 
для студентов:

max.s sc
s S c C

util x                       (3)

При этом каждый студент должен быть рас-
пределен ровно на один профиль:

1
Î

=

" Î

å
  .

sc
c C

x

s S
                               (4)

Каждая группа профиля или не открывает-
ся, или на каждую группу назначено студентов 
в пределах квоты:

Î

Î

× £

£ ×

" Î

å
å
 

;

.

;c c sc
s S

sc c c
s S

q z x

x q z

c C                           

(5)

Ограничения, определяющие блокирующие 
пары (слабо-стабильного распределения):

¢ ¢
¢ ¢
¢ ¢¹ ¹

+ + ³ -å å
:

      ;
c s

sc s c sc c c sc
s s c c
s s c c

S x x S x q z S w
       (6)

" Î ´( , ) .s c S C

Ограничения, определяющие блокирующие 
коалиции (слабо-стабильного распределения):

( )1 1
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¢ £ - + - +åå
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s

sc c c c
s S c c

x q S f S y          
(7)

" Î c C;



20 ВЕСТНИК ВГУ. Серия: Экономика и управление. 2024. № 1

Ю. М. Васильев, Е. В. Глазунова, Г. М. Фридман

1¢
¢

³ + -

" Î ´

å


;

( , ) .
s

sc sc c
c c

r x y

s c S C
                    (8)

Ограничения, связывающие количество 
открытых групп и переменную типа f:

³ -¢
" Î .

;
 
c c c cg f g z
c C                         

(9)

Ограничения, определяющие, открылось 
ли направление:

³
" Î

;
  .
c c cg a z
c C                           

(10)

Естественные ограничения:
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Результаты
Реализация представленных способов ре-

шения выполнена в Wolfram Mathematica 13.21 
с использованием коммерческого оптимизато-
ра Cardinal Optimizer2. 

Расчеты были произведены для исходных 
данных, обладающих следующими характе-
ристиками: 

– 316 студентов, где 123 студента бюджет-
ной формы обучения, 193 студента контракт-
ной формы обучения;

– семь профилей, в четырех из которых 
обязательно должна открыться хотя бы одна 
группа, но не более пяти, на одном профиле 
должны открыться ровно пять групп, для 
оставшихся двух профилей максимальное 
число возможных открытых групп составляет 
пять;

– диапазоны допустимого количества сту-
дентов в группе для всех профилей одинаковы 
и равны от 25 до 36 человек;

– весовые коэффициенты дисциплин равны 
и одинаковы для всех профилей;

– девять студентов индифферентны в вы-
боре между всеми профилями.

1 Документация Wolfram Mathematica. URL: https://
reference.wolfram.com/language/

2 Документация Cardinal Optimizer (COPT). URL: 
https://arxiv.org/pdf/2208.14314.pdf

По результатам расчета, выполненного по 
математической постановке (1)–(11), 269 сту-
дентов были распределены по первому прио-
ритету, 26 – по второму, 11 – по третьему и один 
студент по четвертому приоритету (88 % про-
голосовавших студентов распределены по пер-
вому приоритету). Задача многокритериальной 
оптимизации решалась лексикографическим 
методом (Charnes & Cooper, 1962), поиск реше-
ния оптимизатором занял 353 секунды. 

При заданных параметрах расчета не су-
ществует слабо-стабильного распределения, 
в  решении 29  блокирующих пар, при этом 
блокирующие коалиции отсутствуют.

Для профиля «Финансы и кредит» было от-
крыто пять групп, для профилей «Экономика 
предприятий и организаций» и «Математиче-
ское моделирование и анализ данных в эконо-
мике» было открыто две группы, для остальных 
(кроме профиля «Статистический анализ и 
моделирование социально-экономических 
процессов», который закрыт) было открыто по 
одной группе. Для каждого профиля количе-
ство студентов, назначенных им, имеет вид: 
«Финансы и кредит» – 125, «Экономика пред-
принимательства» – 31, «Бухгалтерский учет, 
анализ и аудит» – 28, «Экономика предприятий 
и организаций» – 55, «Мировая экономика и 
международные рынки» – 25, «Математическое 
моделирование и анализ данных в экономи-
ке» – 52, «Статистический анализ и моделирова-
ние социально-экономических процессов» – 0.

Обсуждение результатов
Как правило, при решении задач поиска 

распределения на рынке вида один на много, 
где агентам одной стороны может быть назна-
чено 0 или в пределах от минимальной до мак-
симальной границы агентов другой стороны, 
используются алгоритмы на основе модифика-
ции алгоритма Гейла – Шепли (Gale & Shapley, 
2013). Например, в работе Bir et al. (2010) описан 
алгоритм, используемый при распределении 
студентов по учебным курсам. Этот алгоритм 
предполагает последовательный запуск алго-
ритма Гейла – Шепли и исключение тех курсов, 
где происходит нарушение минимальной квоты 
на количество студентов. Преимуществом этого 
алгоритма является быстродействие, а недо-
статком – возможность получения распреде-
ления с блокирующими коалициями или вовсе 
отсутствие решения даже в тех случаях, когда 
допустимое распределение существует. 

Î ´ ;S C
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В сравнении с алгоритмом (Bir et al., 2010) мо-
дель, предложенная в данной работе, всегда воз-
вращает слабо-стабильное распределение, если 
такое существует, или распределение с мини-
мальным числом блокирующих пар и студентов, 
участвующих в конфликтах, в обратном случае. 
В то же время задача целочисленного програм-
мирования является вычислительно сложной, 
поэтому показывает меньшее быстродействие, 
но тем не менее позволяет получить решение на 
полномасштабных данных за разумное время. 

Заключение
В статье предложена точная математиче-

ская постановка и числовое решение задачи о 
поиске стабильного распределения (или, при 
его отсутствии, около-стабильного распределе-
ния) студентов некоторого направления под-
готовки по учебным профилям университета. 

Математическая постановка представляет 
собой многокритериальную задачу целочислен-
ного программирования, в которой используют-
ся следующие критерии оптимизации: миними-
зация блокирующих пар и количества студентов, 
участвующих в блокирующих коалициях для сла-
бо-стабильного распределения, максимизация 
количества открываемых на этот год профилей, 
а также максимизация удовлетворенности сту-
дентов от распределения по профилям. 

Математическая модель может быть рассмо-
трена не только как инструмент, позволяющий 
решать поставленную задачу автоматически, 
но и как средство поддержки принятия реше-
ний, который позволяет эксперту варьировать 
порядок критериев оптимизации, их весовые 
коэффициенты, использовать различные ме-
тоды поиска решения многокритериальных 
задач, а также выбирать наиболее эффективное, 
с точки зрения эксперта, решение. При этом за 
счет подхода на основе математического про-
граммирования в модель могут быть добавлены 
(либо исключены) дополнительные критерии 
оптимизации и ограничения. В качестве до-
полнительных критериев оптимизации могут 
выступать: минимизация количества создава-
емых групп, куда распределяются студенты, так 

как дополнительные учебные группы создают 
дополнительную финансовую нагрузку уни-
верситету; максимизация функции полезности 
профилей и др. 

Возможность варьирования параметров мо-
дели обеспечивает гибкость подхода и позволяет 
принимать во внимание ресурсы и пожелания 
кафедр. Ресурсы кафедры учитываются за счет 
ввода информации о минимальном и макси-
мальном размере групп на профиле, а также 
о минимальном и максимальном количестве 
групп на профиле. Пожелания каждой кафедры 
могут быть учтены за счет задания весовых 
коэффициентов для дисциплин, на основе 
которых вычисляется средневзвешенный балл 
студента и, как следствие, предпочтения про-
филей по студентам.

К дальнейшим исследованиям относится 
изучение возможности ускорения расчета, в 
частности за счет включения дополнитель-
ных секущих плоскостей. В данной работе 
рассмотрен только один вид стабильности – 
слабо-стабильное распределение. Другие виды 
стабильности, такие как сильно-стабильное и 
супер-стабильное, также стоит изучить. Од-
нако при построении моделей с более «силь-
ными» видами стабильности прогнозируется 
значительное увеличение времени поиска 
оптимального решения, что также требует до-
полнительного изучения. 

Результатом исследования является матема-
тическая модель для решения задачи распре-
деления студентов по учебным профилям как 
задачи о поиске стабильного распределения на 
двустороннем рынке. Такая модель является 
частью математического ядра информационной 
системы «Умный университет», предназначен-
ной для автоматизации решения задач в рамках 
осуществления учебного процесса в Санкт-Пе-
тербургском государственном экономическом 
университете (СПбГЭУ). 
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Subject. The goal of “Smart University” information system is to increase the effi ciency and quality 
of the academic process at Saint Petersburg State University of Economics through the automation of 
its various aspects and phases which is based on mathematical modelling. The optimization model of 
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