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Предмет. Алгоритмы серийной диктатуры – механизмы распределения, в котором агенты 
последовательно, в заранее определенном порядке, выбирают наиболее предпочтительные 
для себя варианты. Данные алгоритмы исследуются в рамках задачи распределения студентов 
по учебным профилям. 
Цель. Статья посвящена алгоритмам серийной диктатуры поиска распределения студентов по 
учебным профилям в университете, где студенты в порядке своей успеваемости выбирают 
наиболее предпочтительные для себя места в учебных профилях среди оставшихся.
Метод. Предлагаются два точных алгоритма, использующие методы динамического програм-
мирования, а также жадный алгоритм, являющийся более эффективным в терминах времен-
ной сложности.
Результаты. Осуществлена апробация на реальных данных СПбГЭУ в рамках распределения 
студентов по учебным профилям направления «Экономика», а также выполнены массовые 
расчеты на синтетических данных. Проведен анализ связи скоррелированности предпочте-
ний учебных профилей по студентам с количеством конфликтов зависти для описанных 
алгоритмов. 
Выводы. Разработанные алгоритмы расширяют инструментарий для организаторов учебного 
процесса, позволяя использовать не только методы целочисленного программирования (кото-
рые на данный момент используются в СПбГЭУ), но и алгоритмы серийной диктатуры. Предло-
женные алгоритмы являются эффективными (псевдополиномиальными или полиномиальны-
ми) в терминах вычислительной сложности. При наличии сильно «раскоррелированных» 
предпочтений (90 %) профилей доля конфликтов зависти не превышает 30 %. 
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Object. Serial dictatorship algorithms are allocation mechanisms where agents sequentially, in a 
predetermined order, select their most preferred available. These algorithms are studied within the 
problem of allocating students to academic tracks.
Purpose. This article investigates serial dictatorship algorithms for assigning students to academic 
tracks in universities, where students sequentially choose their most preferred available slots in academic 
tracks based on their academic performance (GPA) ranking.
Methodology. We proposed two algorithms that use dynamic programming methods, along with a greedy 
algorithm that offers greater efficiency in terms of time complexity.
Results. The algorithms were tested using real data from Saint Petersburg State University of Economics 
(UNECON) for student allocation to academic tracks in the "Economics" program, alongside large-scale 
computations on synthetic data. We analyzed the relationship between correlation patterns in student 
preferences for academic tracks and the number of envy conflicts for the described algorithms. 
Conclusions. The developed algorithms expand the toolkit available to academic administrators, enabling 
the use of not only integer programming methods (currently employed at UNECON) but also serial 
dictatorship algorithms. The proposed algorithms are efficient (pseudopolynomial or polynomial) in 
terms of computational complexity. With strongly "decorrelated" preferences (90 %), the proportion of 
envy conflicts does not exceed 30 %.
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Введение
Одной из задач проекта «Умный универ-

ситет» (Васильев и др., 2024) является зада-
ча о распределении студентов по учебным 
профилям в университете. В данной задаче 
необходимо найти назначение студентам 
учебных профилей так, чтобы для каждого 
учебного профиля можно было сформировать 
несколько учебных групп в заданных преде-
лах, а также чтобы размер каждой группы тоже 
был в заданных пределах. При этом каждый 
студент имеет предпочтения по множеству 
учебных профилей, а каждый профиль имеет 
предпочтения по множеству студентов – рей-
тинг на основе средневзвешенного балла успе-
ваемости студентов. Назначение студентам 
учебных профилей должно быть таким, чтобы 
предпочтения сторон были учтены. 

Данную задачу можно рассматривать 
как задачу двусторонних рынков, где одна 
сторона – студенты, вторая – профили. Это 
задача один-на-много, где агенту одной 
стороны может быть назначен не более чем 
один агент противоположной стороны, а 
агенту другой стороны – несколько агентов 
противоположной стороны. Однако отличи-
тельной чертой данной задачи является то, 
что у стороны, которой может быть назна-
чено несколько агентов противоположной 
стороны, есть не только максимальная квота, 
но и минимальная – минимальный и макси-
мальный размер учебных групп, более того, 
таких групп может быть открыто несколько 
(в пределах ограничений) и каждая учебная 
группа должна удовлетворять минимальной 
и максимальной квоте. 

В работе Ю. М. Васильева и др. (2024) 
представлена задача целочисленного про-
граммирования, позволяющая решить дан-
ную задачу. Данная задача сформулирована в 
предположении, что предпочтения профилей 
по множеству студентов различны. Однако на 
практике вместо средневзвешенного балла 
часто используется средний балл, и предпо-
чтения всех профилей по множеству студентов 
совпадают с общим рейтингом студентов, 
составленному по успеваемости студентов. 
В этом случае задача может быть упрощена, 
и вместо целочисленного программирования 
может использоваться алгоритм серийной 
диктатуры (Satterthwaite & Sonnenschein, 
1981), где первый студент рейтинга выбирает 
из всего пространства решений наилучшие 

для себя решения, а последующие студенты 
выбирают наилучшие для себя решения с уче-
том выбора предыдущих студентов. 

Обзор предшествующих работ
Как было сказано выше, рассматриваемая 

задача может быть представлена в виде зада-
чи о поиске распределения на двустороннем 
рынке (Manlove, 2013). Примерами таких 
рынков являются задача о распределении 
студентов по колледжам, распределение вы-
пускников по рабочим местам, сотрудников 
по проектам или пациентов больницы по 
палатам (Boehmer  & Heeger, 2022). Из них 
наиболее близкой задачей, рассматриваемой 
в данной работе, является задача распределе-
ния студентов по колледжам, которая является 
задачей вида один-на-много, где каждому 
студенту может быть назначен не более чем 
один колледж, а каждому колледжу – несколь-
ко студентов в пределах максимальной квоты 
(Gale & Shapley, 2013; Roth & Sotomayor, 1990). 
Ключевым понятием для данной задачи яв-
ляется понятие стабильности. Распределение 
называется стабильным, если оно индивиду-
ально рационально, т. е. не существует такого 
назначения студенту колледжа, что этому 
студенту предпочтительнее не быть распре-
деленным в колледж вовсе, чем быть распре-
деленным в данный колледж, или же колледж 
предпочитает не взять студента вовсе, чем 
взять данного студента; а также не существует 
блокирующих пар, т. е. пар вида «студент – 
колледж», которые не назначены друг другу 
в распределении, однако предпочитают друг 
друга своим назначениям. Стабильное распре-
деление в таком случае может быть найдено 
с помощью алгоритма отложенного принятия 
(Gale & Shapley, 2013). 

Однако на практике могут возникать за-
дачи, в которых требуется найти решение, 
удовлетворяющее не только максимальным 
квотам, но и минимальным. 

Одной из таких моделей является модель 
поиска распределения, где, говоря в терминах 
задачи распределения студентов по коллед-
жам, каждый колледж должен быть или от-
крыт, и тогда количество студентов, назначен-
ных этому колледжу, должно быть в пределах 
от минимальной до максимальной квоты, 
или этот колледж должен быть закрыт, что 
означает, что ему не назначаются студенты 
вовсе (Biró et al., 2010). В работе Ágoston et al. 
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(2016) представлена задача целочисленного 
программирования, позволяющая решить 
данную задачу.

Альтернативной моделью является мо-
дель, где каждому колледжу должно быть 
назначено студентов в пределах от мини-
мальной до максимальной квоты (Hamada 
et al., 2011). В такой задаче не для любых 
исходных данных существует допустимое 
решение, однако проверить, существует ли 
допустимое решение, можно за полиноми-
альное время (Gabow, 1983). Для решения 
данной задачи часто используется алгоритм 
ACDA (Artificial Cap Deferred Acceptance), 
который искусственно занижает максималь-
ные квоты колледжам, гарантируя, чтобы 
минимальные квоты были достигнуты пу-
тем запуска алгоритма отложенного приня-
тия (Hamada et al., 2017). В работе Fragiadakis 
et al. (2015) представлены алгоритмы ESDA, 
который работает по модифицированной 
процедуре отложенного принятия, где места 
в школах разделяются на два типа: регуляр-
ные места, равные минимальной квоте шко-
лы, и расширенные места, равные разнице 
между максимальной и минимальной квота-
ми. Студенты подают заявления сначала на 
регулярные, а затем на расширенные места 
согласно своим предпочтениям. Механизм 
ограничивает назначение расширенных 
мест таким образом, чтобы обеспечить 
полное заполнение регулярных мест и, как 
следствие, выполнение всех минимальных 
квот. В работе Hamada et  al. (2016) также 
исследуется задача поиска распределения 
с минимальными квотами, и было пока-
зано, что задача о поиске распределения 
с минимальным числом блокирующих пар 
NP-трудная.

Методология исследования
Формальная постановка задачи имеет 

следующий вид. Дано множество студентов 
,S S n= , подлежащих распределению на учеб-

ные профили, также дано множество учебных 
профилей ,C C m= . Для каждого учебного 
профиля c C∈  определено минимальное ко- 
личество групп gc, которое должно быть от-
крыто на профиле, и максимальное количе-
ство групп cg , которое может быть открыто 
на профиле; также определены минимальный 
и максимальный размер учебной группы cp  
и cp  соответственно. Для каждого студента 

s S∈  определено полные строгие отношение 
предпочтений по множеству профилей sP . 
Учебные профили также формируют полные 
строгие предпочтения по множеству сту-
дентов на основе средневзвешенной успе-
ваемости студентов. Однако часто вместо 
средневзвешенного балла для расчета рей-
тинга студентов используется средний балл, 
и таким образом рейтинги – предпочтения 
учебных профилей по студентам – совпадают 
и обозначаются как CP . В этом случае могут 
использоваться алгоритмы серийной дикта-
туры для поиска распределения студентов по 
учебным профилям. 

Распределение S Cµ ⊂ ×  и 0 ,cz Z c C≥∈ ∀ ∈  – 
множество пар вида «студент – учебный про-
филь», а также количество открытых групп для 
каждого профиля cz . Распределение считается 
допустимым, если:

1) ( ) ( ){ }, | , 1,s c s c s S∈µ = ∀ ∈  – каждому 
студенту назначен ровно один учебный про-
филь;

2) ,c c cg z g c C≤ ≤ ∀ ∈  – число открытых 
учебных групп на каждом профиле в задан-
ных пределах;

3) ,c c cg z g c C≤ ≤ ∀ ∈  – число студентов, 
назначенных на учебный профиль в заданных 
пределах.

Рассматриваемая задача является обоб-
щением задачи о поиске распределения 
студентов по колледжам с минимальными 
квотами (Biró et al., 2010), для которой из-
вестно, что стабильного распределения, 
т.  е. распределения без блокирующих пар 
и блокирующих коалиций, может не суще-
ствовать. Поэтому к решению могут быть 
предъявлены более слабые требования, а 
именно отсутствие конфликтов зависти и 
нерасточительности. 

Конфликт зависти в распределении µ  
означает существование такой пары «сту-
дент – учебный профиль» ( ),s c S C∈ × µ , где 
c  – профиль, открытый в результате распре-
деления ( 0cz > ), что:

1) ( )scP sµ  – профиль конфликта строго 
предпочтительнее профиля ( )sµ  – профи-
ля, назначенного студенту s  в распределе- 
нии µ ; 

2) ( ) : Cs c sP s∃ ′ µ ′∈  – студент из пары кон-
фликта строго предпочтительнее хотя бы 
одного из студентов ( )cµ  – множества на-
значенных студентов профилю µ  в распре-
делении µ .
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Распределение называется нерасточитель-
ным, если не существует такой пары «студент – 
учебный профиль» ( ),s c S C∈ × µ , где с – про-
филь, открытый в результате распределения 
( )0cz > , что:

1) ( )scP sµ  – профиль конфликта строго 
предпочтительнее профиля ( )sµ  – профиля, 
назначенного студенту s в распределении ; 

2) ( ) c cc p zµ < ×  и ( )( ) ( ) ( )s ss p zµ µµ µ > ×  – на 
профиле c  существуют свободные места, а 
при исключении студента s  из профиля ( )sµ  
у профиля ( )sµ  не нарушится ограничение на 
минимальный размер каждой группы. 

Задача о проверке существования допусти-
мого распределения схожа с задачей о размене 
монет (Окулов, 2017), которая может решаться 
методами динамического программирова-
ния (Powell, 1955). Идея в том, что купюра, 
которую необходимо разменять – количество 
студентов, а номиналы монет – допустимые 
размеры профилей. Используя эту идею, был 
разработан алгоритм серийной диктатуры 
распределения студентов на профили на 
основе динамического программирования, 
который является модификацией алгоритма 
решения задачи о размене. 

Результаты исследования
Введем необходимые обозначения. Рас-

сматривая упорядоченный набор учебных 
профилей C , обозначим как N упорядоченное 
по профилям объединение упорядоченных 
по возрастанию множеств всех допусти-
мых размеров профиля c . Для заданного c  
его подмножество может быть описано как 

( ){ }: , , :c c c c cN g g g p g c p p p   = ∈ × ∈    . Обозна-
чим как cN c CN= ∈ , пусть i -й элемент упоря-
доченного множества N  обозначается как iN .

Пусть минимальное число студентов, 
которое должно быть назначено на все 
профили до текущего рассматриваемого 
профиля, обозначается как cLB . iisFirst  – 
параметр, принимающий значение 1, если 

1i =  или ,2 1,2i iN N −≠ , и 0 в обратном случае. 
,2 1

,2 ,2

0, ,

max { | , },
i

i
j i

N C
lastPos

j j i N S

==  ≤ = иначе.
Для каждого студента в порядке рейтинга 

CP  создадим таблицу A размера ( )1, 1N n+ + . 
Инициализируем первую строку: первый эле-
мент положим равным нулю, остальные – +∞ . 
Значения в строках ниже посчитаем итератив-
но по формуле
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− − ≥ ∧

= ∧ ≠ ∧
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= ∧ ≠

− −

1 1,1

1

,

1,1 1

1

1,

1

1
,

, 1

1
,

i i

i

lastPos j N

i i

i

i j

isFirst
A

j N LB

isFirst
A
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−

−
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−

−












 ≥ ∧

 ≠ ∧
 ≠ +∞
+∞ − − < ∧
 =

     

где ( )1,2s iP N −  означает позицию профиля 1,2iN −  
в списке предпочтений студента s .

Пусть в результате предыдущего шага сту-
дент s  назначен на профиль c , тогда необхо-
димо пересчитать { }: : 1 0c cN i N i= ∈ − ≥ . Затем 
необходимо обновить множество N, удалить из 
множества студентов студента s, уменьшить 
n на единицу и переопределить введенные 
ранее параметры, назначая на наиболее пред-
почтительный допустимый профиль следу-
ющего студента в рейтинге, если множество 
оставшихся студентов не пустое, иначе рас-
пределение найдено. После того как найдено 
назначение студентов на профили, остается 
определить ( ) \ ,c cz c p c C = µ ∀ ∈   – количе-
ство создаваемых групп на каждом профиле. 
Далее необходимо распределить студентов по 
группам учебного профиля, делать это можно 
исходя из различных критериев (например, 
чтобы все группы имели как можно более 
похожий средний балл). 

Смысл таблицы A  заключается в том, что в 
ней хранится позиция в списке предпочтений 
наиболее предпочтительного профиля для 
рассматриваемого студента среди текущих 
рассмотренных профилей, на который мож-
но распределить студента с учетом гарантии 
существования распределения всех студентов 
по профилям. 

Таблица А пересчитывается по первой 
строке формулы (1), если студентов достаточ-
но для «размена» (т. е. можно гарантировать 
существование распределения студентов по 
профилям), и это первая «монета» профиля 
(первый допустимый размер профиля), кото-

в обратном случае.
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рая не равна нулю (т. е. на этом шаге можем 
распределить студента на этот профиль), и 
при этом 

1 1,1,i ilastPos j NA
− −− ≠ +∞ , что говорит о су-

ществовании решения, где студент назнача-
ется в текущий рассматриваемый профиль, то 
берется профиль максимального приоритета 
между всеми предыдущими рассмотренными 
профилями и текущими.

Таблица A  пересчитывается по второй 
строке формулы (1), если выполнены все ус-
ловия строки 1, кроме того, что может быть 
открыт текущий рассматриваемый профиль – 
решения не существует, в этой ячейке таблицы 
будет записано 

1,11, ii j NA
−− − = +∞ . 

Таблица A  пересчитывается по третьей 
строке формулы (1), если студентов доста-
точно для «размена», но текущая «монета» не 
первая для рассматриваемого профиля, и при 
этом 

1 1,1,i ilastPos j SA
− −−  не равен +∞ , что значит, что 

можно добавить текущую «монету» к «разме-
ну», берется минимум между: предыдущим 
разменом без текущей «монеты» (текущего 
размера профиля); профилем, соответствую-
щему текущей «монете», а также минимально-
му профилю по предпочтению из «размена» 
без текущего профиля, с учетом того, что в 
«размене» участвует текущая «монета».

Таблица A  пересчитывается по четвертой 
строке формулы (1), если студентов недоста-
точно «для размена», а «монета» является 
первой из набора профиля – это значит, что 
«размена» нет, отсюда ответ +∞ .

Таблица A  пересчитывается по пятой 
строке формулы (1), если не можем использо-
вать текущую «монету» в «размене», берется 
последний «размен» без взятия текущей «мо-
неты» в «размен». 

Вычислительная сложность данного ал-
горитма является псевдополиномиальной 
(Дроздов, 2000) и определяется как ( )3O n N× . 

Несмотря на то, что алгоритм на базе 
динамического программирования является 
на практике довольно эффективным, могут 
быть разработаны более эффективные ал-
горитмы в терминах временной сложности, 
например жадные алгоритмы (Cormen et al., 
2009). 

В основе представленных далее подходов 
лежит следующая интуитивная идея. Студенты 
в порядке рейтинга CP  подают заявки на про-
фили в соответствии с приоритетами. Удов-
летворить заявку, если не исчерпана верхняя 
квота на профиле, можно двумя способами: 

1) если уже открыт набор в группу соответ-
ствующего профиля и не исчерпан максималь-
ный размер каждой группы профиля, студент 
может быть определен туда: 

2) если такой группы нет, но есть достаточ-
ное число студентов в эксцессе и студентов 
сверх минимального размера групп в других 
группах того же профиля, с помощью которых 
можно поддержать минимальный размер но-
вой группы на профиле, допускается открытие 
новой группы профиля и данный студент не 
требуется для поддержки других минималь-
ных квот, то можно открыть новую группу и 
определить студента туда. 

Эксцессом здесь называется разность 
между числом студентов, еще не распределен-
ных на профили, и суммой нижних квот уже 
открытых групп, еще не покрытых распреде-
ленными студентами. Мы утверждаем также, 
что если ни один из способов удовлетворения 
заявки ни для одного из профилей из предпо-
чтений студента невозможен, то допустимого 
распределения не существует.

Асимптотическая сложность алгоритма 
оценивается в ( )O n m× : каждый студент 
подает заявку не более чем на m  профилей, 
процедуры обработки заявки и предобработки 
данных для профиля можно считать атомар-
ными.

Рассмотрим подробнее выполнение 
свойств отсутствия конфликтов зависти и 
нерасточительности. Нерасточительность в 
обоих алгоритмах, как и в алгоритме MSDA 
(Fragiadakis et al., 2015), инвариантна: на ка-
ждом шаге гарантируется, что студент отпра-
вится на менее предпочтительный профиль 
при наличии мест на более предпочтительном 
профиле только в том случае, если его участие 
действительно необходимо для поддержки 
минимального размера группы, введенной из-
начально или возникшей для удовлетворения 
предпочтений более приоритетного студента. 
Этот же инвариант обеспечивает справедли-
вость при условии строгой упорядоченности 
общего рейтинга студентов.

Обсуждение результатов
Описанные алгоритмы были реализо-

ваны на языке программирования Python 
(Rossum, 1995). Для тестирования использо-
вались реальные анонимизированные данные 
Санкт-Петербургского государственного эко-
номического университета, а также сгенери-
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ровано большое число рандомизированных 
наборов данных.

В таблице представлено сравнение вре-
мени счета описанных алгоритмов, а также 
подхода на базе целочисленного программи-
рования (Васильев и др., 2024) на реальных 
данных СПбГЭУ для 316 студентов направле-
ния «Экономика», подлежащих распределе-
нию на семь профилей. 

Т а б л и ц а
Время работы алгоритмов

Алгоритм Время  
счета, сек.

Целочисленное программирование 156
Динамическое программирование 43
Жадный алгоритм <1

 
Также были проведены массовые расче-

ты на синтетических данных для сравнения 
времени счета представленных алгоритмов. 
На рис. 1 представлена зависимость времени 
счета представленных алгоритмов, где ДП – 
подход на базе динамического программиро-

вания, а жадный – подход на основе жадного 
алгоритма. Оба алгоритма демонстрируют 
возможность их применения на практике, 
однако жадный алгоритм имеет значительное 
преимущество с точки зрения временных за-
трат, являясь при этом точным алгоритмом. 

Описанные алгоритмы гарантируют отсут-
ствие конфликтов зависти в случае, если пред-
почтения профилей по студентам одинаковы. 
Однако, если предпочтения профилей будут 
различны, а поиск распределения будет про-
исходить на основе общего рейтинга, рассчи-
танного по среднему баллу студентов, то как 
много конфликтов зависти это породит? Для 
ответа на этот вопрос были проведены вычис-
лительные эксперименты на синтетических 
данных. Была определена зависимость между 
уровнем раскоррелированности (единица ми-
нус коэффициент корреляции) предпочтений 
профилей с общим рейтингом, определенным 
по среднему баллу студентов, и долей студен-
тов, участвующих в конфликтах зависти. 

Предпочтения профилей генерировались в 
соответствии с Shimada et al. (2020). На рис. 2 
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Рис. 1. Зависимость времени счета от размера задачи
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Рис. 2. Связь раскоррелированности предпочтений учебных профилей и количество конфликтов зависти
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представлена зависимость уровня раскор-
релированности предпочтений учебных 
профилей и количества студентов, участвую-
щих в конфликтах зависти. Даже при уровне 
раскоррелированности предпочтений в 90 % в 
среднем наблюдается не более 35 % студентов, 
участвующих в конфликтах зависти. 

Заключение
В статье представлены алгоритмы серий-

ной диктатуры для решения задачи распре-
деления студентов по учебным профилям, 
т. е. алгоритмы, где студенты в порядке своего 
рейтинга выбирают наилучший допустимый 
для себя профиль с учетом выбора предыду-
щих студентов в рейтинге. 

Для описанных алгоритмов была опре-
делена асимптотическая вычислительная 
сложность, при этом жадный алгоритм ока-
зывается на два порядка эффективнее, что 
также демонстрируется массовыми вычис-
лительными экспериментами, однако оба 
алгоритма применимы на практике с точки 
зрения временных затрат и оказываются эф-
фективнее целочисленного программирова-
ния. При этом в силу большей эффективности 

жадного алгоритма (в части временных затрат 
на поиск решения) рекомендуется использо-
вать именно его. 

Вычислительные эксперименты показы-
вают, что описанные алгоритмы применимы 
к данной задаче не только в том случае, если 
предпочтения учебных профилей совпадают 
и определяются по среднему баллу студен-
тов (в этом случае гарантируется отсутствие 
конфликтов зависти и нерасточительность 
распределения), но и в случае, если предпо-
чтения профилей определяются на основе 
средневзвешенного балла, где весовые коэф-
фициенты профилей отличаются: тогда даже 
при высоком уровне раскоррелированности 
предпочтений количество студентов, участву-
ющих в конфликтах зависти, не превышает в 
среднем 35 %. 

Направлением дальнейшего исследования 
является разработка алгоритмов формиро-
вания учебных групп профилей согласно 
различным критериям, например максими-
зация «похожести» разбиения на группы на 
предыдущее разбиение студентов по группам 
и максимизация «похожести» среднего балла 
в учебных группах одного профиля.
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