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Аннотация 

Рассматривается метод решения трѐхмерной обратной задачи гравиметрии основанный на ис-

пользовании приближенного оператора обратной задачи для горизонтального слоя. Построение 

приближенного оператора выполнено на основе аппроксимации точного аналитического обратно-

го оператора для бесконечного горизонтального слоя конечной суммой простых дискретных ли-

нейных операторов. Выбор структуры приближенного обратного оператора даѐтся в спектральной 

форме, исходя из физической сущности задачи и учитывая естественные ограничения по верхней 

и нижней частоте для спектрального представления дискретно заданного поля на конечном интер-

вале его определения, в соответствии с теоремой Котельникова. Вычисление параметров прибли-

женного обратного оператора осуществляется на основе минимизации его отклонения от аналити-

ческого значения обратного оператора для горизонтального слоя, на конечном числе точек спектра 

этих функций, что обеспечивает требуемую точность практического решения обратной задачи 

гравиметрии. Приводятся явные аппроксимационные выражения для расчѐта параметров обратно-

го оператора, зависящие от соотношения дискретного шага задания гравитационного поля и мощ-

ности горизонтального слоя, в котором осуществляется поиск решения обратной задачи. Общий 

алгоритм приближенного решения трѐхмерной обратной задачи гравиметрии на основе предло-

женного обратного оператора реализован в виде итерационного решении, учитывающего сведения 

о геометрии изучаемой среды и начального приближения плотности в модели. Существенным мо-

ментов в решении обратной задачи является априорная оценка допустимых вариаций аномальной 

плотности искомого решения и трѐхмерная весовая функция, определяющая меру достоверности 

начального приближения для изучаемой среды. Даѐтся краткое описание технологии практическо-

го применения предлагаемого подхода решении обратной задачи гравиметрии при изучении плот-

ностного строения щитов и фундамента платформ. 

Ключевые слова: обратная задача гравиметрии, аппроксимационный оператор, итерационное 

решение. 

Источник финансирования: грант РНФ № 23-27-00251 

Для цитирования: Глазнев В. Н., Муравина О. М., Раевский А. Б. Аппроксимационный оператор 

обратной задачи гравиметрии для горизонтального слоя // Вестник Воронежского государствен-

ного университета. Серия: Геология. 2022. № 4. С. 97–105. DOI: https://doi.org/10.17308/geolo-

gy/1609-0691/ 2023/1/97–105 

 
Введение 

                                                 
 Глазнев Виктор Николаевич, e-mail: glaznev@geol.vsu.ru 

 Контент доступен под лицензией Creative Commons Attribution 4.0 License.  

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


В. Н. Глазнев, О. М. Муравина, А. Б. Раевский 

98                                                            Proceedings of Voronezh State University. Series: Geology. 2023, no. 1, 97–105 

Одной из важнейших проблем интерпретации 

гравиметрических данных является решение обрат-

ной задачи гравиметрии для горизонтального слоя 

конечной мощности в трѐхмерной постановке, кото-

рая в геологическом отношении соответствует про-

блеме построения плотностных моделей кристалли-

ческой коры щитов и фундамента платформ. В кано-

нической форме задачи инверсии гравиметрических 

данных используются методы устойчивых числен-

ных решений интегральных уравнений на основе 

аппарата линейной алгебры [1, 2]. Развитие данного 

подхода и его успешное применение в задачах гра-

виметрической интерпретации продемонстрировано 

в работах многих авторов [3‒8]. 

Наряду с указанным подходом уже более пяти 

десятилетий развиваются методы инверсии гравита-

ционного поля, основанные на спектральном пред-

ставлении для интегрального уравнения гравиметрии 

[9–15 и др.] В основе такого подхода лежат принци-

пы решение интегрального уравнений типа свѐртки 

относительно искомого значения плотности при за-

данной области определения носителя масс в виде 

бесконечного в плане горизонтального слоя. Оче-

видно, что спектральное представление решения 

интегрального уравнения типа свѐртки в своей чис-

ленной реализации базируется на ряде допущений и 

ограничений, которые являются определяющими для 

получаемого решения о распределении плотности в 

модельной области [15].  

В предлагаемой статье авторы сочли уместным 

вновь обратиться к проблеме решения интегрального 

уравнения типа свѐртки, поскольку с момента выхода 

базовой публикации [16], оставшейся без должного 

внимания читателей в связи с малым тиражом изда-

ния, были предприняты усилия по совершенствова-

нию алгоритма инверсии на основе спектрального 

представления. Полученные результаты численной 

реализации трѐхмерной обратной задачи гравиметрии 

для слоя конечной мощности на основе спектрального 

подхода позволили использовать развитый алгоритм 

для решения широкого круга задач изучения плот-

ностного строения земной коры [17‒25]. 

 
Принципы аппроксимационной инверсии 

Рассмотрим основы решения трѐхмерной обратной 

задачи гравиметрии для бесконечного по простира-

нию горизонтального слоя, следуя [13, 15, 16]. Пред-

положим, что плотностные неоднородности изучае-

мой среды , порождающие аномалии гравитацион-

ного поля g, сосредоточены в горизонтальном слое с 

аппликатой верхней и нижней грани h и H, соответ-

ственно. Выражение для гравитационного поля на 

уровне наблюдений z=0 в этом случае можно записать 

в декартовой системе координат как: 

  (   )    ∫ (∫ ∫
   (     )     

[(   )  (   )    ]  ⁄

 

  

 

  
)   

 

 
,    (1) 

где f – гравитационная постоянная, x и y – координаты 

точек вычисления поля, ζ, η и ξ – координаты точек 

носителя масс.  

Выражение в круглых скобках, фигурирующее в 

правой части (1), представляет собой двухмерный инте-

грал свѐртки плотности (ζ, η, ξ) с ядром Пуассона, 

определяющем аналитическое продолжение в верхнее 

полупространство. Применяя двухмерное преобразова-

ние Фурье к левой и правой части (1) на основании тео-

ремы о спектре интеграла свѐртки запишем 

   (     )    ∫   (       )     ( | | )
 

 
   ,                                             (2) 

где x y – пространственные частоты, ||=(
2
x + 

2
y)

1/2
, 

а SΔg и Sζ обозначает соответственно спектр Фурье по-

ля g на уровне z=0 и спектр плотности  на некотором 

текущем уровне ζ. 

Из выражения (2) можно получить значение спек-

тра Sζ, только при некоторых допущениях относи-

тельно характера распределения искомой плотности. 

Воспользуемся предложенным в [12, 13] представле-

нием спектра плотности Sζ в виде функции с разде-

ляющимися переменными 

  (       )   ̃(     )   ( ),            (3) 

где W(ζ) – некоторая заданная весовая функция, а 

 ̃(x,y) – неизвестная функция подлежащая определе-

нию. Учитывая определение (3) соотношение (2) за-

пишем в виде 

   (     )     ̃(     ) ∫  ( )     ( | | )
 

 
   ,                                             (4) 

из которого сразу следует: 

 ̃(     )     (     ) (  ∫  ( )     ( | | )
 

 
   )⁄ .                                          (5) 

Умножив обе части тождества (5) на W(ζ) получим  

 ̃(     )   ( )   ( )     (     ) (  ∫ ( )     ( | | )

 

 

   )⁄  

и из последнего, учитывая определение (3), для спектра искомой плотности Sζ имеем итоговое решение зада-

чи в форме: 
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В простейшем случае при W(z)≡1 из (6) следует аналитическое представление для искомой плотности  
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которое можно записать в виде медленно сходящейся 

суммы ряда аналитических продолжений на уровни 

кратные значению ΔH=H-h для первой вертикальной 

производной поля g [9, 14, 26‒28]. В общем случае 

такой подход является ограниченно конструктивным, и 

поэтому в [16] авторами был предложен аппроксимаци-

онный принцип построения спектрального оператора 

обратной задачи R(|ω|, h, ΔH), фигурирующего в (7).  

Структуру такого аппроксимационного оператора 

можно определить из точного гармонического реше-

ния обратной задачи в слое   [   ] при W(z)≡1. В 

этом случае для оператора R(|ω|, 0,H), фигурирую-

щего в решении (7), получим его аналитическое 

представление 

 (| |    )  
| |

     ( | | )
 | |  ∑    [ | | (   )] 

   .                                       (8) 

Ограничиваясь первыми двумя членами в этом 

представлении и учитывая, что второй член ряда до-

стигает максимума при |ω|=1/H, запишем выражение 

  (| |    )  | |  
 

 
   ( | |   ), (9) 

которое обеспечивает простейшее приближение опе-

ратора (8). Именно это выражение и будем использо-

вать в качестве базисной структуры для аппроксима-

ции спектрального оператора решения обратной зада-

чи в слое. 

Фактически вычисление спектра плотности в задан-

ном слое   [   ] для положительно определѐнной 

W(z), на основании (7), можно выполнить методом ите-

раций [15, 16]:  

  
(   )(       )    

( )(       )   ( )   (| |     )   

 *   
( )(     )    ∫   
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   +,                                              (10) 

где верхний индекс в круглых скобках обозначает 

порядок итерации. Отметим, что итерационный про-

цесс (10), для положительно определѐнной W(z), будет 

сходящимся [16] при выполнении условия нормировки 

весовой функции 

∫  ( )
 

 
      .                      (11) 

Инверсионная конструкция в форме (10) – (11) без 

уменьшения общности допускает расширение на слу-

чай h→0, полагая, что весовая функция W(z), в области 

выше верхней границы слоя с искомыми источниками, 

доопределена нулевыми значениями. В такой постанов-

ке численная реализация предложенного подхода мо-

жет быть модифицирована с использованием аппрок-

симации спектрального оператора в форме (9), при-

нимая во внимание граничные частоты спектров ис-

ходных данных задачи.  

Для дискретных значений поля верхняя граничная 

частота определяется как в = /x, где x шаг дис-

кретизации используемых данных. Помимо верхней 

граничной частоты на практике имеет место и нижняя 

граничная частота н, определяемая аналогично через 

характерный плановый размер области задания дан-

ных L (в двухмерном случае – длину профиля наблю-

дений). В заданном диапазоне частот н < || < в ап-

проксимацию спектрального оператора обратной зада-

чи R(|ω|,h,ΔH) запишем как 

  (| |         )    | |  
 

  
     (   | |  ),                                           (12) 

где величины безразмерных констант A, B и D подле-

жат определению. Собственно, значение констант в 

представлении аппроксимационного спектрального 

оператора (12) можно получить из решения оптими-

зационной задачи вида 

∫ [ (| |     )    (| |         )]
   

  
      .                                              (13) 

Вычисление констант в аппроксимации (12) сле-

дует выполнять в каждом конкретном случае при за-

данных значениях дискретной системы исходных 

данных: шаге сетки отсчетов поля, характерных раз-

мерах области задания данных о поле, мощности мо-

дельного слоя с искомыми источниками. Оптимиза-

ционная задача (13) легко решается с помощью стан-

дартных средств компьютерной математики 

(MathCad, MATLAB) при разумных значениях ука-

занных выше параметров задачи. В понятие “разум-
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ных значений параметров” мы вкладываем такие их 

величины, по отношению к шагу дискретизации ис-

ходного поля, которые не порождают чрезмерную 

детальность и/или разрежѐнность исходных данных 

описания модели изучаемой среды. 

Практический опыт оптимального представления 

аппроксимации спектра оператора (12) показал, что 

вычисляемые величины констант лежат в довольно 

узких пределах. Значение константы A наиболее 

устойчиво и варьирует в диапазоне примерно 0.99–

1.01; значение константы B варьирует в диапазоне 

примерно 0.95–1.05; а значение константы D наибо-

лее существенно зависит от размеров области дан-

ных и мощности модельного слоя, варьируя в диапа-

зоне 0.43–0.70. Напомним, что здесь мы рассматри-

ваем “разумные величины” входных параметров в 

(12), которые позволяют с некоторой степенью де-

тальности получить содержательное решение задачи

инверсии поля.  

Вычисляемые согласно (13) оптимальные значения 

констант в аппроксимации позволяют в большинстве 

реальных практических задач инверсии представить 

функцию R(|ω|,h,ΔH) с погрешностью менее 1–2 %. На 

рис. 1 показан пример относительной разности значе-

ний точного и аппроксимационного операторов, 

определяемой как 

   ( )  
 (| |     )   (| |         )

 (| |     )
,          (14) 

для некоторой конкретной задачи инверсии. Этот 

график демонстрирует наибольшие различия опера-

торов в области низких частот || < в/8 и весьма хо-

рошее их совпадение в области высоких частот 

|| > в/4. Приведѐнный пример являются типичным 

для большинства реальных практических задач ин-

версии гравитационного поля. 

 

Рис. 1. График относительной разности точного и аппроксимационного операторов в зависимости от частоты ω. Пара-

метры задачи инверсии: ΔH/Δx=10;L/Δx=50;A=1,001; B=1,034; D=0,625. 

[Fig. 1. Graph of the relative difference between the exact and approximation operators as a function of frequency ω. Parameters 

of the inversion problem: ΔH/Δx=10; L/Δx=50; A=1,001; B=1,034; D=0,625.] 

 

Численная схема инверсии 

Вычислительная конструкция обратной задачи в 

спектральном представлении (10)–(11), с использо-

ванием спектральной аппроксимации (12), позволяет 

эффективно решать задачу инверсионной трансфор-

мации гравитационного поля в значения спектра 

плотности эквивалентного слоя в трѐхмерном вари-

анте, в том числе и на сферической поверхности 

[29]. По определению (12) такая трансформация 

фактически представляет весовую сумму операций 

вычисления первой вертикальной производной поля 

и продолжения поля в верхнее полупространство на 

некоторый определѐнный уровень. Тогда, в силу ли-

нейности обратного преобразования Фурье, итера-

ционный процесс вида (10) в пространственных ко-

ординатах (x, y) можно записать в виде: 

 (   )(     )   ( )(     )   ( ) ∑ ∑    (        )
 
       ( )(     )

 
    ,                  (15) 

где индекс n – порядок итерации, Cij – кубатурные ко-

эффициенты преобразования, зависящие от параметра 

конкретной задачи инверсии ΔH и констант A, B и D, 

определяемых из условия (13). Фигурирующая в (15) 

невязка n-го приближения гравитационного поля δg(n)
 

вычисляется как решение прямой задачи (1) для теку-

щего приближения плотности ζ
(n)

. Таким образом, вы-

числение плотности в трѐхмерном горизонтальном 

слое согласно (15), сводится к итерационной последо-

вательности суммы устойчивых линейных трансфор-

маций: вычисления первой вертикальной производ-

ной поля и продолжения поля в верхнее полупро-

странство. 

Важным моментом аппроксимационного решения 

трѐхмерной обратной задачи в итерационной поста-

новке (15) является выбор весовой функции перерас-

пределения невязок плотности W(z), которая обяза-

тельно должна удовлетворять условию (11). В общем 

случае эта функция может зависеть и от простран-

ственных координат (x, y), что не ограничивает ис-

пользование аппроксимационного решения в форме 

(15). При этом метод инверсии реализуется на основе 

“локальной коррекции” [29, 30], когда поправки в 

решение для плотности вводятся в элементы дискрет-

ной модели среды, расположенные непосредственно 

под точкой с известной невязкой поля. Опыт числен-
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ной реализации такого подхода на различных модель-

ных примерах [31, 32] показывает несколько более 

слабую сходимость итерационного процесса, но при 

этом содержательное решение может быть получено 

за конечное число итераций. 

Отметить также, что для полупространства, фор-

мально полагая W(z)=exp(-|ω|z), из (6) сразу следует 

известный результат [12] о представлении решения 

плотности как зеркального отражения вертикальной 

производной гравитационного поля, продолженного в 

верхнее полупространство с точностью до сомножи-

теля 1/2f. А именно такое решение, как было показано 

ещѐ в [10], доставляет минимум нормы для искомой 

плотности в нижнем полупространстве. С этих пози-

ций решение для плотности в форме (10) – (12) пред-

ставляется асимптотически нормальным. 

 

Реализация алгоритма инверсии 

Собственно, технология расчѐтов аномальной 

плотности в постановке (10) – (11), основанная на 

аппроксимационном представлении приближенного 

оператора обратной задачи в спектральной форме 

(12), реализуется в виде итерационного процесса (15). 

Практическая эффективность предлагаемого подхода 

основана на совокупности геолого-геофизических 

данных, характеризующих начальную модель изучае-

мой среды. Такие исходные данные должны вклю-

чать:  

- трѐхмерную априорную геологическую модель 

среды, представленную в значениях плотности пород, 

слагающих изучаемую область, и реалистичные диа-

пазоны возможных изменений плотности для каждого 

типа пород; 

- некоторую региональную плотностную модель 

среды, которая позволяет переходить от абсолютных 

значений плотности к еѐ избыточным значениям; 

- геологически содержательную оценку верхней и 

нижней границы горизонтального слоя, в котором 

отыскивается решения для плотности; 

- аномальное гравитационное поле изучаемой сре-

ды, взятое относительно принятой региональной 

плотностной модели, в достаточно широкой области и 

с шагом пространственной дискретизации, необходи-

мым для содержательных геологических построений; 

- трѐхмерную весовую функцию перераспределе-

ния аномальной плотности, характеризующей досто-

верность решения обратной задачи в ходе итерацион-

ного решения. 

Совокупность исходных данных позволяет опре-

делить необходимую дискретизацию среды в плане и 

по вертикали, на основе чего вычисляются оптималь-

ные коэффициенты аппроксимационного обратного 

оператора для расчѐта плотности в горизонтальном 

слое. Собственно, решение обратной задачи грави-

метрии представляет итерационный процесс инверсии 

локальных невязок поля в значения плотности тонко-

го эквивалентного горизонтального слоя и последу-

ющее перераспределение полученных значений ано-

мальной плотности в нижележащие слои модели с 

заданной весовой функцией. При решении обратной 

задачи принимаются во внимание значения мини-

максных ограничений на искомые величины плотно-

сти, которые регламентируются параметром “жѐстко-

сти” амплитудных ограничений в диапазоне от 0 (без 

ограничений) до 1 (строгое соответствие заданным 

ограничениям). 

Изложенный выше алгоритм итерационного реше-

ния обратной задачи гравиметрии, основанный на 

аппроксимационном представлении обратного опера-

тора для горизонтального слоя, показал высокую эф-

фективность при построении плотностных моделей 

геологических сред в различных условиях. Предлага-

емый подход был реализован при создании регио-

нальных моделей земной коры [17, 19, 20, 21, 24, 25, 

33, 34 и др.] и детальных моделей отдельных геологи-

ческих объектов [18, 22, 23, 35 и др.]. 

Конфликт интересов: Авторы декларируют отсут-

ствие явных и потенциальных конфликтов интересов, 

связанных с публикацией настоящей статьи. 
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Abstract 

A method for solving the three-dimensional gravity inverse problem based on the use of an approxi-

mate operator of the inverse problem for a horizontal layer is considered. The construction of an approx-

imate operator is made on the basis of an approximation of an exact analytical inverse operator for an in-

finite horizontal layer with a finite sum of simple discrete linear operators. The choice of the structure of 

the approximate inverse operator is given in spectral form, proceeding from the physical essence of the 

problem and taking into account the natural restrictions on the upper and lower frequency for the spectral 

representation of a discretely given field at the finite interval of its determination, in accordance with Ko-

telnikov's theorem. The calculation of the parameters of the approximate inverse operator is carried out on 

the basis of minimizing its deviation from the analytical value of the inverse operator for the horizontal 

layer, on the final number of points of the spectrum of these functions, which provides the required accu-

racy of the practical solution of the inverse gravity problem. Explicit approximation expressions for cal-

culating the parameters of the inverse operator are given, depending on the ratio of the discrete step of 

setting the gravitational field and the thick-ness of the horizontal layer in which the solution of the inverse 

problem is searched. The general algorithm for the ap-proximate solution of the three-dimensional inverse 

gravity problem based on the proposed inverse operator is imple-mented in the form of an iterative solu-

tion that takes into account information about the geometry of the studied me-dium and the initial approx-

imation of density in the model. The essential points in solving the inverse problem are the a priori as-

sessment of the permissible variations in the anomalous density of the desired solution and the three-

dimensional weight function, which determines the measure of the reliability of the initial approximation 

for the medi-um under study. A brief description of the technology of practical application of the pro-

posed approach to solving the inverse gravity problem in the study of the density structure of shields and 

the foundation of platforms is given. 
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