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Аннотация 

Bведение: Рассматривается аппроксимация гравитационных аномалий Буге системой эквивалент-

ных источников при региональных геофизических исследованиях. Значения поля заданы в узлах 

регулярной сети точек на поверхности шарообразной Земли – сферы Каврайского. Каждому узлу 

соответствуют 4 параметра: широта, долгота, геодезическая высота и первая радиальная произ-

водная гравитационного потенциала. Под всеми узлами сети располагаются точечные массы. Зна-

чения масс определяются путем приближенного решения системы линейных алгебраических 

уравнений.  

Методика: Исходными материалами являлись две глобальные модели гравитационного поля в 

редукции Буге WGM2012 и рельефа земной поверхности ETOPO1 в системе геодезических па-

раметров WGS84 для Курильской островной дуги и прилегающих акваторий. Разрешение моде-

лей составляло 1° и 20. Район исследований ограничен координатами 40°–54°с.ш., 142°–

162°в.д., его площадь составляет около 2.4 млн км2. Выполнялись оценки обусловленности мат-

риц коэффициентов систем уравнений при разных глубинах размещения эквивалентных источ-

ников. При расчете чисел обусловленности использовались метод Шульца второго порядка и 

новый разработанный авторами метод, не требующий вычисления обратной матрицы в явном 

виде. Последний базируется на подходе Хагера к оценке норм обратной матрицы на основе 

имеющихся коэффициентов системы. Он предназначен для работы с данными большой размер-

ности. Продемонстрирована близость чисел обусловленности, вычисленных двумя разными ме-

тодами для матриц размером 314314 и 26232623, соответственно. Выполнялось сопоставле-

ние скорости вычислений при разных глубинах размещения точечных масс. Также проводилась 

экспериментальная оценка влияния ошибок округления и помех в исходных данных на вектор 

решения системы.  

Результаты и обсуждение: Представлены количественные оценки норм матриц коэффициентов и 

чисел обусловленности различных аппроксимационных конструкций. Отмечается резкое увеличе-

ние чисел обусловленности при погружении источников на глубину, превышающую шаг сети за-

дания поля по широте. Это сопровождается снижением скорости итерационного метода Зейделя 

при решении систем уравнений. Выявлена высокая устойчивость численного решения систем 

уравнений, предположительно обусловленная саморегуляризацией. Поэтому при моделировании 

региональных аномалий силы тяжести дополнительные методы регуляризации могут не использо-

ваться. Рекомендовано в условиях низких и средних широт при формировании аппроксимацион-

ной конструкции соблюдать приближенное равенство между шагом сети по меридиану и глуби-

нами точечных масс.  

Заключение: Исследованы специфические особенности решения систем уравнений, возникающих 

при истокообразной аппроксимации аномалий силы тяжести на сфере Каврайского. Полученные 

 
 ДолгальАлександр Сергеевич,e-mail: asdolgal@inbox.ru 

 
Контент доступен под лицензией Creative Commons Attribution 4.0 License.  

http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


Вычислительные аспекты моделирования аномалий силы тяжести системой точечных масс  

Вестник Воронежского государственного университета. Серия: Геология. 2023, № 2, 82–93                             83 

результаты позволят повысить точность и скорость расчета трансформант аномального гравита-

ционного поля больших территорий.  

Ключевые слова: гравитационное поле, эквивалентные источники, система уравнений, матрица 
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Введение 

В гравиметрии для моделирования геопотенциала 

V Земли используются шаровые функции с набором 

эмпирических гармонических коэффициентов, систе-

мы точечных масс, сферическое вейвлет-разложение. 

Для решения геологических задач также осуществля-

ется построение аналитических моделей аномального 

гравитационного поля U в редукции Буге, в т.ч. с ис-

пользованием системы точечных масс (истокоообраз-

ная аппроксимация) [1‒3]. При этом используется 

приближение поля U теоретическим полем U*, пред-

ставляющим собой совокупный аномальный эффект 

элементарных тел, обладающих соответствующими 

массами. Эффективные вычислительные схемы, реа-

лизующие истокообразную аппроксимацию, были 

предложены в 1967 году В. И. Ароновым и независи-

мо в 1968 году норвежским исследователем А. Бъер-

хаммаром [4]. Выдающимися достижениями В. И. 

Аронова являются:  

• доказательство теоремы о существование про-

стого слоя, находящегося внутри замкнутой поверх-

ности S, аномальный эффект которого с точностью до 

любого сколь угодно малого  приближает потенци-

альное поле, заданное на этой поверхности;  

• обоснование замены простого слоя на эквива-

лентную систему точечных масс, поле U* которых 

рассчитывается существенно быстрее;  

• создание аппроксимационной конструкции с 

расположением эквивалентных источников на кон-

кордантной рельефу поверхности [1].  

Процесс аппроксимации аномалий силы тяжести 

𝐮 = {𝑢𝑖}, 𝑖 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ сводится к решению системы ли-

нейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с прибли-

женно заданной правой частью вида: 

𝐆𝐦 = 𝐮 ,                                         (1) 

где 𝐦 – вектор неизвестных значений масс размерно-

стью N, 𝐆 – квадратная матрица значений гравитаци-

онных эффектов размером NN для точечного источ-

ника (шара) с единичной массой (𝑚 = 1). Результаты 

исследований обусловленности СЛАУ большой раз-

мерности вида (1) в зависимости от глубины размеще-

ния эквивалентных источников, а также анализ струк-

туры матрицы коэффициентов G были представлены в 

работах [5, 6]. При этом использовалась традиционная 

для гравиразведки модель "плоской Земли" и отвеча-

ющая ей прямоугольная система координат ∑𝑥𝑦𝑧. 

Аномалии силы тяжести отождествлялись с вертикаль-

ной производной 𝑉𝑧 гравитационного потенциала V, 

которую обычно принято обозначать g. 

При истокообразной аппроксимации региональных 

гравитационных аномалий требуется модель "сферооб-

разной Земли", в которой используется сферическая 

система координат ∑𝑟𝜑𝜆 и радиальная производная 𝑉𝑅 

гравитационного потенциала V или глобальная прямо-

угольная система координат ∑𝑋𝑌𝑍 и нормальная (по 

отношению к земному эллипсоиду) составляющая поля 

Vn [7, 8]. Установлено, что различия аномалий 𝑉𝑅 и 𝑉𝑧 
для листа карты 1:1 000 000 масштаба составляют 3–

5%. Аномалии 𝑉𝑅 и 𝑉𝑛отличаются не более, чем на 

0.05% в пределах более значительных по размерам 

площадей [9]. Поэтому достаточно проводить моде-

лирование гравитационного поля больших террито-

рий в рамках сферического приближения формы Зем-

ли, выполняя замену геодезических координат B, L 

сферическими 𝜑, 𝜆. При построении геоплотностных 

моделей больших территорий этот прием давно и 

успешно используется [10, 11].  

В статье будут приведены экспериментальные ре-

зультаты оценки обусловленности и устойчивости 

решения СЛАУ вида (1) для модели «сферообразной 

Земли». Элементами матрицы G коэффициентов си-

стемы уравнений в этом случае являются значения 

радиальной производной гравитационного потенциа-

ла точечного источника с единичной массой: 

𝑉𝑅(𝑅0, 𝜑0, 𝜆0) = 𝑓 (𝑅0 − 𝑟𝑐𝑜𝑠𝜔) 𝑟0
3⁄ ,        (2) 

где f= 6.6710-11 м3кг-1с-2 – гравитационная постоян-

ная, 𝑅0, 𝜑0, 𝜆0 – координаты точки измерений, 𝑟, 𝜑, 𝜆 – 

координаты источника,𝑟0 = √𝑅0
2 + 𝑟2 − 2𝑅0𝑟𝑐𝑜𝑠𝜔,  

– угол при центре O земного шара между точкой из-

мерений и источником: с𝑜𝑠𝜔 = 𝑐𝑜𝑠𝜑0𝑐𝑜𝑠𝜑 +

𝑠𝑖𝑛𝜑0𝑠𝑖𝑛𝜑 cos(𝜆0 − 𝜆)[8]. Источники располагаются 

на одинаковых относительных глубинах 𝑅∗ под точ-

ками задания поля (рис. 1).Для преобразования коор-

динат используется формула Каврайского: 

90° − 𝐵 + 8′39′′𝑠𝑖𝑛 2𝐵,  = L.         (3) 

Ее применение при радиусе Земли Rзем = 6372.9 

км позволяет снизить относительные погрешности в 

расстояниях до 0.08% и в угловых величинах до 

0.1% [12]. 

https://rscf.ru/project/23-27-00113/
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Рис. 1. Размещение эквивалентных источников 

при моделировании аномалий силы тяжести на 

сферической Земле: 1 – земная поверхность (рель-

еф); 2 – уровенная поверхность (сфера); 3 – точечные 

массы; 4 – гравиметрические пункты. 

[Fig. 1. Placement of equivalent sources in the simu-

lation of gravity anomalies on a spherical Earth: (1) – 

the earth's surface (relief); (2) – level surface (sphere); 

(3) – material points; (4) – gravimetric points.] 
 

 
Оценка обусловленности матриц 

коэффициентов методом Шульца 

В большинстве практических случаев порядок 

СЛАУ (1) составляет N = 104–106, что влечет за собой 

необходимость использования приближенных итера-

ционных методов для ее решения [13]. Точность ко-

эффициентов в матрице G зависит только от ошибок 

округления – обычно это 7–20 значащих цифр. Правая 

часть системы u, включающая в себя погрешности 

наблюдений и редуцирования, обычно содержит не 

более 5‒6 значащих цифр. Регулярный шаг задания 

значений поля 𝑉𝑅 в градусной мере (∆𝜑 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ∆𝜆 =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) за счет сближения меридианов не отвечает 

равным расстояниям между точками, находящимися 

на линиях с различной широтой 𝜑.  

Обусловленность матрицы коэффициентов СЛАУ 

является важнейшей характеристикой, определяющей 

сложность процесса ее решения и точность получен-

ных результатов [14, 15]. Число обусловленности (Н-

число Тодда) матрицы G: 

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐆 = 𝜈G = ‖𝐆
−1‖ ∙ ‖𝐆‖                  (4) 

определяет влияние  неточностей ∆𝐮 в задании ис-

ходных данных на окончательный результат [13]: 

𝜏 = ‖∆𝐦‖ ‖𝐦‖⁄ = 𝜈G‖∆𝐮‖ ‖𝐮‖⁄                (5) 

Напомним, что минимально возможная величина 

𝜈G = 1, СЛАУ с высокими значениями 𝜈G ≫ 1 назы-

вают плохо обусловленными. Для характеристики 

матрицы G употреблялись следующие нормы [13], 

согласованные с соответствующими нормами в про-

странстве векторов m:  

 

‖𝐆‖∞ = 𝑚𝑎𝑥𝑖(∑ |𝑔𝑖𝑗|𝑗 ),                    (6) 

 

‖𝐆‖1 = 𝑚𝑎𝑥𝑗(∑ |𝑔𝑖𝑗|𝑖 ),                     (7) 

 

‖𝐆‖𝑓 = √∑ ∑ (𝑔𝑖𝑗)
2

𝑗𝑖 .                     (8) 

 

Напомним, что понятие согласованности подразу-

мевает выполнение условия ‖𝐆‖ = 𝑠𝑢𝑝 ‖𝐆𝐦‖ ‖𝐦‖⁄  

при 𝐦 ≠ 0. Для обращения матрицы G использовался 

итерационный метод Шульца второго порядка [16]. 

Суть его заключается в поиске обратной матрицы G-1 

построением ее последовательных приближений 

𝐔(0), 𝐔(1), … , 𝐔(𝑘), … с контролем невязки по величине 

‖𝚿𝑘‖, где𝚿𝑘 = 𝐄 − 𝐆𝐔(𝑘). В качестве начального 

приближения 𝐔(0) авторами использовалась транспо-

нированная матрица 𝐆𝑇, умноженная на число 𝛼 =
10−7: 𝐔(𝑜) = ∝ 𝐀𝑇 . Итерационный процесс выглядит 

следующим образом:  
 

𝐔(𝑘+1) = 𝐔(𝑘) ∙ {𝐄 + 𝚿𝑘 + [𝚿𝑘]2}.              (9) 
 

Сходимость процесса (9) доказана для ‖𝚿0‖ < 1, 

но применительно к данному классу задач метод 

Шульца оказался работоспособным даже при ‖𝚿0‖ ≈
20. Критерием завершения процесса являлось значе-

ние нормы Фробениуса невязки ‖𝚿𝑘‖𝑓 ≤ 0.001. 

В качестве примера рассмотрим район Куриль-

ской островной дуги (КОД) – территорию, располо-

женную в пределах 40–54 с.ш., 142–162 в.д. с 

площадью 2.4 млн км2 (рис. 2). В качестве исходных 

данных использовались глобальные модели гравита-

ционного поля в редукции Буге WGM2012 [17, 18] и 

рельефа земной поверхности ETOPO1 [19] в системе 

геодезических параметров Земли WGS84. В модель 

включены поправки за влияние топографических 

масс, рассчитанные по цифровой модели рельефа 

ETOPO1, а также влияние атмосферных масс. 

В данном случае анализировались гравитационные 

аномалии в полной редукции Буге с плотностью про-

межуточного слоя 2.67 г/см3 с разрешением в 1 (N = 

314), что связано со значительными вычислительны-

ми сложностями при реализации процесса (7). Для 

аппроксимации аномалий силы тяжести в районе 

КОД были выбраны 5 разных глубин R* источников 

поля, отвечающие расстояниям: между точками на 

северной рамке площади – 65.6 км; между точками на 
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южной рамке площади – 85.4 км; между точками по 

меридиану – 111.3 км; между точками по меридиану, 

увеличенному в 1.5 раза – 167.3 км; между точками по 

меридиану, увеличенному в 2 раза – 222.6 км. Размер

соответствующих матриц G составил 314  314. Нор-

мы матриц G и G-1, а также числа обусловленности 𝜈G 

соответствующих СЛАУ (для нормы ‖𝐆‖1) приведе-

ны в табл. 1. 

 

 

Рис. 2. Исходные данные: а – карта изоаномал силы тяжести в редукции Буге; б – карта изогипс рельефа земной по-

верхности. 

[Fig. 2. Initial data: (a) – map of isoanomalies of gravity in Bouguer reduction; (b) ‒ isohypse map of the relief of the earth's surface.] 

 

Табл. 1. Характеристика матриц коэффициентов СЛАУ при разных глубинах размещения источников (N = 314) 

[Table 1. Coefficient matrices characteristics of system of linear algebraic equations at different source depths (N = 314)] 

R*, км ‖𝐆‖∞ ‖𝐆‖1 ‖𝐆‖𝑓 ‖𝐆−1‖∞ ‖𝐆−1‖1 ‖𝐆−1‖𝑓 𝜈G 

65.6 0.0008 0.0008 0.0046 11112 11110 98605 8.9 

85.4 0.0008 0.0008 0.0030 34841 34938 242553 28 

111.3 0.0007 0.0007 0.0022 138376 138125 717394 96.7 

167.3 0.0007 0.0007 0.0014 2961150 2959043 8953273 2071 

222.6 0.0006 0.0006 0.0011 64200736 64102202 126064307 38461 

 

Отмечается закономерное увеличение числа обу-

словленности 𝜈G c ростом относительных глубин R*, 

влияние которого на процесс решения СЛАУ можно 

оценить непосредственными расчетами. Исходное 

поле не содержит помех негармонического характера, 

что допускает решение всех 5 систем уравнений ите-

рационным методом Зейделя [20] с точностью 𝜀 =
‖𝐆𝐦 − 𝐮‖𝐿2 ≤ 0.001 мГал. Количество итераций при 

изменении глубин R* в диапазоне 65.6–222.6 км, не-

обходимое для достижения заданного значения 𝜀, 
увеличилось с 27 до 2313 (рис. 3).  

В. И. Ароновым установлено, что для повышения 

точности трансформации гравитационного поля жела-

тельно увеличивать глубины эквивалентных источни-

ков R* [1]. Однако с ростом R* резко ухудшается обу-

словленность матрицы G, что существенно затрудня-

ет решение СЛАУ (1). Компромиссом является фор-

мирование аппроксимационных конструкций, удовле-

творяющих условию 𝜈G ≅ 100. При работе в низких и 

средних широтах при ∆𝜑 = ∆𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 можно ориен-

тироваться на глубину 𝑅∗ ≈ ∆𝜑𝑅зем.  

 

Оценка обусловленности матриц  

коэффициентов большой размерности 

Если величина 𝜈G велика, то это не является строго 

достоверным утверждением, что малые возмущения 

матрицы G и правой части u могут привести к значи-

тельным отклонениям ∆𝐦 𝐦⁄  между полученным и 

точным решениями СЛАУ [21]. Размерность подав-

ляющего большинства практических задач истокооб-

разной аппроксимации такова, что формирование об-

ратной матрицы G-1 связано с большими вычисли-

тельными затратами. Следует полностью согласиться 

с мнением о том, что если «не требуется явного вы-

ражения для элементов A-1, мы настоятельно реко-

мендуем их не вычислять» [22].  
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Рис. 3. Характеристики обусловленности матриц коэффициентов G (а) и итерационных процессов решения СЛАУ (б) 

для разных глубин R* размещения точечных масс: R*=65.6 км (черный график); R*=85.46 км (красный график); 

R*=111.3 км (синий график); R*=167.3 км (зеленый график); R*=222.6 км (фиолетовый график). 

[Fig. 3. Conditioning characteristics of coefficient matrices G (a) and iterative processes for solving system of linear equations 

(b) for different depths R* of placement of material points: R*=65.6 km (black graph); R*=85.46 km (red graph); R*=111.3 

km (blue graph); R*=167.3 km (green graph); R*=222.6 km (purple graph)).] 

 

В статье [23] Хагер (Hager) опубликовал метод 

оценки числа обусловленности матрицы, который 

получил свое дальнейшее развитие в работах Хагхама 

(Higham) [24, 25]. Хагер предложил осуществлять 

оценки норм обратной матрицы на основе матрицы 

коэффициентов СЛАУ. На основе этого подхода рос-

сийскими учеными А. Н. Рогалевым, С.В. Дорониным 

разработано несколько алгоритмов вычисления оцен-

ки 𝛾 ≤ ‖𝐀−1‖ для заданной матрицы 𝐀 ∈ 𝑅𝑁×𝑁 [26]. 

Ниже будут показаны возможности одного из этих 

алгоритмов при работе с аномалиями силы тяжести в 

районе КОД при числе точек поля N = 314.  

Если обозначить: 

 

𝐆−1 = (

𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

… 𝑏1𝑁
… 𝑏2𝑁… …

𝑏𝑁1 𝑏𝑁2

… …
… 𝑏𝑁𝑁

) ,                    (10) 

 

то по определению обратной матрицы: 

 

𝐆 ∙ (

𝑏11 𝑏12
𝑏21 𝑏22

… 𝑏1𝑁
… 𝑏2𝑁… …

𝑏𝑁1 𝑏𝑁2

… …
… 𝑏𝑁𝑁

) = (

1 0
0 1

… 0
… 0 … …

 0 0
… …
… 0

)         (11) 

 

Для каждого столбца обратной матрицы будет вы-

полняться равенство: 

 

G ∙

(

 
 
 

𝑏1𝑖
𝑏2𝑖
.
𝑏𝑖𝑖
.
𝑏𝑁𝑖)

 
 
 
=

(

  
 

0
0
.
1
.
0)

  
 

                           (12) 

 

В работе [26] предлагается проводить решение  

систем вида (12) N раз, находя все столбцы обратной 

матрицы, а затем вычислять ее норму (6)–(8). Число 

обусловленности 𝜈Gопределяется по формуле (4). 

С физической точки зрения при решении системы 

(12) мы выполняем аппроксимацию точечной анома-

лии с амплитудой 1 мГал, расположенной на сравни-

тельно большой территории S, системой точечных 

масс. При любом местоположении такой аномалии 

будет выполняться интегральное соотношение 

∬ ∆𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑆 = 2𝜋𝑓𝑀
∞

∞
 между гравитационным по-

лем ∆𝑔и эффективными массами 𝑀. Эксперименталь-

но установлено, что во всех случаях 𝑖 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅суммы 

𝑀 = ∑ 𝑏𝑗𝑖
𝑗=𝑁
𝑗=1 близки между собой, поэтому для оценки 

‖𝐆−𝟏‖1достаточно однократно осуществить аппрок-

симацию (12). Нужно отметить, что аномальные зна-

копеременные значения масс сосредоточены в не-

большой области с размерами около 3–4 шагов сети 

задания поля (рис. 4). 

В табл. 2 приведены значения оценок 𝛾 нормы 

‖𝐆−𝟏‖1обратной матрицы коэффициентов, хорошо 

совпадающие с ранее полученными результатами ме-

тодом Шульца (рис. 5). 

Вычислительные затраты предлагаемого метода 

сопоставимы с выполнением единичного цикла исто-

коообразной аппроксимации, поэтому он может быть 

реализован для СЛАУ большой размерности. В 

табл. 3 приведены результаты метода для этой же 

территории, включающей в себя КОД, при шаге зада-

ния поля 20 (N = 2623). Глубины размещения точеч-

ных масс отвечали расстояниям: между точками на 

северной рамке площади – 21.9 км; между точками на 

южной рамке площади – 28.5 км; между точками по 

меридиану – 37.1 км; между точками по меридиану, 

увеличенному в 1.5 раза – 55.7 км; между точками по 

меридиану, увеличенному в 2 раза – 74.2 км. 
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Рис. 4. Результат аппроксимации точечной 

аномалии гравитационного поля амплитудой 1 

мГал в глобальной геоцентрической системе 

координат. Примечание: местоположение ано-

малии показано крестиком.   

[Fig. 4. The result of approximation of a point 

gravity field anomaly with an amplitude of 1 

mGal in the global geocentric coordinate system. 

Note: The location of the anomaly is indicated by 

a cross.] 
 

 
 

 

Рис.5. Сопоставление результатов определения‖𝐆−𝟏‖1, 

полученных методом Шульца (синий цвет) и путем аппрок-

симации точечной аномалии амплитудой 1 мГал (красный 

цвет). 

[Fig. 5. Comparison of the determination results ‖𝐆−𝟏‖1ob-

tained by the Schulz method (blue color) and by a point anomaly 

approximating with an amplitude of 1 mGal (red color).] 

 
Табл. 2.Значения оценок нормы 𝛾 ≤ ‖𝐆−𝟏‖1обратной 

матрицы коэффициентов СЛАУ(N = 314) 

[Table 2. Values of norm estimates 𝛾 ≤ ‖𝐆−𝟏‖1 of the 

inverse matrix coefficients of system of linear algebraic 

equations (N = 314)] 

R*, км 65.6 85.4 111.3 км 167.3 222.6 

𝛾 9633 25589 93309 1571305 26795299 

 

Табл. 3. Значения оценок нормы 𝛾 ≤ ‖𝐆−𝟏‖1обратной 

матрицы коэффициентов СЛАУ (N = 2623) 

[Table 3. Values of norm estimates 𝛾 ≤ ‖𝐆−𝟏‖1 of the 

inverse matrix coefficients of system of linear algebraic 

equations (N = 2623)] 

R*, км 21.9 28.5 37.1 55.7 74.2 

𝛾 1091 2887 10271 167366 2717253 

 

Можно видеть, что полученные значения оценок 𝛾 

примерно на один десятичный порядок ниже по срав-

нению с данными табл. 2. Однако значения нормы 
‖𝐆‖1 в этом случае примерно в 10 раз больше, поэто-

му принципиальных различий в числах обусловлен-

ности 𝜈G для моделей гравитационного поля с разре-

шением 1 и 20 не выявлено (рис. 6). Нужно под-

черкнуть, что в обоих случаях сохранялись одинако-

вые соотношения между параметрами сети задания 

поля и глубинами эквивалентных источников R*. 

 

Оценка устойчивости решения СЛАУ 

с использованием вектора ошибки 

Широко известно, что большое число обусловлен-

ности является более важным критерием «плохой 

СЛАУ», чем малость определителя матрицы коэффи-

циентов или ее большой порядок [15]. Они часто ис-

пользуются как средства априорной оценки ошибок 

при решении СЛАУ. Иногда числа обусловленности 

могут давать значительно завышенные характеристики 

относительной погрешности 𝜏(5) решения СЛАУ [27]. 

Значения 𝜈G можно считать оценкой сверху устойчиво-

сти получаемых решений относительно помех в исход-

ных данных u. 

Однако существуют и другие подходы, исполь-

зующие анализ вектора ошибки m в значениях 

неизвестных. Авторы полностью разделяют точку 

зрения Е. В. Боловина и А. С. Глазырина о том, что 

«система уравнений считается хорошо обусловлен-
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ной, если малые изменения в коэффициентах мат-

рицы или в правой части вызывают малые измене-

ния в решении» [28]. Эти изменения могут быть 

связаны с погрешностью округления, величина ко-

торой определяется двумя факторами: точностью 

представления вещественных чисел в ЭВМ и чув-

ствительностью данного алгоритма к погрешностям 

округления. 

 

 

Рис. 6. Числа обусловленности матриц коэффициентов СЛАУ для моделей гравитационного поля с разрешением 1 

(фиолетовый цвет) и 20 (зеленый цвет). 

[Fig. 6. Condition numbers of coefficient matrices of system of linear equations for gravitational field models with resolution 

1° (purple) and 20′ (green).] 

 

Для экспериментальной оценки влияния ошибок 

округления проводились два цикла расчета с исполь-

зованием одних и тех исходных данных по району 

КОД. В данном случае сеть значений поля и высот 

сгущена до 2020 (матрицы 61 строка, 43 столбца). 

В первом случае для представления вещественных 

чисел и массивов использовался тип single (4 байта, 

7–8 значащих цифр), во втором – тип double (8 байт, 

15–16 значащих цифр). Глубина источников 𝑅∗ =
∆ = 37.1 км, для решения использовался метод 

Зейделя. В обоих случаях за 54 итерации была до-

стигнута точность аппроксимации0.0009 мГал в 

евклидовой метрике. Средняя относительная по-

грешность определения значений масс эквивалент-

ных источников  0.002%. При этом максимальное 

по модулю расхождение в значениях гравитационно-

го поля VR, пересчитанного на высоту 100 км с ис-

пользованием single и double типов составляет всего 

0.001 мГал. Диапазон изменения поля VRна этой вы-

соте составляет [-148, 142] мГал.  

Для этого же набора данных рассмотрим другой 

вариант оценки погрешностей округления [13] – 

умножение правой части системы (1) на √3
2

. Относи-

тельные различия в значенияхнеизвестных масс 

m/m, полученных в двух циклах решения СЛАУ 

(при использовании в качестве исходных данных поля 

u и √3
2
𝐮) не превышают 0.014%. Следовательно, чув-

ствительность алгоритма к погрешностям округления 

не слишком высокая. 

Выполним решения серии СЛАУ при наличии 

наложенной нормально распределенной помехи u в 

правой части, характеризующейся среднеквадратиче-

ским отклонением (СКО) 0.015, 0.15, 1.5 мГал, что 

составляет примерно 0.01%, 0.1% и 1% от дисперсии 

самого поля u, соответственно. При этом возникают 

относительные ошибки в определении масс m/m 

системы точечных источников 0.12%, 1.2% и 12%, 

превышающие изменения относительные поля при-

мерно в 10 раз. Однако специфика задачи аппрокси-

мации заключается в том, что отклонения в значениях 

неизвестных масс(вектор ошибки m) не представля-

ют практического интереса, важна оценка отвечаю-

щих им аномальных эффектов при последующим вы-

числении трансформант. Для модели масс, получен-

ной при помехе 0.1%, результаты пересчета гравита-

ционного поля в верхнее полупространство на высоту 

100 км оказываются очень слабо «зашумленными»: 

отличия от точных значений лежат в диапазоне от -

0.003 до 0.004 мГал при СКО 0.001 мГал. Для поме-

хи в 1% величина невязки возрастает до 0.09 мГал, 

что также весьма незначительно по сравнению с точ-

ностью самой модели поля. 

В работе [28] предлагается проводить оценку обу-

словленности СЛАУ на основе соответствия малых 

изменений в коэффициентах матрицы (в нашем слу-

чае G), которым должны отвечать малые изменения в 

решении (в нашем случае это массы m). Малыми из-

менениями считаются изменения, составляющие 0.1 

% от самих значений. Согласно такому критерию рас-

сматриваемая в данном разделе СЛАУ (𝑅∗ = ∆ = 

37.1 км) является плохо обусловленной. Контраргу-

ментом является известный факт отсутствия четких 

границ между хорошо и плохо обусловленными си-

стемами уравнений [29]. 

В целом можно говорить о том, что полученные 

решения СЛАУ являются достаточно устойчивыми, 

т.к. ошибки округления и наличие помех не приводят 



Вычислительные аспекты моделирования аномалий силы тяжести системой точечных масс  

Вестник Воронежского государственного университета. Серия: Геология. 2023, № 2, 82–93                             89 

к коренным изменениям результатов численных рас-

четов. Инструментом для этих расчетов служил ите-

рационный метод Зейделя, в котором накопление 

ошибок округления обычно не играет заметную роль. 

Кроме того, по мнению авторов, для данного класса 

задач отмечается эффект саморегуляризации – регу-

ляризующего влияния соотношения k между шагом 

сети Δи относительной глубиной 𝑅∗источников поля 

[30, 31]. Предположительно, механизм саморегуляри-

зации решения в данном случае обусловлен тем, что 

итерационный процесс решения СЛАУ (1) эквивален-

тен работе фильтра низких частот, полоса пропуска-

ния которого регламентируется количеством итера-

цийn, а крутизна частотной характеристики – пара-

метром 𝑘 аппроксимационной конструкции 𝑘 = 𝑅∗ Δ⁄ , 

где R*‒ глубина точечных масс,  – шаг сети задания 

поля. Для 2D случая процесс фильтрации в спек-

тральной области выглядит следующим образом [32]: 
 

𝜓(𝑛)(𝜔, 𝑟∗) = 1 − (1 − 𝑒−|𝜔|𝑅
∗
)
𝑛

             (13) 
 

и представлен графически на рис. 7. Соответственно, 

линейный обратный оператор G-1при численном ре-

шении задачи (1) всегда будет ограниченным. Нужно 

отметить, что явление саморегуляризации выявлено 

при решении многих естественно-научных задач, в 

частности – интегральных уравнений Вольтерры I 

рода в дискретном виде [31]. 

 

 

Рис. 7. Частотные характеристики процесса истокообразной аппроксимации при разных параметрах системы точеч-

ных масс:k = 0.5 (а); k = 2 (б). 

[Fig. 7. Frequency characteristics of the source wise approximation process for different parameters of the system of material 

points: k = 0.5 (a); k = 2 (b).] 

 

Заключение 

Модель «сферической Земли» позволяет осу-

ществлять высокоточный расчет трансформант ано-

мального гравитационного поля с использованием 

системы точечных масс и геодезических координат 

точек задания поля. Основные сложности возникают 

при истокообразной аппроксимации поля и связаны с 

необходимостью решения СЛАУ большой размерно-

сти (N = 104–106) с приближенно заданной правой 

частью. Точность и скорость решения этих СЛАУ 

зависят от их обусловленности.  

Выполнены оценки обусловленности матриц G 

коэффициентов СЛАУ при разных глубинах разме-

щения эквивалентных источников для района КОД. 

При вычислении чисел обусловленности 𝜈G =
‖𝐆‖1‖𝐆

−1‖1 использовалось обращение матрицы ме-

тодом Шульца. Предложен эффективный метод при-

ближенного определения нормы ‖𝐆−1‖1 без вычисле-

ния обратной матрицы в явном виде. Метод может 

применяться к задачам большой размерности, т.к. 

затраты машинного времени на его реализацию сопо-

ставимы с временем приближенного решения СЛАУ 

(1) для тех же цифровых данных. 

Выявлено резкое увеличение 𝜈G для цифровых 

моделей аномального гравитационного поля с по-

стоянным шагом ∆𝜑 = ∆𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 при погружении 

источников на глубину 𝑅∗ > ∆. Это увеличение 

существенно сказывается, в первую очередь, на 

скорости приближенного решения СЛАУ итераци-

онными методами, поэтому в условиях низких и 

средних широт(до 60) при формировании аппрок-

симационной конструкции желательно соблюдать 

условие 𝑅∗∆. 
Вычислительные эксперименты показали доста-

точно высокую устойчивость численного решения 

СЛАУ, возникающих при истокообразной аппрок-

симации, предположительно обусловленную саморе-

гуляризацией. Поэтому, по мнению авторов, приме-

нение сложных регуляризованных алгоритмов реше-

ния СЛАУ не является необходимым условием при 

моделировании аномалий силы тяжести в регио-

нальном варианте.  

Конфликт интересов: Авторы декларируют отсут-

ствие явных и потенциальных конфликтов интересов, 
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Abstract 

Introduction: Approximation of the Bouguer gravity anomalies by a system of equivalent sources in re-

gional geophysical surveys was considered. The field values are set at the nodes of a regular network of 

points on the surface of a spherical Earth - the Kavraisky sphere. Each node corresponds to 4 parameters: 

latitude, longitude, geodetic height and the first radial derivative of the gravitational potential. Material 

points are located under all nodes of the network. The mass values are determined by the approximate so-

lution of a system of linear algebraic equations. 

Materials and Methods: The initial materials were two global models of the gravity field in the 

Bouguer reduction WGM2012 and the earth's relief ETOPO1 in the system of geodetic parameters 

WGS84 for the Kuril island arc and adjacent water areas. The resolution of the models was 1° and 

20 . The study area was limited by coordinates 40°–54° N, 142°–162° E; its area is about 2.4 million 

km2. Estimations of conditionality of matrices of coefficients of systems of equations at different 

depths of placement of equivalent sources were carried out. For the condition numbers, the second-

order Schultz method and a new method developed by the authors which does not require explicit cal-

culation of the inverse matrix were used. The latter is based on Hager's approach for estimations of the 

norms of the inverse matrix based on the available coefficients of the system. It is designed for the op-

eration with high-dimensional data. The proximity of the condition numbers calculated by two different 

methods for matrices of size 314×314 and 2623×2623, respectively, was demonstrated. The compari-

son of the calculating speed was carried out at different depths of placement of material points. Also an 

experimental assessment of the effect of rounding errors and noise in the original data on the system 

solution vector was performed. 

Results and Discussion: Quantitative estimates of the norms of coefficient matrices and condition num-

bers of various approximation structures are presented. There was a sharp increase in the condition num-

bers when the sources were immersed to a depth exceeding the grid step of setting the field in latitude. 

This was accompanied by a decrease in the speed of the iterative Seidel method when solving systems of 

equations. The high stability of the numerical solution of systems of equations, probably due to self-

regularization, was revealed. Therefore, for the modelling of regional gravity anomalies, additional regu-

larization methods may not be used. Under the conditions of low and middle latitudes when forming an 

approximation structure it is recommended to observe an approximate equality between the network step 

along the meridian and the depths of point masses. 

Conclusions: The specific features of solving systems of equations arising from the source wise approxima-

tion of gravity anomalies on the Kavraisky sphere were studied. The results obtained will improve the accu-

racy and the calculating speed of the transformants of the anomalous gravitational field of large areas. 

Keywords: Gravity field, equivalent sources, system of equations, coefficient matrix, norm, condition 

number, Kavraysky sphere, transformation. 
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