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Аннотация 
Использовано аналитическое решение уравнения Гиббса–Tолмена–Kенига–Баффа для расчета поверхностного 
натяжения микропровода. Методом классической теории нуклеации и в рамках статистической теории плотности 
получены закономерности для поверхностной энергии цилиндрической частицы. Показано, что в линейном случае 
оба метода дают близкие результаты. Для нелинейной задачи результаты могут отличаться. Проанализированы 
аналитические решения уравнений для случая цилиндрическая поверхность для линейной и нелинейной теории 
Ван дер Ваальса.
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1. Введение
Исследование наноразмерных эффектов 

твердых наночастиц чрезвычайно актуально, 
что определяется интенсивным развитием на-
нотехнологий [1–3]. Проблемы, связанные с опи-
санием поверхностных эффектов, рассмотре-
ны, например, в ряде монографий [1–9] (список 
которых можно продолжить), но чрезвычайно 
сложны и до сих пор не решены окончательно 
даже для простейших моделей. Поэтому пред-
ставляет интерес рассмотреть ряд задач хотя 
бы для простых геометрических поверхностей, 
например, для цилиндрической поверхности 
[11–16]. 

Часто в микро- и наноэлектронике находят 
применения именно удлиненные наночасти-
цы (ниже рассматриваются твердые наночасти-
цы), которые можно отнести к нанопроволокам 
или нановискерам (или НП). Подобные матери-
алы зачастую обладают уникальными электри-
ческими, магнитными, оптическими и други-
ми свойствами, что и делает в настоящее вре-
мя возможным применение НП в современных 
приборах (см., например, [1–3] и цитированную 
там литературу).

Получение НП является сложной технологи-
ческой задачей, решение которой может быть 
облегчено с использованием адекватных тео-
ретических моделей, позволяющих проводить 
хотя бы элементарное математическое модели-
рование технологических процессов. Подроб-
но не касаясь технологических проблем полу-
чения нитевидных нанообъектов, отметим, что 
в настоящее время существует огромная воз-
можность их производства на основе широко-
го круга материалов. В качестве примера пере-
числим ряд технологий, список которых можно 
легко расширить. Так, например, для выращи-
вания НП применяют: газофазную эпитаксию, 
химическое и электрохимическое осаждение, 
молекулярно-лучевую эпитаксию, метод маг-
нетронного осаждения, лазерную абляцию и 
др. В последнее время нанопровода стали по-
лучать и по технологии Улитовского–Тейлора 
(см., например, [3]). Одним из наиболее под-
ходящих теоретических методов моделирова-
ния для выяснения кинетики и деталей роста 
НП являются различные виды динамического 
моделирования. Моделирование позволяет по-
лучить информацию не только о кинетике про-
цесса, но и часто рассчитать морфологию ро-
стовой поверхности, а также позволяет учесть 
пространственно-временные флуктуации, су-

щественные для кинетики рассматриваемо-
го процесса. Не обсуждая подробно результа-
тов этих исследований, отметим, что они за-
частую противоречивы у разных групп иссле-
дователей. Кроме того, они не являются хоро-
шо обоснованными для больших систем, а для 
реальных расчётов всегда существует верхний 
предел числа частиц в системе, обусловленный 
разумным временем счета. Это и является глав-
ным источником противоречий в результатах 
моделирования. Если обсуждать конкретно, то, 
например, некоторые авторы получают отри-
цательные значения для предельной величи-
ны параметра Толмена, в то время как другие 
предсказывают для подобных систем ее поло-
жительные значения. Поэтому, несомненно, 
представляет интерес как-то систематизиро-
вать ранее полученные (более верифицирован-
ные) результаты, обоснованные в рамках об-
щих подходов термодинамики и простейших 
моделей статистической физики (см., напри-
мер, [1, 2]). Именно содержание этих результа-
тов, как будет показано ниже, позволяет уста-
новить некоторые общие закономерности, ко-
торые могут быть и отправной точкой для лю-
бых модельных расчетов.

Таким образом, цель данной работы – сведе-
ние наиболее общих результатов, описывающих 
нанонуклеацию и ее основные термодинамиче-
ские параметры, например, такие как поверх-
ностная энергия и соответствующее ей поверх-
ностное натяжение и др., в рамки общих термо-
динамических результатов, хотя бы для простей-
шего случая НП. Для выполнения поставленной 
цели проведем подробный анализ полученных 
нами ранее результатов, ниже выделим основ-
ные задачи в свете этого анализа и приведем ряд 
новых результатов.

2. Термодинамический подход 
для цилиндрической частицы

Рассмотрим изолированную систему, состо-
ящую из двух объемных фаз с разными плотно-
стями, а также поверхности раздела между ними. 
В этом параграфе будем использовать результа-
ты монографии [9].

Исходным уравнением является адсорбци-
онное уравнение Гиббса:

d ds m= -G ,  (1)

где G  – адсорбция, m  – химический потенциал. 
В целях построения термодинамической модели 
уравнение (1) детализируется в следующем виде:
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где Dr  – разность плотностей сосуществующих 
фаз, d  – толщина переходного слоя (длина Тол-
мена), DV  – объем межфазного переходного 
слоя толщиной d . 

Объединяя формулы, получаем дифферен-
циальное уравнение:
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Уравнение (3) является аналогом хорошо 
известного уравнения Гиббса–Толмена–Кени-
га-Баффа (см. [3–9]) для цилиндрической по-
верхности. 

Для решения уравнения (3) вводится безраз-
мерная переменная R / d . Получаем:
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Интеграл в (4) находится методом интег-
рирования рациональных функций (т.е. путем 
разложения подынтегральной функции на эле-
ментарные дроби [9]). Окончательный результат 
можно представить в виде [9] (см. рис. 1):
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При R d  из (5) получаем известный ана-
лог формулы Толмена:

s s
d

=
+

•( )

1
R

,  (6)

где параметр Толмена d должен совпадать со зна-
ком радиуса кривизны R поверхности (т.е. d > 0 ).

В монографии [9] (в предположении мало-
сти эйлеровой кривизны) получена более общая 
формула для поверхностного натяжения произ-
вольно искривленной поверхности как функции 
двух главных радиусов кривизны. 

В случае R d : 

s s d/ ~ / ). (( )• 0 645 R

из (5) следует формула Русанова [6, 9] для цилин-
дрической частицы.

3. Линейная теория 
Рассмотрим вначале линейную теорию, 

предложенную в [9], которая поможет подска-
зать выбор уравнения Ван-дер-Ваальса. Примем 
в качестве получаемой функции величину, про-
порциональную объемной плотности фрагмен-
тов частиц n(x), из которых строится цилиндри-
ческая частица. Тогда в линейном приближении 
можно получить простое уравнение, которое, что 
важно, аналитически решается [9]:

¢¢ + ¢ - - =n
n
r

n
1

1 02d
( ) ,  (7)

где r – координата радиуса наноцилиндра. В 
нашем выборе уравнения заранее нормирована 
величина объемной плотности частиц n(0) в 
центре на единицу, что не принципиально, но 
очень удобно в дальнейшем.

Функцию n(x) (введем безразмерную пере-
менную x = r/d), пропорциональную функции 
объемной плотности, обозначим N(x) (см. ниже).

Используется частное физическое решение 
(7), которое имеет вид [9]:

n x cK x( ) ( )= 0 ,  (8)

где K0(x) – модифицированная функция Бесселя.
Найдем реальную физическую величину, на-

зываемую нормированной функцией объемной 
плотности частиц N(r/d). 

Для нее граничные условия можно написать:  
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Рис. 1. График функции решения (5)  (см. [9])
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Используя решение (8) и условия (9), полу-
чим:
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что графически представлено на рис. 2.
Используя (10) в [9] получено уравнение:
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откуда следует формула Толмена (6).
В случае x << 1:
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Как следует из графика (рис. 2), можно счи-
тать, что возникающий наноцилиндр достига-
ет термодинамически равновесных размеров 
R ~ d (с относительной объемной плотностью 
составляющих ее фрагментов, равной еди-
нице). Этот равновесный размер ~ d в теории 

Кана–Хилларда–Хилерта определен в [7, 10–15]. 
Вокруг равновесного размера R ~ d, существу-
ет «атмосфера» из объемной плотности компо-
нент наночастицы (или разряженных фрагмен-
тов наночастицы) – N(r/d), которая асимптоти-
чески приближается к нулю только в пределе 
r/d → •, т. к. в данном случае силы не коротко-
действующие.

Этот модельный результат физически озна-
чает то, что равновесный наноцилиндр (твер-
дая фаза) окружен бесконечной «атмосферой» 
ее фрагментов. Следовательно, термодинами-
ческий рост цилиндрических наночастиц за их 
равновесными размерами в представленном 
здесь приближении не ограничен. Этот резуль-
тат полностью вписывается в схему классиче-
ской теории нуклеации (КТН).

В предыдущем параграфе показано, что для 
описания зависимости поверхностного натяже-
ния от параметра Толмена d используется диф-
ференциальное уравнение, которое является 
уравнением Гиббса–Толмена–Кенига–Баффа 
(Gibbs–Tolman–Koenig–Buff), или ГТКБ. Очевид-
но, что представленная здесь линейная теория, 
основанная на линейной зависимости плотно-
сти от координаты (уравнение (7)) находится в 
соответствии с теорией ГТКБ [9] и, соответствен-
но, с классической теорией нуклеации.

4. Нелинейная теория
Перейдем к нелинейному аналогу дифферен-

циального уравнения (7). Введем некоторую об-
ласть взаимодействия D, актуальную для нано-
нуклеации (радиус корреляции).

Так как нам не известно дифференциальное 
уравнение, мы вправе предложить простейшую 
модель ее, такую, чтобы она в пределе совпада-
ла с моделью, применяемой для линейной тео-
рии (есть соответствие между линейной теори-
ей и КТН).

Тогда, основываясь на предыдущем уравне-
нии (7), моделировать нелинейное уравнение 
можно следующим образом:

¢¢+ ¢ + - =n
r
n n1 1

1
2 1

1 1
0

d
exp{ } , (12)

где n1(r) – функция, аналогичная функции n(r), 
но уже для нелинейной задачи.

Выбор функции в виде
1

1
2 1d
exp{ }-n , несом-

ненно, содержит некоторый произвол для моде-
лирования неизвестного функционала, Однако, 

Рис. 2. Вид плотности объемной функции N(r/d) (10)
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если разложить экспоненту 
1

1
2 1d
exp{ }-n , то мож-

но получить уравнение (7). 
С другой стороны, на наш взгляд, функция 

1

1
2 1d
exp{ }-n  моделирует короткодействующую 

силу взаимодействия фрагментов, которая воз-
никает в модели N-размерного фрактального 
кластера [12].

Физическое решение (с учетом нормировки) 
представляется в виде:

n X1 1
22 1= -ln[ ] ,  (13)

где (см. ниже):

X r1 12 2= ( )d .  (14)

Отметим, что мы выбрали решение, удовлет-
воряющее условиям:

n n1 10 0 0( ) ( )= ¢ = .

Введено соответствие между радиусом D и 
параметром Толмена d1: 

2
1 8

8
2
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2

1
2 1

2p
p p

d
d

rdr
r

D
+ ( ) ( ) = =

•

Ú /
, (15)

откуда получено, что

D = 2 2 1d .  (16)

Это означает, что радиус и длина Толмена 
связаны представленным здесь соотношением 
(16). Коэффициент связи этих величин, естест-
венно, имеет модельный характер, но мы мо-
жем утверждать, что по порядку величины D ~ d1

Функцию объемной плотности частиц мож-
но теперь представить в виде:

N X= + -1 2 1 1
2ln[ ].  (17)

Отметим, что никакого аналитического со-
ответствия между решениями (10) и (17) не от-
мечается. Для убедительности приведем график 
решения (17), который представлен на рис. 3.

Различие решений линейной и нелиней-
ной задачи (рис. 2 и 3) принципиально. В пер-
вом случае, как уже отмечалось, термодинами-
ческий рост цилиндрических наночастиц за их 
равновесными размерами (R ~ d) не ограничен. 
Этот результат полностью вписывается в схему 
классической теории нуклеации (КТН). В случае 
нелинейной задачи (уравнение (12)) рост разме-
ров зародыша принципиально ограничен, что 
будет обсуждено ниже.

5. Поверхностная энергия 
для нанопроводов

Если размеры капли соизмеримы с длиной 
Толмена, то возникает проблема аддитивного 
выделения поверхностной энергии от объемной 
части энергии. Возможно, что именно неправо-
мерные подходы к данной задаче и приводят в 
ряде случаев к результатам с отрицательной ве-
личиной длины Толмена.

Альтернативным способом построения те-
ории в данном случае является использование 
модельного профиля плотности в концентра-
ционном виде теории Ван-дер-Ваальса (см., на-
пример, [16]). Данная теория была в обобщен-
ном виде предложена также и Л. Д. Ландау для 
описания фазовых переходов. Отметим, что все 
эти теории стали теоретической базой для серии 
работ Кана и Хилларда. Ниже использован ва-
риант теории, близкий к теории В. Л. Гинзбурга, 
Л. Д. Ландау и А. А. Абрикосова.

Рассмотрим частный случай применения 
данных теорий, когда зародыш конденсиро-
ванной фазы имеет форму длинного цилиндра. 
Используем цилиндрическую систему коорди-
нат, для которой характеристическая спиновая 
функция [16] представляется угловой функцией 
q(r) относительно оси цилиндра z. Физическая 
интерпретация спиновой функции отличает-
ся от интерпретации концентрационной плот-
ности, но в духе теории Ландау можно считать, 
что эти величины одинаково являются параме-
трами порядка. В нашем случае этот параметр 
порядка характеризует энергетическое состоя-
ние (атома) в наночастице как функцию ради-

Рис. 3. График функции (17), полученной из реше-
ния (13). Физический смысл имеет только решение 
для N, когда эта функция больше или равна нулю
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уса основания цилиндра. Свободная энергия в 
данной модели имеет вид [16]: 

H
A

rg c,

sin
,= ¢ +

È

Î
Í

˘

˚
˙2

2
2

2q q
  (18)

где q(r) – угол между осью цилиндра и вектором 
намагниченности; r – радиальная координата. 
Таким образом, в отличие от предыдущей трех-
мерной задачи рассмотрим здесь двумерную 
задачу. Решение трехмерной задачи сводится, 
как известно, к численным методам, и мы это 
осуществим в другой работе.

Модельная кинетическая энергия в (18) – это 
классический аналог обменной энергии в моде-
ли Гейзенберга для двумерного пространства в 
континуальном приближении, что соответству-
ет в нашем случае модели бесконечного цилин-
дра. Можно считать, что кинетическая энергия 
в (18) совпадает по форме с кинетической энер-
гией некоторой квазичастицы (в цилиндриче-
ских координатах). Данный факт не случаен и 
связан с тем, что рассматриваемая модель до-
пускает точные аналитические решения в виде 
квазичастиц – нелинейных волн, которые назы-
ваются инстантонами (или скирмионами [16]). 
Отметим также, что данные квазичастицы в на-
шем случае являются не динамическими части-
цами, а топологическими образованиями. Поэ-
тому под кинетической энергией в нашем слу-
чае подразумевается виртуальная кинетическая 
энергия топологического инстантона.

Рассматриваемая далее теория является мас-
штабно инвариантной, что и позволяет ввести 
относительную координату:

r = r
Rc

,   (19)

где Rc – равновесный радиус капли. Теперь рас-
смотрим топологическое пространство как ис-
ходную каплю. Тогда будет иметь место условие 
0 ≤ r ≤ 1. Предложенная континуальная модель 
энергии (18), по существу, представляет собой 
модель Гейзенберга, в которой взаимодейству-
ющие спины имеют смысл энергетических со-
стояний частиц, связанных с постоянным об-
менным взаимодействием A (с размерностью 
для обменной энергии Дж/м). 

Используя (18), несложно получить уравне-
ние Эйлера–Лагранжа:

¢¢ + ¢ - =q r q r
r

q q
r

( )
( ) sin cos

.2 0  (20)

Для простоты достаточно использовать лишь 
частное решение этого уравнения, описываю-
щее процесс нуклеации при простых гранич-
ных условиях:

q r
p r
p r
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  (21)

Решение задач (20), (21) имеет простой вид:

tan ,
q

r2
1Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

=   (22)

что удобно для дальнейшего анализа.
Введем модельную поверхностную энергию 

так, чтобы получить уравнения Эйлера–Лагран-
жа также для масштабно инвариантной теории: 

¢¢ +
¢

- =q r
q r

r
q q
ra

a a aa
( )

( ) sin cos
,

2

2 0  (23)

где a2 представляет собой отношение энергии 
анизотропии к константе обменного взаимодей-
ствия A. Параметр a2 определен в [16]:

a
B
A

2 1= + ,   (24)

где также дано определение функции анизотро-
пии:

B asin
,

2

22
q

r
  (25)

где B – положительная энергетическая величина, 
размерность которой совпадает с A. 

Для согласования с предыдущим решением 
будем считать, что в (23) при B = 0 анизотропия 
отсутствует, а при B > 0 – возникает. Решение 
уравнения (23) имеет вид:

tan .
q

r
a

a2
1Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

=   (26)

Отметим, что решения (22) и (26) аналити-
чески сшиваются, поэтому индексы далее будем 
опускать. Рассмотрим одно общее решение (26). 
График этого решения представлен на рис. 4.

Несложно показать, что функция q(r) при 
a = 1 и 0 < r ≤ 1 не имеет точки перегиба. Такая 
точка появляется только при a > 1. Это означа-
ет, что поверхностный слой в нашей модели мо-
жет существовать только при a > 1. В данном слу-
чае в качестве поверхностного слоя можно вы-
брать некоторый объем, энергия которого будет 
составлять поверхностную энергию цилиндри-
ческой частицы. Для определенности предпо-
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ложим, например, что поверхностный слой на-
чинает четко проявляться со значения a > 4. Та-
ким образом, будем считать, что если a = 1, то в 
системе отсутствует анизотропия, и длина Тол-
мена фактически совпадает с размерами капли. 
Если a >> 1, то в предложенной модели специфи-
ческая анизотропия превышает обменное вза-
имодействие, и в капле появляется параметр – 
длина Толмена, характеризующий размер меж-
фазной области. Случай a < 1 соответствует от-
рицательной поверхностной энергии (на рис. 4 
этот случай представлен для a = 0.5) и в насто-
ящей статье подробно не рассматривается, по-
скольку ассоциируется с неустойчивостью кон-
денсированной фазы.

Можно оценить изменение свободной энер-
гии от центра частицы до ее поверхности. Это 
позволит дать физическую интерпретацию вве-
денных нами параметров модели и сопоставить 
их с традиционными энергетическими характе-
ристиками, которые используются для описания 
процесса нуклеации.

Рассмотрим сначала послойное изменение 
данной свободной энергии цилиндрической ка-
пли. Еще раз вернемся к формуле для энергии, 
которую мы использовали для получения урав-
нения движения. Она имеет вид: E(r) = T + U. 
Учитывая здесь решение (26), получим, что ки-
нетическая энергия равна потенциальной: T = U. 
Этот важный результат для замкнутой динами-
ческой системы связан с теоремой вириала для 
финитного движения, а в нашем случае являет-
ся проверкой правильности подхода к решению 
задачи. Для полной энергии имеем:

E T U A
a a

a( )
( )

.r
r

r
r

= + =
Ê
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ˆ
¯̃ +

4
1

2 2

2 2  (27)

Из (27) следует, что при a = 1 и r → 1 выпол-
няется равенство E(r) = A. В случае, когда В > 0, 
энергия поверхности цилиндра стремится к 
Aa2 ~ B, и этот предел будет тем резче, чем боль-
ше величина В. Следовательно, именно данный 
параметр В можно ставить в соответствие с па-
раметром удельной термодинамической поверх-
ностной энергии, который фигурирует в термо-
динамических теориях с оговоркой, что размер-
ность этих энергий различна.

Резкое возрастание свободной энергии (см. 
рис. 5) в зависимости от параметра a отождеств-
ляется с фазовым переходом, который проис-
ходит в системе в случае возникновения бес-
конечно малой анизотропии. Для нахождения 

полной энергии частицы, отнесенной к едини-
це длины цилиндра, необходимо взять интег-
рал от E(r) по объему цилиндра. Приведем сна-
чала качественный анализ модели. Сразу заме-
тим, что для частного случая a = 1 и В = 0 дан-
ный интеграл должен равняться А (с точностью 
до множителя). Тогда другой энергии в систе-
ме нет; A здесь представляет собой единствен-
ную модельную внутреннюю энергию системы. 
В ином предельном случае достаточно большой 
величины a, чтобы полная энергия стремилась 
к энергии анизотропии В. В общем случае пол-
ная удельная энергия (приходящаяся на едини-
цу длины цилиндра) будет равна:

Рис. 4. Графики решения (26) при различных 
значениях параметра a

Рис. 5. Трехмерная зависимость энергии от пара-
метров а и r
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В теории Кана и Хилларда энергия актива-
ционного барьера пропорциональна среднему 
геометрическому двух энергетических параме-
тров: E ABc ~ . Теория Кана и Хилларда, в отли-
чие от предлагаемой здесь теории, не является 
масштабно инвариантной, и величина B имеет 
размерность Дж/м3. В нашем случае интеграль-
ная формула, получаемая из (28) для энергии 
активации, имеет такой же вид, то есть можно 
говорить о совпадении этих теорий при вычи-
слении средней энергии активации (в единице 
объема). Таким образом, приходим к выводу о 
том, что предложенная теория качественно сов-
падает с теорией Кана и Хилларда.

6. Заключение
С уменьшением размеров конденсирован-

ной фазы увеличивается относительная доля по-
верхностных атомов, поэтому возрастает влия-
ние межфазных границ раздела. При этом раз-
мерная зависимость поверхностного натяжения 
обусловлена длиной Толмена, то есть фактиче-
ски толщиной межфазного (переходного) слоя. 
Особенно это проявляется в наночастицах, ра-
диус которых составляет единицы – десятки на-
нометров.

В заключительном параграфе получены ре-
зультаты, связанные с градиентной теорией 
Ван-дер-Ваальса, которые можно резюмиро-
вать следующим образом. Если в образовании 
наночастицы присутствует только одна форма 
энергии, которая выступает в роли обменного 
взаимодействия A, то аддитивное разделение 
энергий системы на поверхностную энергию и 
энергию объема наночастицы в рамках пред-
ложенной модели делать некорректно. Однако 
в этом случае можно было бы ввести среднюю 
энергию всей наночастицы и из простых гео-
метрических соображений получить линейную 
формулу Русанова для поверхностной энергии. 
Обычно формула Русанова считается достаточ-
но универсальной. Этот факт не подтверждает-
ся в условиях усложнения нашей модели энер-
гией анизотропии. 

Введенное в теорию понятие энергии анизо-
тропии в виде предложенной модели по типу мо-
дифицированного потенциала Рапини приводит 
к возникновению поверхностной энергии. Отме-
тим, что в обычном потенциале Рапини отсут-
ствует множитель вида 1/r2 [16]. Энергия анизо-

тропии может приобрести смысл энергии двой-
ного электрического слоя (в электрохимии), при-
чем при создании очень маленьких равновесных 
частиц с дифференцированной поверхностной 
энергией необходимо увеличивать электроем-
кость наносистемы, где образуется данная нано-
частица. Это позволяет предположить наличие 
возможности эффективного управления процес-
сом нанонуклеации.

Основным результатом, объединяющим все 
части работы, можно считать получение профи-
ля поверхностной энергии от термодинамиче-
ских параметров системы, который позволяет в 
определенной мере расширить представления о 
капиллярных явлениях в наносистемах.

Вопрос о длине Толмена, которая определяет 
размерный эффект поверхностного натяжения и 
область применимости теории, заслуживает от-
дельного рассмотрения. Согласно термодинами-
ческому определению, длина Толмена числен-
но равна расстоянию между эквимолекулярной 
поверхностью и поверхностью натяжения [4, 5]:

d = -z ze s ,   (29)

где ze и zs – задают положения эквимолекулярной 
поверхности и поверхности натяжения на од-
нойобщей полуоси. Эквимолекулярная поверх-
ность соответствует условию G = 0. Разделяющая 
поверхность, для которой справедливо уравне-
ние Лапласа, является поверхностью натяжения. 
Поверхность натяжения, как правило, принима-
ется за истинную разделяющую поверхность.

Эквимолекулярная поверхность и поверх-
ность натяжения всегда расположены внутри 
межфазного переходного слоя, поэтому за мак-
симальное значение длины Толмена d можно 
принимать толщину этого слоя. Для не слишком 
малых капель длину Толмена допустимо считать 
постоянной величиной, относящейся к плоской 
поверхности. По определению длина Толмена 
для плоской разделяющей поверхности равна:

d = G
Dn

, Dn n n= -1 2 ,   (30)

где n1,2 – объемные плотности равновесно сосу-
ществующих фаз. Встречаются противоречивые 
сведения о численных значениях и даже знаке 
длины Толмена. Из (30) следует, что знак d зави-
сит от знака гиббсовской адсорбции на поверх-
ности натяжения. Определить знак длины Тол-
мена можно, если воспользоваться известной 
формулой для профиля распределения плотно-
сти в плоской межфазной области:
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где z – координата; z0 – параметр, характеризу-
ющий наклон профиля распределения плотно-
сти. Формула (31) задает симметричный отно-
сительно точки z = 0 профиль распределения 
плотности. Более плотная и менее плотная фазы 
расположены на положительной и отрицатель-
ной полуосях. Для адсорбции имеем:

G = - + -
•

-•
Ú Ú[ ( ) ] [ ( ) ] ,n z n dz n z n dz
z

z

i

i

1 2  (32)

где zi задает положение произвольной разделя-
ющей поверхности. Интегрирование (32) с уче-
том (31) дает:

G D= z ni .   (33)

Для эквимолекулярной поверхности и по-
верхности натяжения:

zi= 0 и zi = zs,

поэтому из (30) и (32) для длины Толмена нахо-
дим:

d = zs,  (34)

где zs отсчитывается от начала координат, то есть 
от середины профиля. Формула (34) позволяет 
заключить, что знак длины Толмена зависит от 
того, где расположена поверхность натяжения. 
Если поверхность натяжения находится вблизи 
плотной фазы (что, по нашему мнению, наибо-
лее естественно), то длина Толмена будет поло-
жительной. Перемещение поверхности натяже-
ния в область менее плотной фазы относитель-
но эквимолекулярной поверхности меняет знак 
d на отрицательный.

Отметим, что для определенных термодина-
мических систем параметр Толмена можно счи-
тать отрицательным, но данный случай здесь не 
рассматривается.

Для малой капли радиусом r условие устой-
чивости имеет вид ( / ) ,∂ ∂ >s r T p 0 . Из этого сле-
дует, что функция s(r) должна быть возрастаю-
щей и для капли необходимо выполнение усло-
вия d > 0.

Конфликт интересов 
Автор заявляет, что у него нет известных фи-

нансовых конфликтов интересов или личных от-
ношений, которые могли бы повлиять на рабо-
ту, представленную в этой статье.
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