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Аннотация 
В настоящей работе исследуется упругое взаимодействие пересекающихся дефектов дилатационного и дисклина-
ционного типа в приближении линейно-изотропной среды.
В рамках теории собственных деформаций найдены аналитические выражения, описывающие парное взаимодей-
ствие пересекающихся дилатационных нитей и пересекающихся клиновых дисклинаций. Показано, что энергия 
взаимодействия таких дефектов монотонно зависит от угла между ними: наибольшей энергией взаимодействия 
обладают дефекты, линии которых сонаправлены, наименьшей энергией взаимодействия – дефекты, линии кото-
рых ортогональны. Кроме этого, показано, что энергия взаимодействия пересекающихся клиновых дисклинаций 
сильно зависит от упругих свойств среды: чем меньше коэффициент Пуассона, тем меньше энергия парного вза-
имодействия дисклинаций.
Полученные аналитические выражения представляют практическую ценность для описания процессов релаксации 
остаточных напряжений в неоднородных структурах с пентагональной симметрией, в частности, в икосаэдрических 
частицах.
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1. Введение
Благодаря уникальным функциональным 

свойствам неоднородные наноструктуры нахо-
дят широкое применение при конструировании 
современных устройств электроники [1], фото-
ники [2] и плазмоники [3]. Стабильность свойств 
таких наноструктур во многом определяется де-
фектами кристаллической структуры, возникаю-
щими в ходе релаксации механических напряже-
ний [4–7]. К основным механизмам релаксации 
напряжений относятся образование комплексов 
точечных дефектов [8, 9], зарождение дислока-
ционных [10–17] и дисклинационных [18–20] 
конфигураций, образование трещин и различ-
ных V-образных дефектов [21–23], диффузион-
ное коробление поверхности [21, 24].

Особый интерес представляют процессы ре-
лаксации напряжений в неоднородных части-
цах с осями симметрии пятого порядка (пятиу-
гольной призмы, декаэдра и икосаэдра) [25, 26]. 
Остаточные деформации и напряжения в них об-
условлены пятикратным двойникованием вокруг 
осей симметрии пятого порядка и могут быть 
описаны в рамках дисклинационного подхода 
[27, 28]. Согласно этому подходу, пентагональные 
вискеры и декаэдрические частицы содержат по 
одной положительной клиновой дисклинации 
мощностью 0.128 рад, ось которой совпадает с 
осью симметрии пятого порядка, в то время как 
икосаэдрические частицы содержат шесть поло-
жительных клиновых дисклинаций мощностью 
0.128 рад, проходящих через противоположные 
вершины икосаэдра и пересекающихся в его цен-
тре. Упругие поля клиновых дисклинаций явля-
ются мощными стоками для точечных дефектов 
и оказывают сильное влияние на их миграцию. 
Поэтому на ранних стадиях релаксации остаточ-
ных напряжений следует ожидать образование 
атмосфер примесных атомов и вакансий вдоль 
ядер клиновых дисклинаций. На развитых ста-
диях релаксации, когда концентрация вакансий 
(примесных атомов) достигает предельного зна-
чения, точечные дефекты могут конденсировать-
ся образуя поры и включения второй фазы, на-
блюдавшиеся экспериментально [29, 30] и полу-
чившие теоретическое описание в [32–34].

Таким образом, анализ начальных стадий ре-
лаксации остаточных напряжений, связанных с 
сегрегацией точечных дефектов на ядрах дис-
клинаций в икосаэдрических частицах, требует 
определения энергий взаимодействия соответ-
ствующих дефектов. В данной работе представ-
лены аналитические выражения для энергий 

парного взаимодействия следующих дефектных 
конфигураций – пересекающихся дилатацион-
ных нитей и пересекающихся клиновых дискли-
наций в рамках приближения неограниченной 
среды. Несмотря на то, что представленные ре-
зультаты справедливы для приближения неогра-
ниченной среды, в дальнейшем они могут быть 
использованы в качестве отправной точки для 
расчета энергии парного взаимодействия пере-
секающихся дефектов в телах конечной формы 
со свободной поверхностью.

2. Теоретическая часть
В настоящем разделе рассматривается упру-

гоизотропная среда, содержащая пересекающи-
еся прямолинейные дефекты, такие как дилата-
ционные нити и клиновые дисклинации. Энер-
гия парного взаимодействия таких дефектов мо-
жет быть определена как работа по зарождению 
одного из дефектов в поле напряжений другого 
дефекта [35]:

W dV dVI II
ij
I

ij
II

V
ij
II

ij
I

V
int

- = - = -Ú Úb s b s , (1)

где bij
I и bij

II  – компоненты тензора собственной 
дисторсии дефектов (I) и (II), sij

I  и sij
II  – компо-

ненты тензора упругих напряжений дефектов (I) 
и (II), наведенные в материальном объеме V. 

2.1. Энергия парного взаимодействия 
пересекающихся дилатационных нитей

Рассмотрим прямолинейные дилатацион-
ные нити LI и LII, пересекающиеся в точке О под 
углом a (рис. 1а). Введем декартовы системы ко-
ординат Оxyz и Oxy¢z¢, связанные с линиями де-
фектов LI и LII соответственно (ось x перпенди-
кулярна плоскости пересечения дефектов, оси 
z и z¢ направлены вдоль линий дефектов LI и LII, 
направление осей y и y¢ выбирается по правилу 
правой руки). Поле напряжений таких дефектов 
в неограниченной упругой среде известно (см., 
например, [36]). Приведем здесь ненулевые ком-
поненты тензора напряжений дилатационной 
нити LI в декартовой системе координат:
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где C0 = Ge*(1 + n) / (1 – n), G – модуль сдвига; n – 
коэффициент Пуассона; e* – собственная дила-
тационная деформация дефекта; Н(…) – функ-
ция Хевисайда; x – малый параметр, определя-
ющий радиус ядра линии дилатационного де-
фекта. Выражение (2в) для осевой компоненты 
тензора напряжений дилатационной нити 
представляет собой обобщенную функцию: 
напряжение обращается в нуль во всех точках 
среды, кроме точек соответствующих линии 
дилатационного дефекта.

Собственная дисторсия дилатационной нити 
характеризуется трехосной деформацией e*, рас-
пределенной вдоль линий дефектов. Согласно 
[36], ненулевые компоненты собственной ди-
сторсии дилатационной нити (II) могут быть 
представлена в виде:

b e d dii
LII s x y= ¢* ( ) ( ) ,  (3)

где s = πx2, d(…) – одномерная дельта функция 
Дирака.

Определим погонную энергию парного вза-
имодействия пересекающихся дилатационных 
нитей LI и LII. Для этого подставим (2) и (3) в вы-
ражение для расчета погонной энергии:
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Первый интеграл в (4) берется по определе-
нию дельта функции Дирака, второй – с помо-
щью замены переменной y = y¢ cos a. Оконча-
тельно получим:
W sCLI II
int cos- = *4 0e a .  (5)

Рассмотрим вырожденный случай, когда ли-
нии дефектов LI и LII пересекаются под прямым 
углом (a = p/2). В этом случае можно определить 
полную энергию взаимодействия дефектов по 
формуле (1), при y¢ = z имеем:
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                                       а                                                                                                       б
Рис. 1. Упругая модель пересекающихся под углом a дефектов: а) дилатационные нити LI и LII с собст-
венной трехосной деформацией e*; б) клиновые дисклинации DI и DII с мощностями w. Точки Р1 и Р2 
принадлежат областям S1 = {R ≥ 0, j = π/2, a ≤ q ≤ p} и S2 = {R ≥ 0, j = 3π/2, p – a  ≤ q¢ ≤ p} соответственно 
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Окончательно получим, что энергия парного 
взаимодействия пересекающихся под прямым 
углом дилатационных нитей энергии принима-
ет конечное значение, равное:

W s CLI II
int /

-

=

*=
a p

e x
2 08 .  (7)

2.2. Энергия парного взаимодействия 
пересекающихся клиновых дисклинаций

Будем рассматривать равновеликие клино-
вые дисклинации DI и DII с равными по модулю 
векторами Франка. Пусть оси дисклинаций пе-
ресекаются в точке О и образуют угол a. Введем 
оси декартовых систем координат Оxyz и Oxy¢z¢ 
аналогично предыдущему пункту (см. рис. 1б).

Упругие поля напряжений клиновых дискли-
наций в неограниченной среде известны (см., 
например, [28] и [37]). Приведем здесь ненуле-
вые компоненты тензора напряжений клиновой 
дисклинации в сферической системе координат:
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где C1 = Gw / [2p(1 – n)], w – мощность дисклина-
ции; полярный радиус r = (x2 + y

2)1/2. Как видно из 
выражений (8), для компонент поля напряжений 
клиновой дисклинации, расположенной в нео-
граниченной упругой среде, характерна логариф-
мическая расходимость. Такая расходимость 
устраняется при рассмотрении экранированных 
систем: дисклинационных диполей и квадрупо-
лей [38] или дисклинаций в телах конечных раз-
меров, ограниченных, например, цилиндриче-
скими [38] и сферическими [39] поверхностями. 

Собственную дисторсию клиновой дискли-
нации DII определим на полуплоскости SII = {x = 0, 
y¢ > 0,  z¢}. Ненулевая компонента тензора собствен-
ной дисторсии дисклинации DII будет иметь вид:

b w dxx
D

II
II y x H S= - ¢ ( ) ( ) ,  (9)

где H(SII) – двумерная функция Хевисайда, рав-
ная 1 при x, y Œ SII и равная 0 при x, y œ SII.

С учетом (8) и (9), энергия парного взаимо-
действия пересекающихся клиновых дисклина-
ций DI и DII примет вид:
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Введем сферические координаты (R, j, q) и 
(R, j¢, q¢) с полюсом в точке O. Полярные (зенит-
ные) углы q и q¢ будем отсчитывать от осей ди-
склинацией DI и DII соответственно (0 ≤ q, q¢ ≤ p). 
Азимутальные углы j и j¢ будем отсчитывать от 
оси x (0 ≤ j, j¢ ≤ 2p). Принимая во внимание связь 
между сферическими и декартовыми координа-
тами: y¢ = R sin q¢ , z¢ = R cos q¢ , dy¢dz¢ = –RdRdq¢, пе-
репишем (10) в следующем виде:

W d R dRD
xx
D

S

A
I II I

II
int sin ,- = - ¢ ¢ÚÚw s q q

p
2

00

 (11)

где A – параметр, в случае неограниченной сре-
ды A → +∞.

Далее заметим, что в системе координат, свя-
занной с дисклинацией DI, множество точек по-
луплоскости SII будет определяться суммой под-
множеств S1 = {R ≥ 0, j = p/2, a ≤ q ≤ π} и S2 = {R ≥ 0, 
j = 3π/2, p – j ≤ q ≤ p}. С учетом замены пере-
менной q¢ = 2p – a – q, dq¢ = –dq при p – a ≤ q ≤ p и 
q¢ = q – a , dq¢ = dq при a ≤ q ≤ p, перепишем интег-
рал (11) в виде суммы интегралов по областям 
S1 и S2:
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Интегралы в (12) с учетом (8а) при x = 0, 
y = R sin q могут быть вычислены аналитически, 
например, с помощью таблиц интегралов [40]. 
Приведем здесь окончательное выражение для 
энергии взаимодействия, запасаемой клиновы-
ми дисклинациями DI и DII в подобласти, ограни-
ченной поверхностью сферы радиуса А:
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Далее определим плотность энергии взаи-
модействия дисклинаций DI и DII, запасаемую в 
шаре радиуса А. С этой целью разделим выра-
жение (13) на объем шара радиуса А и предста-
вим в следующем виде:
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w w wD
A

I II
int

- = + a ,  (14)

где первое слагаемое содержит логарифмиче-
скую особенность, характерную для дефектов 
дисклинационного типа и определяет вклад 
масштабного фактора в энергию парного взаи-
модействия дисклинаций:

w
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p
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4
ln ,  (15)

второе слагаемое содержит зависимость плот-
ности энергии взаимодействия дисклинаций DI 
и DII от величины угла между ними:
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Таким образом, получены аналитические вы-
ражения (14), (15) и (16) для плотности энергии 
взаимодействия пересекающихся дисклинаций 
в неограниченной среде. Слагаемое (16) выража-
ет зависимость плотности энергии взаимодей-
ствия от размера рассматриваемой области – с 
увеличением размера рассматриваемой области 
плотность энергии взаимодействия увеличива-
ется по логарифмическому закону (wА ~ ln A при 
А → +∞). В телах конечных размеров (частицы, 
вискеры и др.) выражение (16) экранируется по-
верхностями тел, и плотность энергии wA имеет 
конечное значение (см., например, аналогич-
ные расчеты для энергии дисклинации в упру-
гом шаре [41]). Второе слагаемое (16) показы-
вает влияние угла между дисклинациями a на 
энергию парного взаимодействия и представля-
ет основной интерес для данного исследования. 

3. Результаты и обсуждение
Перейдем к анализу полученных выраже-

ний (5) и (7) для энергий парного взаимодейст-
вия пересекающихся дилатационных нитей LI и 
LII. Погонная энергии взаимодействия дефектов 
в зависимости от угла между ними представлена 
на рис. 2. Энергия взаимодействия W z

LI II-  прини-
мает наибольшее значение для углов a = 0, π и 
равняется погонной упругой энергии одной ди-
латационной нити с собственной деформацией 
2e*. Погонная энергия принимает нулевое зна-
чение, когда линии дефектов пересекаются под 
прямым углом (a = p/2). В этом вырожденном 
случае взаимодействие дефектов определяется 
полной энергией системы, представленной в (7). 
Таким образом, можно утверждать, что взаимо-
действие дилатационных нитей, пересекающих-

ся под прямым углом, полностью определяется 
их общей собственной деформацией в точке их 
пересечения, остальные участки не дают вклад в 
полную энергию взаимодействия. Заметим еще, 
что энергия парного взаимодействия в (7) равна 
удвоенной упругой энергии точечного дефекта с 
собственной трехосной деформацией e*.

Обратимся теперь к зависимостям плотно-
сти энергии взаимодействия пересекающихся 
клиновых дисклинаций. На рис. 3а представ-
лены зависимости нормированной плотности 
энергии wa от величины угла между ними a, по-
строенные для различных значений коэффици-
ента Пуассона среды n = 0.1 и 0.3. Из рис. 3а вид-
но, что плотности энергии принимают наимень-
шее значение (~0.6Gw2/(4p2) для n = 0.3) в случае, 
когда оси дисклинаций пересекаются под пря-
мым углом. Напротив, плотности энергии при-
нимают наибольшее значение (~1.6Gw2/(4p2) для 
n = 0.3) в случае, когда оси дисклинаций совпа-
дают (a = 0, p). Приведем здесь аналитические 
формулы для определения плотности энергии 
взаимодействия дисклинаций, пересекающих-
ся под углами a = p/2 и 0, π, полученные из вы-
ражения (16):

w
G

a p
w

p n
n
n= =

-
- -

-
È

Î
Í

˘

˚
˙/ ( ) ( )2

2

24 1
1 5
3 1 2
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-
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-
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˚
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2

24 1
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3 1 2
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ln . (18)

Рис. 2. Зависимость погонной энергии взаимодей-
ствия пересекающихся дилатационных нитей от 
угла пересечения линий дефектов a. Погонная 
энергии представлена в единицах e*sC0
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Выражение (18) также может быть использовано 
для определения независящей от R части плот-
ности упругой энергии дисклинации мощно-
стью 2w.

Кроме этого, отметим, что согласно рис. 3а, 
большей плотностью энергии обладают дискли-
нации, расположенные в упругом пространстве 
с большим значением коэффициента Пуассо-
на n: с увеличением n плотность энергии взаи-
модействия wa возрастает. Обратимся к зависи-
мостям плотности энергии взаимодействия дис-
клинаций wa от коэффициента Пуассона среды n 
(0.0 < n < 0.5), представленными на рис. 3б. В слу-
чае, когда оси дисклинаций совпадают (a = 0 
или p), плотность энергии взаимодействия всег-
да положительна. Напротив, в случае, когда оси 
дисклинаций пересекаются под прямым углом 
(a = p/2), плотность энергии взаимодействия мо-
жет принимать отрицательные значения. Значе-
ние коэффициента Пуассона, при котором плот-
ность энергии меняет знак, определяется из вы-
ражения (17) и составляет 0.2. Это означает, что 
в средах с относительно низким значением ко-
эффициента Пуассона дисклинация может рас-
щепиться на две пересекающиеся дисклинации, 
тем самым понизив полную энергию системы. 
Подобные эффекты наблюдались эксперимен-
тально для случая трансляционного расщепле-
ния дисклинации, например, в декаэдрических 
частицах, содержащих одну клиновую положи-

тельную дисклинацию мощностью 0.128 рад: в 
процессе роста частиц зафиксировано расще-
пление дисклинации на две дисклинации, оси 
которых были параллельны [42].

4. Заключение
Таким образом, в работе представлен расчет 

энергий парного взаимодействия двух пересека-
ющихcя дефектов. В первой части работы опре-
делена погонная энергия пересекающихся дила-
тационных нитей в зависимости от угла между 
линиями дефектов. Показано, что энергия пар-
ного взаимодействия пересекающихся дилата-
ционных нитей принимает конечное значение, 
полностью определяемое полями дефектов в 
окрестности точки пересечения их линий. 

Во второй части работы энергия взаимодей-
ствия пересекающихся клиновых дисклинаций 
найдена в виде суммы двух слагаемых: первое 
слагаемое содержит логарифмическую особен-
ность радиальной координаты, присущую упру-
гим полям и энергиям дефектов дисклинацион-
ного типа, второе слагаемое показывает влияние 
угла между осями дисклинаций на энергию их 
взаимодействия. Последнее слагаемое подробно 
рассматривается в работе. В частности, показано, 
что дисклинации пересекающиеся под прямым 
углом обладают меньшей энергией взаимодей-
ствия, чем дисклинации оси которых сонаправ-
лены. Кроме этого, показано, что энергия взаи-

                                       а                                                                                                       б
Рис. 3. Зависимости плотности энергии взаимодействия пересекающихся дисклинаций wa: а) от угла 
пересечения осей дисклинаций a при n = 0.1 и 0.3; б) от коэффициента Пуассона среды n при a = 0 и p/2. 
Плотность энергии дана в единицах Gw2/(4p2)
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модействия пересекающихся дисклинаций силь-
но зависит от свойств упругой среды, а именно 
от коэффициента Пуассона. Так, например, ди-
склинации в средах с большим значением ко-
эффициента Пуассона обладают большей энер-
гией парного взаимодействия. Энергия взаимо-
действия пересекающихся дисклинаций может 
принимать отрицательные значения в средах 
с относительно низким значением коэффици-
ента Пуассона (n < 0.2). По всей видимости, это 
означает, что в средах с относительно низким 
значением коэффициента Пуассона существует 
возможность расщепления дисклинации на две 
пересекающиеся дисклинации, сопровождаю-
щегося уменьшением полной энергии.  В заклю-
чение отметим, что полученные аналитические 
соотношения для энергии парного взаимодей-
ствия пересекающихся дилатационных нитей и 
дисклинаций представляют практическую цен-
ность для дальнейшего исследования, в частно-
сти построения теоретической модели релакса-
ции остаточных напряжений в икосаэдрических 
частицах, содержащих 6 пересекающихся клино-
вых дисклинаций мощностью 0.128 рад, с уче-
том процессов сегрегации примесей на ядрах 
этих дисклинаций.
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