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Аннотация 
Предложен метод описания динамики систем взаимодействующих атомов в терминах вспомогательного поля, 
которое в состоянии покоя эквивалентно заданным межатомным потенциалам, а в динамическом режиме пред-
ставляет собой классическое релятивистское поле. Установлено, что для центральных межатомных потенциалов, 
допускающих преобразование Фурье, вспомогательное поле представляет собой суперпозицию элементарных 
полей, удовлетворяющих уравнению типа Клейна-Гордона-Фока с комплексными параметрами массы.
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1. Введение
В настоящее время моделирование как тер-

модинамических, так и кинетических свойств 
конденсированных систем выполняется глав-
ным образом в рамках нерелятивистского при-
ближения. Малость скоростей атомных частиц 
по сравнению со скоростью света служит осно-
ванием для пренебрежения релятивистским эф-
фектом запаздывания взаимодействий. В этих 
рамках система взаимодействующих атомов ха-
рактеризуется гамильтонианом, дающим прин-
ципиальную (но пока – далеко не реальную) 
возможность вычисления статистической сум-
мы или производящего функционала системы 
в рамках подхода Гиббса, либо решения уравне-
ний цепочки для равновесных или неравновес-
ных функций распределения в рамках подхода 
ББГКИ (Боголюбова – Борна – Грина – Киркву-
да – Ивона). Однако точные решения в каждом 
из этих вариантов для сколько-нибудь «реали-
стичных» межатомных потенциалов пока неиз-
вестны. Априорные оценки погрешностей ис-
пользуемых приближений не существуют.

Однако проблема моделирования конденси-
рованных систем не сводится только к решению 
задач в рамках статистической механики. Дело 
в том, что микроскопическое обоснование тер-
модинамики в рамках статистической механи-
ки, объединяющей классическую механику Нью-
тона (в гамильтоновой форме) с концепцией ве-
роятности, не является полным, безупречным 
и единственно возможным вариантом. Кроме 
того, в рамках статистической механики так и 
не получены ответы на многие принципиально 
важные вопросы.

1. Нулевое начало термодинамики (утвер-
ждение о существовании состояния термоди-
намического равновесия в макроскопических 
системах) не нашло своего обоснования в рам-
ках статистической механики, а является посту-
латом так же, как и в феноменологической тер-
модинамике [1].

2. Классическая механика сама по себе на-
ходится в явном противоречии с термодинами-
кой, поэтому для микроскопического обосно-
вания термодинамики требуется выход за пре-
делы классической механики Ньютона. В конце 
XIX – начале XX века этот выход был направлен 
в сторону концепции вероятности (Максвелл, Бо-
льцман, Гиббс, Эйнштейн, Смолуховский, П. и Т. 
Эренфесты, ...). Однако в 1909 г. была опублико-
вана дискуссионная заметка Ритца и Эйнштей-
на [2], в которой Ритц утверждал, что причина 

необратимости связана с (релятивистским) эф-
фектом запаздывания взаимодействий, а Эйн-
штейн утверждал, что причиной необратимости 
является исключительно вероятность. Наконец, 
в 1956 г. Кац предложил точно решаемую меха-
ническую модель – кольцевую модель Каца [3]. 
Он нашел точное решение этой модели, кото-
рое детерминировано, обратимо и не содержит 
никаких признаков термодинамического пове-
дения. В этой же работе показано, что введение 
весьма правдоподобной вероятностной поправ-
ки в модель приводит к термодинамическому 
поведению системы и явлению необратимости. 
Таким образом, причина термодинамическо-
го поведения кольцевой модели находится не 
только вне классической механики, но и проти-
воречит классической механике. Поэтому союз 
взаимоисключающих детерминистской механи-
ки Ньютона с концепцией вероятности не пред-
ставляется убедительным.

3. За последующие годы было опубликовано 
несколько десятков работ, результаты которых 
являются существенными доводами в пользу 
гипотезы Ритца [2]. В работах [4–7] исследова-
ны задачи двух тел с запаздывающими взаимо-
действиями между ними и установлено, что в 
пределе t Æ •  системы необратимо переходят в 
состояние покоя. В работе [8] исследована дина-
мика двухчастичного гармонического осцилля-
тора с запаздывающим взаимодействием меж-
ду частицами и установлено, что в этой системе 
всегда существуют нестационарные (как расту-
щие, так и затухающие) свободные колебания. 
В работе [9] исследована динамика одномерной 
цепочки атомов с запаздывающими взаимодей-
ствиями и установлено, что стационарные сво-
бодные колебания в этой системы невозможны, 
т. е. неустранимое релятивистское запаздыва-
ние взаимодействий между атомами полностью 
разрушает классическую нерелятивистскую ди-
намическую картину Борна. Кроме того, в этой 
работе установлен микроскопический динами-
ческий (т. е. свободный от вероятности) меха-
низм достижения термодинамического равно-
весия в кристаллах.

4. Колмогоровская теория вероятностей 
основана на теории меры и является не единст-
венной, а всего лишь одной из многих неэкви-
валентных между собой вероятностных моде-
лей [10]. Вероятностные меры в фазовом про-
странстве (микроканонический, канонический 
и большой канонический ансамбли), аксиомати-
чески введенные Гиббсом, также не единствен-
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ны. В частности, даже принцип равных априор-
ных вероятностей Гиббса в микроканоническом 
распределении является постулатом, примене-
ние которого не приводит к однозначному ре-
зультату из-за особенностей распределения мер 
в многомерных (в пределе – бесконечномерных) 
пространствах [11,12] (в данном случае речь идет 
о мерах в фазовом пространстве системы).

Таким образом, основой нерелятивистской 
статистической механики являются две не впол-
не согласованные между собой концепции – 
ньютоновская классическая механика (в гамиль-
тоновой форме) и концепция вероятности. Эти 
концепции могут быть совместимы лишь в том 
случае, когда известен внешний механизм сто-
хастизации. В качестве имитации такого меха-
низма в рамках кинетической теории могут быть 
использованы гипотеза молекулярного хаоса Бо-
льцмана, принцип ослабления корреляций Бо-
голюбова, раздельный учет дальнодействую-
щих и короткодействующих частей межчастич-
ных потенциалов (уравнения Больцмана-Власо-
ва, Власова-Максвелла и др.), но доказательной 
базы для выбора какого-либо из этих вариантов 
не существует.

В то же время в рамках релятивистской ди-
намики обнаруживаются признаки термодина-
мического поведения даже малочастичных сис-
тем без использования концепции вероятности. 
Поэтому моделирование релятивистской дина-
мики систем частиц является перспективным 
направлением.

Цель данной работы состоит в построении 
классической релятивистской кинетической те-
ории систем взаимодействующих частиц (ато-
мов).

Работа содержит решение следующих кон-
кретных задач.

1. Развита полевая форма релятивистской 
динамики системы взаимодействующих атомов.

2. Установлено, что межатомные централь-
ные потенциалы общего вида допускают разло-
жение по статическим потенциалам типа Клей-
на-Гордона-Фока, вообще говоря, с комплексны-
ми параметрами масс.

3. Разработана однозначная процедура пере-
хода от классической нерелятивистской модели 
межатомных взаимодействий к релятивистско-
му вспомогательному полю, обеспечивающему 
взаимодействие между атомами.

4. Выполнен анализ качественных свойств 
решений уравнений динамики релятивистско-
го вспомогательного поля.

2. Полевая форма межатомных 
взаимодействий и обоснование 
концепции вспомогательного поля

Рассмотрим модель конденсированной си-
стемы, состоящей из нейтральных частиц (ато-
мов), которая в нерелятивистском приближении 
характеризуется двухчастичным центральным 
скалярным межатомным потенциалом общего 
вида v r( ) , допускающим представление в виде 
интеграла Фурье: 

v r
d

v k ei( )
( ) ( )Ú= 2

,3
2k kr

p
 		  (1)

где

v k d v r e i2 = .( ) ( )Ú -r kr 		  (2)

Этот потенциал служит отправной точкой 
для перехода от статических межатомных по-
тенциалов к вспомогательному релятивистско-
му динамическому полю, которое только в ста-
тическом режиме эквивалентно межатомным 
потенциалам.

В настоящее время известно довольно мно-
го модельных межатомных потенциалов [13–15], 
часть которых используются в исследованиях на 
основе метода молекулярной динамики [16–18].

В нерелятивистском приближении взаимо-
действие между атомами является мгновенным, 
и потому атом и создаваемое им мгновенное 
поле являются единым целым, имеющим ко-
нечное число степеней свободы. В релятивист-
ской теории каждое движение атома (источника 
поля) приводит к эволюции его поля, скорость 
распространения которого не превосходит ско-
рости света. Поэтому эволюция системы взаи-
модействующих атомов включает в себя как ди-
намику частиц, так и динамику релятивистского 
поля, создаваемого атомами.

Таким образом, сущность нерелятивистского 
приближения в динамике взаимодействующих 
атомов заключается в том, что учитывается ко-
нечное число степеней свободы атомов и пре-
небрегается бесконечным множеством степеней 
свободы сопутствующего поля.

2.1. Релятивизация физики
Долгий и сложный процесс “релятивизации” 

всех разделов физики от классической механи-
ки до термодинамики начался вскоре после со-
здания теории относительности. Первые рабо-
ты в релятивистском обобщении кинетической 
теории идеальных газов были выполнены План-
ком [19] и Юттнером [20, 21]. Синг [22] построил 
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релятивистскую газодинамику идеального газа. 
Далее были предприняты многочисленные ин-
тенсивные попытки построения релятивистской 
термодинамики [23–25], релятивистской стати-
стической механики и кинетики [26–34].

Однако до настоящее время не удалось вы-
работать единый подход к построению реляти-
вистской термодинамики, релятивистской ста-
тистической механики и релятивистской кине-
тической теории систем, состоящих из взаимо-
действующих частиц [35]. Ключевая трудность 
заключается в поиске ковариантной формы уче-
та взаимодействий между частицами, посколь-
ку в релятивистской теории понятие потенци-
альной энергии межчастичных взаимодействий 
не существует [36–38]. В связи с этим в реляти-
вистской кинетической теории была развита мо-
дель только контактного взаимодействия между 
частицами: взаимодействие происходит лишь в 
точках пересечения их мировых линий [39–41]. 
Область применимости этой модели ограничена 
случаем предельно короткодействующего вза-
имодействия между частицами, что явно недо-
статочно для применений в теории конденси-
рованных систем.

В релятивистской теории взаимодействие 
между атомами осуществляется через поле, по-
этому система взаимодействующих частиц фак-
тически состоит из двух субстанций: частиц и 
поля. Взаимодействие между атомами имеет 
электромагнитное происхождение, но для опи-
сания динамики системы взаимодействующих 
атомов достаточно ограничиться моделью (1) 
без детализации происхождения межатомных 
взаимодействий.

2.2. Уравнения для статических полей
Положим, что Фурье-трансформанта (2) ме-

жатомного потенциала (1) не имеет особенно-
стей на полуоси k2 > 0  комплексной плоскости 
k2 . Следуя [42], уравнение для статического по-
тенциала v r( ) , создаваемого частицей, находя-
щейся в начале координат r = 0 , будем искать 
в виде:

f v
d

f k v k e iD( ) ( ){ } ( )
-( ) ( ) - ( )Ú -r k rkr=

2
= 4 ,3

2 2

p
pd 	 (3)

где f D( )  – искомая функция от оператора Лап-
ласа D .

Используя преобразование Фурье, найдем:

f k
v k

-( ) - ( )
2

2
=

4
.

p


		  (4)

Это соотношение связывает Фурье-транс-
форманту статического потенциала v k( )2  с диф-
ференциальным уравнением (3), описывающим 
соответствующее статическое поле.

В частности:  
• Фурье-трансформанте кулоновского по-

тенциала v k
k1

2
2

4( ) = p
 соответствует уравнение 

Пуассона:

Dj pdr r( ) - ( )= 4 , 		  (5)

• Фурье-трансформанте потенциала Юкавы 

v k
k1

2
2=
4( ) p

 соответствует статическое уравне-

ние Клейна–Гордона–Фока (или уравнение Де-
бая-Хюккеля [43]):

D -( ) ( ) - ( )m j pd2 = 4 .r r 		  (6)

Таким образом, статическому межатомному 
потенциалу v r( ) , допускающему представление 
в виде интеграла Фурье (1), соответствует стати-
ческое поле j( )r , которое удовлетворяет линей-
ному уравнению:

v -( )( ) ( ) ( )-
D

1
= ,j rr r 		  (7)

где r r( )  – плотность источников поля.
Общее решение этого уравнения представ-

ляет собой сумму общего решения соответству-
ющего однородного уравнения:

v -( )( ) ( )-
D

1
= 0j r 		  (8)

и любого частного решения уравнения (7).

2.3. Качественный анализ решений однородного 
уравнения для статического поля

Согласно уравнению (8), собственное значе-
ние оператора v( )-( )-D 1

 равно нулю. С учетом 
соотношения (4) это означает, что при соответ-
ствующем значении k2  функция v k( )2

1( )-
 обра-

щается в нуль:

1
= 0.

2
v k( ) 		  (9)

Это условие будем рассматривать как урав-
нение относительно k.

Поскольку функция v k( )2  при всех вещест-
венных значениях k вещественна и не имеет осо-
бенностей, то мнимые частей всех корней урав-
нения (9) должны быть отличны от нуля:

k i k is s s s s s s s s= = 2 , 0.2 2 2a b a b a b b+ fi -( ) + π 	 (10)
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В частности, ks  может быть чисто мнимым 
(при as = 0 ), как это имеет место для потенци-
ала Юкавы.

Введем обозначение:

ms sk
2 2= - 		  (11)

и приведем уравнение (9) к следующему виду:

1
= = 0,

2
2 2 2

v k
k F k

s
s

s

( ) +ÈÎ ˘̊Ê
ËÁ

ˆ
¯̃ ( )’ m

g
	 (12)

где F k( )2  – некоторая функция, не имеющая 
нулей, g s  – кратность корня ms

2 .
Поскольку k2 = -D  и все операторы:

( )2 2ˆ ˆ= , = ,s s

s s s

s

L L F
g g

È ˘ È ˘D - m D - m -DÎ ˚ Î ˚’ 	 (13)

коммутируют между собой, то уравнение (8) 
эквивалентно семейству уравнений:

D -( ) ( )m j
g

s
s

s
2 = 0.r 		  (14)

Чтобы избежать излишней громоздкости, в 
дальнейшем ограничимся случаем, когда крат-
ность всех корней уравнения (9) равна едини-
це g s =1:

D -( ) ( )m js s
2 = 0.r 		  (15)

Данное уравнение по форме напоминает за-
дачу математической физики на собственные 
значения ms

2  оператора Лапласа, которые нахо-
дятся из граничных условий, накладываемые 
на функцию js r( ) . Однако это сходство только 
внешнее. В данном случае ms

2 находятся не из 
граничных условий для функций js r( ) , а явля-
ются решениями уравнения (9).

В частном случае, когда v k( )2  – рациональ-
ная алгебраическая функция, множество опе-
раторов ˆ

s
L  конечно ( s M=1,2, , ); в против-

ном случае это множество может быть беско-
нечным.

Заметим, что каждая из функций js r( ) , удов-
летворяющих уравнению (14), а также все линей-
ные комбинации этих функций обращаются в 
нуль при действии на них оператором L̂ . Об-
щее решение уравнения (8) есть линейная ком-
бинация общих решений уравнений (14) с про-
извольными коэффициентами:

j jr r( ) ( )Â= .
s

s sC 		  (16)

Таким образом, свободное вспомогательное 
статическое поле j r( ) , эквивалентное мгновен-
ному центральному межатомному потенциалу, 
допускает представление в виде суперпозиции 

элементарных полей js ( )r , удовлетворяющих 
уравнению (14).

В качестве примера выполним краткий ана-
лиз возможных вариантов статических эле-
ментарных потенциалов, зависящих от ком-
плексного параметра ms  и удовлетворяющих 
уравнению (14). При этом не будем исключать 
варианты решений этого уравнения, которые 
на первый взгляд могут показаться «нефизи-
ческими».

В случае центральных (т. е. сферически сим-
метричных) потенциалов общее решение урав-
нения (14) имеет следующий вид:

j m m
s s

sr
s

srr
r
A e B e( ) +( )-=

1
, 	 (17)

где

m b as s s sik i r= = , = ,- + r 	 (18)

а as и bs  определяются формулой (10).
При as = 0  потенциал js r( )  представляет со-

бой линейную комбинацию двух членов 
e
r

sr-b

 и 

e
r

srb

, один из которых при r →∞  стремится к 

нулю (потенциал Юкавы), а второй неограничен-
но возрастает по абсолютной величине и может 
показаться «нефизическим». Однако существу-
ет прецедент межчастичного потенциала, кото-
рый не стремится к нулю при r Æ •  и обеспечи-
вает пленение кварков в рамках квантовой хро-
модинамики [44, 45].

В более общем случае as π 0  элементарные 
потенциалы js r( )  являются комплекснознач-
ными функциями от координаты r , зависящи-
ми от комплексных параметров ms . При этом 
полный потенциал (16) – линейная комбинация 
элементарных потенциалов – является вещест-
веннозначной функцией. В частности, если чи-
сло комплексных элементарных потенциалов 
равно двум, то параметры µ1, µ2 взаимно сопря-
жены друг другу: 

m m2 1
*= , 		  (19)

и полный вещественный статический потенци-
ал имеет вид:

j r
r

e A br B br

e C br D br

ar

ar
( ) ( ) + ( )ÈÎ ˘̊ +

+ ( ) + ( )ÈÎ ˘̊

-

=
1 cos sin

cos sin

ÏÏ
Ì
Ô

ÓÔ

¸
˝
Ô

Ǫ̂
, 	 (20)

где a b= =Re , Imm m1 1, а A B C D, , ,  — произвольные 
вещественные константы. Этот потенциал пред-
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ставляет собой линейную комбинацию синусо-
идальных функций от r, амплитуды которых 
изменяются по экспоненциальному закону.

Заметим, что статистическая термодинамика 
систем с модельными потенциалами типа (20) и 
убывающими амплитудами осцилляций иссле-
дована в работах [46, 47]. Однако статистическая 
термодинамика систем с модельными потенци-
алами, амплитуды осцилляций которых растут 
при r Æ • , не существует из-за расходимости 
конфигурационных интегралов. Но это обсто-
ятельство не является препятствием для иссле-
дования динамики систем с такими модельны-
ми потенциалами.

2.4. Уравнения для динамических полей
В рамках нерелятивистской теории стати-

ческое поле жестко «привязано» к породившим 
его частицам и не составляет отдельных степе-
ней свободы. Ситуация радикально изменяется 
в рамках теории относительности: в игру всту-
пает динамическое поле, которое создается ча-
стицами и описывается релятивистскими урав-
нениями движения.

Переход от статических уравнений поля к 
динамическим уравнениям применительно к 
электромагнетизму был выполнен Л. Лоренцем 
и Риманом [48,49] в 1867 г. задолго до появления 
теории относительности. Результат заключает-
ся в замене оператора Лапласа D в уравнениях 
Лапласа и Пуассона на оператор Даламбера  : 

D =

=
1

.

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2 2

2

2

∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

fi

fi ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

- ∂
∂

x y z

x y z c t


	 (21)

Таким образом, после преобразования Ло-
ренца–Римана (21) поле становится составной 
частью системы взаимодействующих частиц. 
Последствия этой трансформации заключают-
ся в следующем.

1. Система состоит из двух подсистем, одна 
из которых – частицы, а вторая – динамическое 
поле, создаваемое этими частицами.

2. Как прямое действие атомов друг на друга, 
так и прямое воздействие поля на самого себя 
(самодействие) не существуют.

3. Единственный вид взаимодействий, ко-
торый существует в системе, это взаимодей-
ствие атомов с одной стороны и полем с дру-
гой стороны. Общеизвестным примером тео-
рий такого типа является классическая элек-
тродинамика.

4. Множество степеней свободы системы «ча-
стицы + поле, которое обеспечивает взаимодей-
ствие между частицами», бесконечно даже в слу-
чае конечного числа частиц. В результате систе-
ма взаимодействующих частиц уже не являет-
ся динамической системой с конечным числом 
степеней свободы, и задание начальных усло-
вий только для частиц недостаточно для одноз-
начной разрешимости задачи Коши для частиц.

5. Динамика системы взаимодействующих 
частиц в рамках полевой картины зависит не 
только от уравнений движения частиц и эволю-
ции поля, но и от граничных условия для поля.

6. В микроскопическом обосновании термо-
динамики на основе нерелятивистской теории 
с мгновенными межатомными взаимодейст-
виями в рамках статистической механики Гиб-
бса учтено конечное число степеней свободы и 
проигнорировано бесконечное (континуальное) 
множество полевых степеней свободы всей си-
стемы в целом.

7. Существование поля, как посредника вза-
имодействий между частицами, приводит как 
к радикальному изменению физической кар-
тины динамики системы частиц, так и соответ-
ствующего математического аппарата. В част-
ности, в релятивистской полевой динамике не 
имеют места ни уравнение Лиувилля, ни тео-
рема Пуанкаре о возвращениях, ни существо-
вание интегральных инвариантов – это те ре-
зультаты аналитической механики, которые 
играют ключевую роль в статистической ме-
ханике Гиббса. 

3. Функции Грина элементарных полей 
и множественность запаздываний 
взаимодействий

Функция Грина оператора Клейна–Гордона 
2ˆ =

s s
L -m�  определяется уравнением:

-( ) - ¢ - ¢( ) - - ¢( ) - ¢( )m d ds sG t t t t2 , =r r r r 	 (22)

и имеет известный вид [50]:
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ˆ
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	(23)

где q t( )  – «ступенька» Хевисайда, J x1 ( )  – функ-
ция Бесселя.
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Отсюда следует запаздывающий потенциал 
поля Клейна–Гордона [50]:

j
r
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m r x

s

s

t d
t

c

t
c

r r
r

r r

r r

r r r

, = '[
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ˆ
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Ú

Ú
• ÊÊ
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¯̃
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J
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],
m x

p x
x

r r

	(24)

где

r dr r r, =t t
a

a( ) - ( )( ) -Â 		  (25)

мгновенная микроскопическая плотность числа 
частиц (атомов).

1. Первое слагаемое в правой части форму-
лы (24) содержит однозначно определенное за-
паздывание t1  между точками r  и ¢r , соответ-
ствующее волнам, распространяющимся со ско-
ростью света c : 

t1 =
'
.

r r-
c

		  (26)

2. Второе слагаемое этой же формулы со-
держит бесконечное множество запаздываний 
t x2 ( )  между теми же точками r  и ¢r , завися-
щее не только от расстояния между точками, но 
и от параметра x :

t x
x

t x2

2 2

1=
'

, 0 < ,( ) + -
≥ £ •( )r r

c
	 (27)

зависящих от непрерывного параметра x  и со-
ответствующих волнам Клейна–Гордона, рас-
пространяющимся со скоростями от 0 до c . 
Отметим, что запаздывание t x2 ( )  может при-
нимать сколь угодно большие значения. Это 
означает, что сколь угодно далекое прошлое 
системы оказывает прямое влияние на ее эво-
люцию в текущий момент времени.

Заметим, что величина x2 2
'+ -r r  может 

быть формально математически интерпретиро-
вана как расстояние в четырехмерном простран-
стве x y z, , ,x  с метрикой d x y z2

2 2 2 2= + + + x , в 
котором скорость распространения поля Клей-
на-Гордона равна скорости света c. Соответст-
венно, проекция скорости из четырехмерного 
пространства x y z, , ,x  на трехмерное подпро-
странство x y z, ,  может принимать любые зна-
чения от 0  до c .

Таким образом, связь между эволюцией ре-
лятивистского вспомогательного поля j( )r,t  и 

динамикой системы частиц, порождающих это 
поле, нелокальна как по пространственным пе-
ременным, так и по времени. Поэтому взаи-
модействие между частицами, переносимыми 
вспомогательным полем, также нелокально.

Рассмотрим вклад одной частицы из кол-
лектива частиц (25), движущейся по закону 
r = ra t( ) , в запаздывающий потенциал Клей-
на–Гордона (24). Микроскопическая плотность, 
соответствующая одной частице, определяется 
выражением:
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Этот вклад состоит из двух частей.
1.
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где t  – переменная, связанная с t  соотношени-
ем:
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Выражение (29) для js t(1) ,r( )  представляет со-
бой запаздывающий потенциал типа Лиенара–
Вихерта [50,51], зависящий от положения ra( )t
a‑й частицы и ее скорости ra ( )τ  в один-единст-
венный момент времени t , определяемый соот-
ношением (30).

Выражение (31) для js t(2) ,r( )  имеет заметно 
более сложную структуру. Изменим порядок ин-
тегрирования по переменным x и ¢r  в формуле 
(31) и рассмотрим интеграл по ¢r :
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Для того, чтобы выполнить интегрирование 
по r' , умножим обе части этого соотношения на 

d t x- + + - ¢Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

t
c
1 2 2r r  и проинтегрируем по пе-

ременной t . В результате левая часть этого ра-
венства остается неизменной, а правая часть 
преобразуется к следующему виду:
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Последний интеграл имеет вид:

J t d F t fx td x t x t, , = , , , , , ,r r r( ) ( )( ) ( )Ú 	 (34)
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Интеграл (34) вычисляется по известной 
формуле:
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где tk  – корни уравнения:

F t t
c ax t t x t, , , =
1

= 02 2
r r r( ) - + + - ( ) 	 (38)

относительно t. Покажем, что это уравнение 
имеет единственный корень, зависящий от x  и 
t . Для этого найдем частную производную функ-
ции F tx t, , ,r( )  по переменной t:
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Из неравенства:

¢( )F tt x t, , , > 0r 		  (40)

и асимптотик функции F tx t, , ,r( )  при τ → ±∞  
следует, что решение уравнения (38) относитель-
но t существует и единственно:

τ τ ξ= , .t( ) 		  (41)

Таким образом, при любых значениях x меж-
ду t и t существует взаимно-однозначное соот-
ветствие:

t t t= , , = , .x t t t x( ) ( ) 	 (42)

Подставляя (41), (39), (37) и (36) в (33), най-
дем:
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В результате выражение для js t(2) ,r( )  прео-
бразуется к следующему виду:
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Заметим, что использование этого представ-
ления для количественного анализа запаздыва-
ющего потенциала поля Клейна–Гордона пред-
полагает знание функции t x,t( ) , которая фор-
мально определяется как решение уравнения 
(38) относительно t . Это уравнение трансцен-
дентно, и найти точное аналитическое решение 
его в общем случае вряд ли возможно. Однако 
при определенных условиях может быть найде-
но приближенное решение, которое сколь угод-
но мало отличается от точного.

Между выражениями (29) для js t(1) ,r( )  и (44) 
для js t(2) ,r( ) имеется принципиальное различие.

1. Потенциал js t(1) ,r( )  в точке r  в момент вре-
мени t  зависит от мгновенного положения ra ( )t  
и мгновенной скорости ra t( )  порождающей ча-
стицы в единственный момент времени t , опре-
деляемый условием (30).

2. Потенциал js t(2) ,r( )  в точке r  в момент вре-
мени t зависит от бесконечного ряда положений 
ra tt x( ),( )  и бесконечного ряда мгновенных ско-
ростей ra tt x t( ),( )  порождающей частицы во все 
моменты времени, определяемые условием (38) 
и параметризуемые переменной 0 <£ •x .

Другими словами, наблюдатель, находящий-
ся в точке r в момент времени t  и использующий 
для наблюдения поле js t(1) ,r( ) , видит точечный 
источник этого поля.

Тот же наблюдатель, находящийся в точке r  в 
момент времени t  и использующий для наблю-
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дения поле js t(2) ,r( ) , вместо точечного источника 
этого поля видит бесконечно много источников, 
заполнивших всю траекторию источника от уда-
ленного прошлого до точки r r= ( , | =0a t t- ( ))t x x .

4. Обсуждение и выводы
Основные принципы, лежащие в основе этой 

работы, состоят в следующем.
1. Межатомные взаимодействия имеют по-

левую природу. Поэтому любая реальная систе-
ма состоит из частиц и поля, создаваемого эти-
ми частицами и передающего взаимодействия 
между этими частицами.

2. В случае покоящихся атомов взаимодейст-
вие между ними можно описать межатомными 
потенциалами, а в случае движущихся атомов 
взаимодействие описывается вспомогательным 
скалярным релятивистским полем.

3. Вспомогательное скалярное поле пред-
ставляет собой суперпозицию элементарных по-
лей, каждое из которых характеризуется своей, 
вообще говоря, комплексной массой и удовлет-
воряет уравнению Клейна–Гордона–Фока. Пара-
метры элементарных полей однозначно выра-
жаются через характеристики статических ме-
жатомных потенциалов.

4. В силу конечности масс элементарных по-
лей скорость распространения полей Клейна-Гор-
дона-Фока может принимать может принимать 
любые значения, меньшие скорости света. Это 
приводит к тому, что запаздывание взаимодей-
ствий между частицами может достигать сколь 
угодно больших значений.

5. Запаздывание взаимодействий между ча-
стицами является реальным физическим меха-
низмом, приводящим к необратимости дина-
мики как многочастичных, так и малочастич-
ных систем.
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