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Аннотация 
Целью работы является рассмотрение изотермических диаграмм пар-жидкость квазипростых систем и разработка 
универсального алгоритма расчета изотермических диаграмм пар-жидкость этих систем, не зависящий от типа 
валентности электролита, количества компонентов системы и типов твердых фаз. Установленные в работе анало-
ги трех законов Гиббса–Коновалова и трех правил Гиббса–Розебома задаются при движении по линиям монова-
риантных равновесий на диаграммах растворимости систем с произвольным числом компонентов.
Собственные экспериментальные исследования в настоящей работе не проводились. Разработанный алгоритм 
применен к описанию диаграмм растворимости (твердое–жидкость) и диаграмм фазовых равновесий жидкость-
пар в трех и четырехкомпонентных системах с числом летучих компонентов от одного до трех. Во всех случаях 
наблюдается убедительное согласие результатов термодинамического неэмпирического расчета с имеющимися в 
литературе экспериментальными данными.
Продемонстрировано убедительное согласие как экспериментальных литературных данных, так и данных термо-
динамического расчета авторов с установленными аналогами трех законов Гиббса–Коновалова и трех правил 
Гиббса–Розебома.
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1. Введение

1.1. Основные термодинамические свойства 
квазипростых систем

Введем основные определения. Трех- и бо-
лее компонентная водно-солевая система (или, 
в самом общем случае, система растворитель-
растворенные вещества) подчиняется так на-
зываемому правилу Здановского, если изоакти-
ваты растворителя (в дальнейшем, для опреде-
ленности воды – W) представляют собой отрез-
ки прямых (n = 3), сектора плоскостей (n = 4) или 
гиперплоскостей (n ≥ 5) [1–6]. Здесь и далее по 
тексту в разделе 1.1 мы будем широко пользо-
ваться терминологией основополагающей рабо-
ты [6]. При этом рассмотрение ведется в изотер-
мо-изобарических условиях (T, P = const); а изо-
активаты воды (aw = const) одновременно явля-
ются изопотенциалами воды (µw = const; µw – хи-
мический потенциал), изобарами парциальных 
давлений воды (Pw = const) и изотермами – изо-
барами двухфазного равновесия жидкость – пар 
(l–v) в области гомогенных жидких растворов [1-
6]. Математически уравнение изоактивной пря-
мой в отрезках для тройной системы, подчиня-
ющейся правилу Здановского, естественно вы-
ражается соотношением [1, 3, 4, 6]:
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где: mi и mi
0  – моляльности i-го компонента в 

тройной и бинарной системе с тем же значени-
ем μW, соответственно. В случае произвольной 
n-компонентной системы уравнение изоактив-
ной гиперплоскости имеет вид:
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Достаточно важно, что изопотенциалы дру-
гих – солевых компонентов отнюдь не представ-
ляют собой отрезки прямых или сектора гипер-
плоскостей. Они, в частности, представляют со-
бой ветви кристаллизации этих безводных ком-
понентов на диаграммах растворимости трой-
ных систем и прямолинейными не могут быть 
в принципе.

В дальнейшем, во избежание непонимания 
мы предлагаем называть системы квазипро-
стыми, если в них изоактиваты хотя бы одно-
го компонента прямолинейны. В этом случае 
свойства тройных или более компонентных си-
стем неминуемо должны полностью опреде-
ляться свойствами бинарных подсистем, их со-
ставляющих. Этот факт следует непосредствен-
но из необходимости выполнения фундамен-
тального уравнения Гиббса – Дюгема и условий 
перекрестного дифференцирования для жид-
кой фазы в изотермо-изобарических услови-
ях [4, 7-9]:
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или при T P const,� = :

∂ ∂ = ∂ ∂µ µi j j in n/ / .		  (7)

Таким образом, в частности, избыточные 
термодинамические функции в многокомпо-
нентных жидких фазах (активности компонен-
тов – ai, коэффициенты активности – γi, осмо-
тические коэффициенты воды – j), а также ди-
аграммы фазовых равновесий (l–v) и (s–l) много-
компонентных систем должны рассчитываться 
непосредственно из данных по термодинамиче-
ских функций бинарных подсистем. В частности, 
основной вопрос можно сформулировать следу-
ющим образом: «Какими особыми свойствами 
должны обладать термодинамические потенци-
алы фазы переменного состава – жидкости (в на-
шем случае, это потенциал Гиббса – G или непол-
ные потенциалы – потенциалы Коржинского [4, 
10] – G[W]), чтобы система была квазипростой»? 
Естественно, ответ на этот вопрос возможно за-
менить на определение вида функциональной 
зависимости избыточных термодинамических 
функций от состава многокомпонентных систем. 

Кратко повторим рассуждения из осно-
вополагающей работы [6] . Рассмотрим 
n-компонентную систему: 1–2–3…n–1–W 
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(W – растворитель (вода), компоненты 1, 2, 3… 
n–1 – растворенные электролиты (соли)) при 
Т, Р = const. Введем неполный потенциал Гиб-
бса [4, 10 - 12]:

G G n nW
W W
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= − = ∑µ µ
1

1
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,	 (8)

где G[W] – неполный потенциал Гиббса, µi – хими-
ческий потенциал i-го растворенного компонен-
та; µw – химический потенциал воды. Потенциал 
G[W] естественно характеристичен в наборе пе-
ременных (T, P, ni (i ≤ n – 1), mW ). Перейдем к 
условному среднему молярному неполному 
потенциалу Гиббса, рассчитанному на 1 моль 
растворенных компонентов – G(W):
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где: Zi – мольная доля i-го растворенного ком-
понента в бессольватном концентрационном 
пространстве:
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При Т, Р = const потенциал G(W) характери-
стичен в наборе переменных (Z1, Z2,…, Zn–2, mW ).

Введем функцию ∆Gmix
W( ) , изменение сред-

него молярного неполного потенциала Гиббса 
при смешении (n–1) бинарных растворов (i–W), 
каждый из которых содержит Zi молей i-го ком-
понента [6]. Пусть все бинарные смешиваемые 
растворы имели одинаковый химический по-
тенциал растворителя (были изопиестически-
ми), m m mW

W
W

W
W
n W const1 2 1-( ) -( ) - -( )= = = = . Пусть по-

сле смешения в многокомпонентной системе 
химический потенциал растворителя не изме-
нился: µW

mult const( ) = , т. е. система подчиняется 
правилу Здановского. Тогда, функция ∆Gmix

W( )  пе-
рестает зависеть от µw и зависит только от пере-
менных состава – Zi: ∆G Z Z Zmix

W
n

( )
−…( ,� )1 2 2  [6]. Впол-

не понятно, что в общем случае:
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где: ai
mult( )  активность i-го растворенного компо-

нента после смешения; ai
0  – активность i-го 

растворенного компонента в бинарной системе 
(i–W) с тем же значением µw до смешения [6]. 

Предположим, что: в квазипростых систе-
мах функция ∆Gmix

W( ) , отвечающая смешению 
бинарных растворов (i–W) с одинаковым 

значением mW , при сохранении mW  при сме-
шении, определяется только энтропией иде-
ального смешения смешиваемых бинарных 
растворов или [6]:

∆G
RT

Z Zmix
W

i

n

i i

( )

=

−

=∑
1

1

ln .		  (12.1)

Другими словами, избыточная неполная сво-
бодная энергия Гиббса смешения изопиести-
ческих бинарных растворов ( ∆Gmix

W ex( )− ) должна 
быть нулевой:

∆G
RT
mix
W ex( )−

= 0 .		  (12.2)

Сравнивая уравнения (11) и (12.1), сразу по-
лучаем:

ln ln lna Z ai i i
mult0 + = ( )  (при µW const= ),	 (12.3)

ln ln lnm Z mi i i= + 0 ,		  (13)

где: mi
0  – моляльность i-го компонента в бинар-

ном растворе (до смешения) с закрепленным 
значением µw; mi – моляльность i-го компонента 
в многокомпонентном растворе (после смеше-
ния) с тем же значением µw.

В работе [6] проведено обоснование основ-
ных уравнений (12.1)–(12.3) несколько по-дру-
гому. Примем классическое определение числа 
компонентов в системе (n), как числа ионно-мо-
лекулярных форм в системе, массы которых мо-
гут изменяться независимо [4, 6, 9]. Примем те-
перь, что рассматриваемая система квазипро-
стая. Закрепим химический потенциал раство-
рителя µw = const. Тогда бинарные растворы (i–W) 
с одинаковым значением µw правомочно считать 
новыми индивидуальными компонентами. 
И если такие компоненты при сохранении µw 
смешиваются как компоненты идеального рас-
твора, то, на наш взгляд, справедливость урав-
нений (12.1)–(12.3) вполне обоснована.

В работе [6] представлен неэмпирический 
расчет на основе уравнений (12, 13) из данных 
по бинарным подсистемам диаграмм раство-
римости трех- и четырехкомпонентных систем 
с кристаллизацией: безводных солевых компо-
нентов, их кристаллогидратов, тройных соеди-
нений постоянного состава, твердых растворов 
изовалентного замещения. Во всех случаях на-
блюдалось убедительное согласие расчета с име-
ющимися литературными экспериментальны-
ми данными.
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1.2. Расчет фазовых равновесий жидкость–
пар квазипростых систем

Настоящая статья посвящена неэмпириче-
скому расчету на основе уравнений (12, 13) из 
данных по бинарным подсистемам диаграмм 
фазовых равновесий жидкость–пар трех- и бо-
лее компонентных систем с участием летучих 
компонентов.

Примем, что нами закреплен химический 
потенциал или активность воды (µw = const; 
ln aw = const).

Согласно известному закону Генри для пар-
циального давления пара летучего компонента 
в многокомпонентной системе (здесь и везде 
далее, в предположении идеальности паровой 
фазы), справедливо [7, 9, 13]:

ln ln ln ,P a Ki i
mult

H i
m= +( ) ,	(14.1)

где: Pi – парциальное давление i-го летучего 
компонента (здесь и везде далее в мм.рт.ст.), 
ai
mult( )  – активность i-го компонента в шкале мо-

ляльности, KH i
m

,  – константа Генри i-го компо-
нента также в шкале моляльности. Или, с учетом 
уравнения (12.3):

ln ln ln ln ,P a Z Ki i i H i
m= + +0  (при mW = const),	 (14.2)

где: ai
0  – активность i-го растворенного компо-

нента в бинарной системе (i–W) с тем же значе-
нием µw до смешения [6].

При этом парциальное давление раствори-
теля – Pw определяется по закону Рауля [7, 9, 13]:

ln ln lnP a PW W W= + ( )0 ,		  (14.3)

где PW
0( )  – давление пара над чистым раствори-

телем в рассматриваемых условиях (также в 
нашем случае в мм.рт.ст.), например, для воды 
в  к а ч е с т в е  р а с т в о р и т е л я  п р и  2 5  ° С : 
PW

0( ) = 23.76  мм.рт.ст.
Таким образом, суммарное давление пара 

над растворам согласно закону Дальтона для 
идеальных газов, Psum, [7, 9, 13]: 

P a Z K a Psum
i vc

i i H i
m

W W= +
=

( )∑� ,
0 0 ,		 (14.4)

где суммирование ведется по всем летучим 
компонентам, кроме растворителя. Состав рас-
твора (mi) при этом задается уравнениями (13) 
из данных по бинарным изопиестическим кон-
центрациям (mi

0 ).

2. Бинарные подсистемы HCl – H2O, 
HBr – H2O при 25 °С

Этот раздел прямо не связан с тематикой ста-
тьи, но должен быть рассмотрен для того, что-
бы определить с какой точностью рассчитыва-
ются парциальные давления компонентов с ис-
пользованием классической модели растворов 
электролитов, используемой нами для описа-
ния бинарных систем, а именно модели К. Пит-
цера [14, 15] в трех- и четырехпараметрическом 
варианте. В результате нами были выбраны две 
бинарные системы с двумя летучими компонен-
тами – растворителем (W =H2O) и летучей кисло-
той: HCl – H2O, HBr – H2O при 25 °С. Данные по 
бинарным параметрам Питцера, здесь и далее, 
представлены в табл. 1. Следует отметить, что 
указанные параметры весьма точно описывают 
концентрационную зависимость осмотических 
коэффициентов воды от моляльности бинарных 
растворов j(m) практически во всей области кон-
центраций m = 0÷16 моль/кг H2O, включая обла-
сти нижних по давлению пара азеотропов (Az) 
( PT

Az = min ). Соответствующие константы Генри 
( K Km m

H,HCl H,HBr; ) представлены в табл. 2. На рис. 1,  2 
представлен расчет и прямые эксперименталь-
ные данные по парциальным давлениям гало-
генводородных кислот и воды и общему давле-
нию пара над растворами из работ [16, 17]. Как 
видно из этих рисунков, экспериментальные и 
расчетные данные вполне убедительно согласу-
ются друг с другом, в том числе и в области би-
нарных азеотропов – Azi.

Таблица 1. Бинарные параметры Питцера при 25 °С

Система
Бинарные параметры (отн. ед.)

β(0) β(1) β(2) Cj α1 α2

NaCl–H2O 0.0765 0.2664 0 0.00124 2.0 –
KCl–H2O 0.0484 0.2122 0 -0.00084 2.0 –
LiCl–H2O 0.27909 1.5093 –0.78110 -0.00765 2.0 1.0

LiNO3–H2O 0.09642 0.03872 0.02704 -0.01010 2.0 –0.4
HCl–H2O 0.1769 0.2972 0 0.00072 2.0 –
HBr–H2O 0.2259 0.1372 0.0289 -0.00167 2.0 1.0
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3. Тройные системы с одним летучим 
компонентом – растворителем (пример – 
система LiCl–LiNO3 при 25 °С

В этом разделе мы рассматриваем тройную 
систему с одним летучим компонентом, а имен-
но LiCl – LiNO3 при 25 °С. Рассмотрение такой 
системы вполне тривиально, и диаграмма фа-
зовых равновесий в данном случае представ-
лена семейством прямолинейных изоактиват 
воды, т. е. по нашему предположению данная 
система во всей области концентраций подчи-
няется правилу Здановского. Расчетные и экс-
периментально полученные нами изоактиваты 
воды в указанной системе представлены ниже в 
табл. 3 и на рис. 3. Экспериментальные данные 
по активности воды получены нами изопиести-
ческим методом, вариант конструкции Резника 
[18], в качестве референтных растворов выбраны 
бинарные растворы системы LiCl – H2O. Расчет-
ные данные по растворимости получены нами из 
данных по бинарным подсистемам по алгоритму 
расчета диаграмм растворимости, изложенно-
му в работе [6]. Из рис. 3 хорошо видно соответ-
ствие экспериментальных и расчетных данных 
по изоактиватам воды. Для того чтобы оценить 
точность подчинения системы LiCl – LiNO3 – H2O 
при 25 °C правилу Здановского на рис. 4 пред-
ставлены отклонения изоактиват воды от пря-

Рис. 1. Рассчитанные по модели Питцера (линии 
и полые кружки) и экспериментальные данные [16] 
(залитые кружки) по концентрационной зависи-
мости давления: H2O (синие), HCl (красные) и 
суммарного (фиолетовые). Az1 – точка азеотропа

Рис. 2. Рассчитанные по модели Питцера (линии 
и полые кружки) и экспериментальные данные [17] 
(залитые кружки) по концентрационной зависи-
мости давления: H2O (синие), HBr (красные) и 
суммарного (фиолетовые). Az2 – точка азеотропа

Таблица 2. Константы Генри (в шкале моляльности) для систем HCl–H2O, HBr–H2O при 25  °С 

Система HCl–H2O HBr–H2O
KH
m � mm�Hg( ) 1.99·10–4 4.04·10–6

Рис. 3. Диаграмма растворимости системы LiCl – 
LiNO3 – H2O при 25 °С (полые кружки и линии – 
расчет, красные звезды - экспериментальные 
данные [19], синие сплошные линии – расчетные 
изоактиваты воды, значения ln aW представлены 
голубым цветом, синие пунктирные линии – экс-
периментальные данные авторов). Согласно общей 
классификаии нонвариантных точек [20, 21], точка 
О представляет собой так называемую проходную 
точку, соответствующую насыщению двумя раз-
ными кристаллогидратами одного солевого ком-
понента, а точка Е – эвтонику
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молинейности ∆Zd m m m m= − −1 LiNO LiNO
0

LiCl LiCl
0

3 3
/ /  

как  функцию индекса Йенеке LiNO 3 – 
Y m m mLiNO LiNO LiNO LiCl3 3 3

= +( )/  по всему массиву 
экспериментальных данных. Как видно из рис. 4, 
отклонения от правила Здановского по всем 
55  экспериментальным точкам, кроме одной, 
очень незначительны и составляют ≤ 0.002, что 
вполне соответствует точности самого изопие-
стического эксперимента. Значения термодина-

мических потенциалов твердых фаз, необходи-
мых для расчета диаграмм растворимости в си-
стеме LiCl – LiNO3 – H2O при 25 °C представлены 
в табл. 4. Там же представлены термодинамиче-
ские потенциалы – ln SP (SP – Solubility Product 
of solid phase) всех других твердых фаз в после-
дующих системах. Вполне понятно, что данные 
по ln SP также рассчитываются из данных по рас-
творимости в бинарных системах.

Таблица 3. Зависимость осмотического коэффициента воды от состава раствора в системе 
LiCl – LiNO3 – H2O при 25  °С

mLiNO3

(моль/кг H2O)
mLiCl

(моль/кг H2O) jH O2
� mLiNO3

(моль/кг H2O)
mLiCl

(моль/кг H2O) jH O2
�

ln aW = –0.6999 ln aW = –1.0674

11.36 0.00 1.71 16.55 0.00 1.79
9.50 1.39 1.78 13.62 1.99 1.90
8.02 2.51 1.84 11.34 3.56 1.99
6.65 3.55 1.90 9.28 4.95 2.08
5.34 4.54 1.96 7.37 6.27 2.17
4.30 5.33 2.01 5.89 7.36 2.14
3.26 6.13 2.06 4.43 8.31 2.33
2.39 6.78 2.11 3.21 9.11 2.41
1.48 7.47 2.17 1.98 9.95 2.49
0.65 8.10 2.22 1.71 10.11 2.56
0.00 8.59 2.26 0.00 11.29 2.60

ln aW = –1.3490 ln aW = –1.5055

16.88 2.47 1.93 18.75 2.74 1.94
13.90 4.36 2.05 15.39 4.83 2.06
11.28 6.03 2.16 12.42 6.64 2.19
8.88 7.57 2.28 9.76 8.31 2.31
7.05 8.73 2.37 7.71 9.59 2.41
5.26 9.87 2.47 4.14 11.75 2.63
3.81 10.80 2.56 2.53 12.76 2.73
2.33 11.73 2.66 0.00 14.31 2.92
0.00 13.23 2.83 ln aW = –1.8461

ln aW = –1.6741 7.18 12.45 2.61
8.64 10.14 2.47 4.84 13.84 2.68
6.59 11.43 2.58 4.29 14.18 2.77
5.37 12.18 2.65 2.93 15.05 2.85
3.95 13.06 2.73 1.45 15.91 2.95
2.70 13.84 2.81 0.00 16.80 3.05
1.34 14.70 2.90
0.00 15.54 2.99

ln aW = –1.9976

4.63 15.31 2.78
3.16 16.18 2.87
1.56 17.13 2.97
0.00 18.06 3.07
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4. Тройные системы с двумя летучими 
компонентами (пример = системы 
HCl – KCl – H2O, HCl – NaCl – H2O) при 25  °C

В качестве примеров тройных систем с дву-
мя летучими компонентами нами выбраны две 
системы HCl – KCl – H2O, HCl – NaCl – H2O при 
25  °C, для которых имеются многочисленные 
экспериментальные данные – см., например, 
[19–23]. Построение диаграмм растворимости (в 
нашем случае моновариантных ветвей кристал-
лизации NaCl и KCl) вполне понятно.

4.1. Алгоритм расчета диаграмм 
растворимости

A1) Задаемся значением aW.
А2) Находим значения m m1

0
2
0,  в бинарных 

подсистемах, отвечающих данному aW. Послед-
нее может быть сделано по экспериментальных 
данным или по точной термодинамической мо-
дели, например, К. Питцера. При этом значения 
m m1

0
2
0,  могут отвечать как стабильным гомо-

генным растворам, так и пересыщенным рас-
творам. В последнем случае модельная экстра-
поляция на пересыщенные растворы является 
необходимой.

А3) Находим значения активности солевых 
компонентов в бинарных растворах – a a1

0
2
0,  

опять по экспериментальных данным или по 
термодинамической модели.

А4) Находим термодинамический потенци-
ал твердой фазы M X½ ½M X1

 из данных по раство-
римости этой соли – ms

1 :

ln ln ln

ln ln

SP a m

m

s s

X
s

M X
M X M M

X M X

n n n n

n n n n g
1 1 1 1 1

1 1

( ) = = ( ) +

+ ( ) + +( ) 11
s ,

	 (15.1)

где as1  и γ1
s  – активность и коэффициент актив-

ности M X
M Xn n1

 в насыщенном растворе.
А5) Применим уравнение (12.3), учтя, что ( )mult s

i ia a≡ :

ln ln lnZ SP a1 1
0

1
= ( ) -M X

M Xn n 	 (15.2)

и найдем Z1 и Z2 = 1 – Z1.
А6) Найдем теперь точку на ветви кристал-

лизации M X
M Xn n1

:

ln ln ln ,m Z m ii i i= + =( )0 1 2  � .	 (15.3)

Результаты расчета представлены на рис. 5.1, 
5.2. Там же представлены изоактиваты воды, рас-
считанные по правилу Здановского и экстрапо-

Таблица 4. Термодинамические потенциалы (ln SP) твердых фаз при 25 °С

Твердая фаза ln SP Твердая фаза ln SP Твердая фаза ln SP
NaCl 3.65 LiCl·H2O 12.13 KCl 2.09

LiNO3 9.08 LiNO3·3H2O 4.73

Рис. 4.	  Отклонения от правила Здановского в системе LiCl – LiNO3 – H2O при 25 °С: Y m m mLiNO LiNO LiNO LiCl3 3 3
= +/ ( ); 

∆Zd m m m m= − −1
3 3

0 0
LiNO LiNO LiCl LiCl/ / . Обозначения: залитые квадраты – ln aW = –0,6999; залитые круги – 

ln aW = –1.0674; треугольники основанием вниз – ln aW = –1,3490; треугольники основанием вверх – 
ln aW = –1.5055; ромбы – ln aW = –1.6741; полые квадраты – ln aW = –1.8461; полые круги – ln aW = –1.9976
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лированные в область метастабильных – пере-
сыщенных растворов. Как видно из рис. 5, экс-
периментальные данные убедительно согласу-
ются с расчетом из бинарных подсистем.

4.2. Алгоритм расчета диаграмм фазовых 
равновесий твердое тело-жидкость-пар

Проведем теперь расчет парциальных давле-
ний летучих компонентов – растворителя (W) и 
HCl над насыщенными растворами в обеих си-
стемах по следующему алгоритму.

В1) Задаемся значением aW и рассчитаем 
ln ln lnP a PW W W= + ( )0 .

В2) Рассчитаем lnaHCl
0 , ZHCl (см. Алгоритм 4.1) 

и P a Z Km
HCl HCl HCl H,HCl= 0 � .
B3) Рассчитаем общее давление летучих ком-

понентов системы: Psum = PW + PHCl.
В4)	При этом состав раствора по-прежнему 

задается уравнением (15.3):

ln ln lnm Z mHCl HCl HCl= + 0 ; 

ln ln lnm Z mNaCl NaCl NaCl= + 0 .	
(16)

Рассчитанные данные по давлениям над на-
сыщенными растворами в обеих системах пред-
ставлены на рис. 6.1, 6.2 и в табл. 5.1, 5.2. Как вид-
но из рисунков, в обеих системах реализуется 
отрицательный по РТ псевдоазеотроп с миниму-
мом общего давления – PAzi. Расчет из бинарных 
подсистем в тройной системе HCl – KCl – H2O при 
25 °C хорошо согласуется с единственными экс-

периментальными данными такого типа, най-
денными нами [24].

4.3. Алгоритм расчета диаграмм фазовых 
равновесий жидкость-пар в ненасыщенных 
растворах

С1)	Построение прямых изоактиват воды, 
отвечающих PW = const, тривиально, см. рис. 5.1, 
5.2, в том числе в метастабильной области пере-
сыщенных растворов.

С2) Построение криволинейных изоак-
тиват или изобар парциальных давлений 
PHCl  =  const сводится к решению уравнений 
типа: a Z K constm

HCl HCl H,HCl
0 � =  при разных значе-

ниях aW с нахождением ZHCl и соответствующих 
составов растворов (mHCl, mKCl) и последующим 
объединением решений в непрерывную глад-
кую кривую.

С3) Построение криволинейных изобар 
суммарных давлений летучих компонентов 
Psum = const также сводится к решению уравне-
ний типа a Z K P constm

WHCl
0

HCl H,HCl� + =  при разных 
значениях aW с нахождением соответствующих 
ZHCl и составов растворов (mHCl, mKCl) и объедине-
нием решений в непрерывную гладкую кривую. 
Семейства последних кривых – изобар общего 
давления в обеих тройных системах представ-
лены на рис. 7.1, 7.2. На обоих рисунках часть 
диаграмм жидкость-пар принадлежит стабиль-
ным, а часть – при высоких содержаниях солей – 
метастабильным растворам, пересыщенным 

Рис. 5.1. Диаграмма растворимости системы NaCl – 
HCl – H2O при 25 °С (полые кружки и линии – рас-
чет, красные звезды – экспериментальные данные 
[19, 20], синие линии – расчетные изоактиваты 
воды, значения ln aW представлены голубым цве-
том

Рис. 5.2. Диаграмма растворимости системы KCl – 
HCl – H2O при 25 °С (полые кружки и линии – рас-
чет, красные звезды – экспериментальные данные 
[19, 23, 24], синие линии – расчетные изоактиваты 
воды, значения ln aW представлены голубым цве-
том
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Рис. 6.1. Зависимость парциальных давлений PH O2
 

(голубые линии и кружки), PHCl (красные линии и 
кружки), и суммарного давления Psum (фиолетовые 
линии и кружки) в системе NaCl – HCl – H2O при 
25°С – расчет из бинарных подсистем

Рис. 6.1. Зависимость парциальных давлений PH O2
 

(голубые линии и кружки), PHCl (красные линии и 
кружки), и суммарного давления Psum (фиолетовые 
линии и кружки) в системе NaCl – HCl – H2O при 
25 °С – расчет из бинарных подсистем

Таблица 5.1.  Растворимость, парциальные и общее давление в насыщенных растворах системы 
HCl – NaCl – H2O при 25  °С

ln aW
отн. ед.                   

mHCl
0 mNaCl

0 ln aHCl
0

ln aNaCl
0 ZNaCl ZHCl mNaCl mНCl

моль/кг H2O отн. ед. отн. ед. моль/кг H2O
0.00 0.00 0.00 – 3.65 1.00 0.00 6.16 0.00
–0.05 1.28 1.45 0.19 –0.10 – – – –
–0.1 2.26 2.71 1.78 1.27 – – – –
–0.2 3.77 4.74 3.64 2.78 – – – –
–0.4 5.99 7.78 5.93 4.56 0.4025 0.597 3.131 3.57
–0.6 7.70 10.11 7.55 5.80 0.1164 0.883 1.177 6.80
–0.8 9.11 12.05 7.87 6.81 0.0424 0.957 0.511 8.72
–1.0 10.41 13.74 10.00 7.67 0.0179 0.982 0.246 10.22
–1.2 11.56 15.24 11.01 8.43 0.0084 0.991 0.127 11.46
–1.4 12.60 16.50 11.93 9.13 0.0041 0.995 0.068 12.54
–1.6 13.58 17.85 12.78 9.78 0.0022 0.997 0.038 13.55
–1.8 14.49 19,01 13.57 10,38 0.0012 0.998 0.022 14.47
–2.0 15.35 20,09 14.32 10,95 6.75·10–4 0.999 0.013 15.33
–2.2 16.16 21,11 15.02 11,48 3.97·10–4 0.9996 0.0083 16.15
ln aW 

отн. ед.
PW PHCl Psum

mm Hg
–0.2850 17.86 0.000 17.86

–0.4 15.92 0.044 15.97
.6 13.03 0.333 13.37

–0.8 10.67 0.498 11.17
–1.0 8.74 4.30 13.04
–1.2 7.15 11.92 19.08
–1.4 5.85 30.04 35.90
–1.6 4.79 70.44 75.23
–1.8 3.92 155.3 159.2
–2.0 3.21 329.2 332.4
–2.2 2.63 663.4 666.0
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относительно солей. На обоих рисунках имеется 
моновариантная линия неполных экстремумов 
функции Psum (в нашем случае неполных мини-
мумов), т. е. отрицательная складка на поверх-
ности HCl ,( )sumP m mсоль  или лощина [7, 25, 26]. Эта 
лощина простирается от точки бинарного азео-
тропа – Az1 и вплоть до бинарной подсистемы 
соль-вода, где складка вырождается, посколь-
ку в бинарных системах зависимость ( )sumP mсоль  

строго монотонная 0sumdP
dmсоль

< , и экстремумов со-

держать не может, согласно критериям диффу-
зионной устойчивости: [7–9].

5. Четверные системы с 2 летучими 
компонентами (на примере системы 
HCl – NaCl – KCl – H2O) при 25 °С 

Продемонстрируем возможность расчета фа-
зовых равновесий в четверной системе с двумя 
летучими компонентами на примере системы 
HCl(1) – NaCl(2) – KCl(3) – H2O) при 25 °С.

5.1. Алгоритм расчета диаграмм 
растворимости

D1) Задаемся значением aW.
D2) Находим значения m m m1

0
2
0

3
0, ,  в бинарных 

подсистемах, отвечающих данному aW. Послед-
нее может быть сделано по экспериментальных 
данным или по точной термодинамической мо-

Таблица 5.2.	  Растворимость, парциальные и общее давление в насыщенных растворах системы 
HCl – KCl – H2O при 25 °С

ln aW 
отн. ед.

mHCl
0 mKCl

0 ln aHCl
0 ln aKCl

0 ZKCl ZHCl mKCl nHCl

моль/кг H2O отн. ед. отн. ед. моль/кг H2O
0.00 0.00 0.00 0.00 2.08 1.000 0.000 4.82 0.00

–0.05 1.28 1.53 0.19 –0.23 – – – –
–0.1 2.26 2.97 1.78 1.04 – – – –
–0.2 3.77 5.49 3.64 2.39 0.733 0.266 4,02 1.00
–0.3 4.97 7.72 4.91 3.23 0.316 0.683 2,44 3.39
–0.4 5.99 9.75 5.93 3.87 0.166 0.833 1.62 4.98
–0.6 7.70 13.49 7.55 4.83 0.063 0.936 0.86 7.20
–0.8 9.11 16.97 7.87 5.56 0.030 0.969 0.52 8.82
–1.0 10.41 20.38 10.00 6.16 0.016 0.983 0.34 10.23
–1.2 11.56 23.83 11.01 6.67 0.010 0.989 0.24 11.44
–1.4 12.60 27.48 11.93 7.10 0.0066 0.993 0.18 12.51
–1.6 13.58 31.57 12.78 7.47 0.0045 0.995 0.14 13.51
–1.8 14.49 36.85 13.57 7.80 0.0032 0.996 0.12 14.44
–2.0 15.35 41.83 14.31 7.96 0.0027 0.997 0.12 15.30
–2.2 16.16 47.43 15.02 8.09 0.0024 0.997 0.12 16.12
ln aW 

отн. ед.
PW PHCl Psum

mm Hg
–0.1720 19.90 0.00000 19.90

–0.2 19.45 0.00202 19.45
–0.3 17.60 0.0184 17.62
–0.4 15.92 0.0625 15.98
–0.6 13.03 0.354 13.39
–0.8 10.67 0.504 11.18
–1.0 8.74 4.308 13.04
–1.2 7.15 11.90 19.05
–1.4 5.85 29.98 35.84
–1.6 4.79 70.30 75.09
–1.8 3.92 155.0 158.9
–2.0 3.21 325.3 328.5
–2.2 2.63 661.6 664.3
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дели, например К. Питцера. При этом значения 
m m m1

0
2
0

3
0, ,  могут отвечать как стабильным гомо-

генным растворам, так и пересыщенным рас-
творам. В последнем случае модельная экстра-
поляция на пересыщенные растворы является 
необходимой.

D3) Находим значения активности солевых 
компонентов в бинарных растворах – a a a1

0
2
0

3
0, ,�  

опять по экспериментальных данным или по 
термодинамической модели.

D4) Находим термодинамические потенци-
алы 2-х твердых фаз i = 2, 3 (NaCl, KCl), кристал-
лизующихся на единственной ветви кристалли-
зации на диаграмме растворимости четверной 
системы из данных по растворимости этих со-
лей – mi

s : lnSPi .
D5) Применим уравнение (12.3), учтя, что 

a ai
mult

i
s( ) ≡ :

ln ln ln �Z SP ai i i= − 0 		  (17.1)

и найдем Zi (i = 2, 3) и Z1 = 1 – Z2 – Z3.
D6) Найдем теперь точку на моновариант-

ной ветви кристаллизации фаз 2, 3:

ln ln ln ,� ,�m Z m ii i i= + =( )0 1 2 3   .	 (17.2)

Данные расчета диаграммы растворимости 
четверной системы представлены на рис. 8.1 и в 

таб. 6. Там же для сравнения представлены экс-
периментальные данные работы [24], которые 
убедительно согласуются с расчетом.

5.2. Алгоритм расчета диаграмм фазовых 
равновесий твердое тело1 – твердое 
тело2 –жидкость – пар

Проведем теперь расчет парциальных дав-
лений летучих компонентов – растворителя (W) 
и HCl над насыщенными растворами в системе 
HCl – NaCl – KCl – H2O при 25 °С. Реализуется сле-
дующий алгоритм.

Е1) Задаемся значением aW и рассчитаем 
ln ln lnP a PW W W= + ( )0 .

Е2) Рассчитаем lnaHCl
0 , ZHCl (см. Алгоритм 5.1) 

и P a Z Km
HCl HCl

0
HCl H,HCl= � .

Е3) Рассчитаем общее давление летучих ком-
понентов системы: Psum = PW + PHCl.

Е4) При этом состав раствора по-прежнему 
задается уравнением (17.2).

Рассчитанные данные по давлениям над на-
сыщенными растворами в обеих системах пред-
ставлены на рис. 8.2 и в табл. 6. Как видно из 
рис. 8.2 в системе реализуется отрицательный 
по РТ псевдоазеотроп с минимумом общего дав-
ления – PAz3. 

Рис. 7.1. Зависимость общего давления пара лету-
чих компонентов системы NaCl – HCl – H2O при 
25 °С – сплошные сиреневые линии – расчет из 
бинарных подсистем; значения Psum представлены 
цифрами того же цвета. Пунктирная синяя линия – 
линия неполных экстремумов функции Psum (в 
нашем случае неполных минимумов), т. е. отрица-
тельная складка на поверхности Psum(mHCl, mNaCl) или 
лощина [7, 8]. Синие точки – бинарного азеотропа 
в подсистеме HCl – H2O – снизу и точка вырождения 
лощины – слева

Рис. 7.2. Зависимость общего давления пара лету-
чих компонентов системы KCl – HCl – H2O при 
25  °С – сплошные сиреневые линии - расчет из 
бинарных подсистем; значения Psum представлены 
цифрами того же цвета. Пунктирная синяя линия – 
линия неполных экстремумов функции Psum (в 
нашем случае неполных минимумов), т. е. отрица-
тельная складка на поверхности Psum(mHCl, mKCl) или 
лощина [7, 8]. Синие точки – бинарного азеотропа 
в подсистеме HCl – H2O – снизу и точка вырождения 
лощины – слева
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Рис. 8.1. Диаграмма растворимости системы KCl – 
NaCl – HCl – H2O при 25 °С (полые кружки и линии – 
расчет, красные звезды – экспериментальные данные 
[25], синие линии – расчетные изоактиваты воды, зна-
чения ln aW представлены голубым цветом)

Рис. 8.2. Зависимость парциальных давлений 
PH O2

 (голубые линии и кружки), PHCl (красные 
линии и кружки), и суммарного давления Psum 
(фиолетовые линии и кружки) в системе KCl – 
NaCl – HCl – H2O при 25 °С – расчет из бинарных 
подсистем

Таблица 6. Растворимость, парциальные и общее давление в насыщенных растворах системы 
NaCl KCl HCl �H O�- - - 2 при 25 °С

ln aW
отн. ед.

mNaCl
0 mKCl

0 mHCl
0 ln aNaCl

0 ln aKCl
0 ZNaCl ZKCl ZHCl mNaCl mKCl mHCl

моль/кг H2O отн. ед. моль/кг H2O

–0.32 6.69 8.14 5.18 3.94 3.37 0.728 0.272 0.000 5.00 2.28 0,00
–0.35 7.11 8.76 5.49 4.19 3.57 0.582 0.229 0.187 414 2.01 0.77
–0.40 7.78 9.75 5.99 4.56 3.87 0.402 0.170 0.427 3.13 1.66 1.92
–0.45 8.41 10.72 6.45 4.90 4.14 0.286 0.130 0.583 2.40 1.39 2.82
–0.50 9.01 11.66 6.89 5.22 4.39 0.208 0.101 0.690 1.87 1.18 3.57
–0.60 10.12 13.48 7.70 5.80 4.83 0.116 0.065 0.818 1.17 0.87 4.72
–0.80 11.12 15.24 9.14 6.32 5.22 0.069 0.044 0.886 0.77 0.67 5.62
–1.00 12.05 16.97 10.41 6.81 5.56 0.042 0.031 0.926 0.51 0.53 6.35
–1.20 13.74 20.37 11.55 7.67 6.16 0.017 0.017 0.964 0.24 0.35 7.53
ln aW 

отн. ед.
PW PHCl Psum

mm Hg
–0.32 17.25 0.000 17.25
–0.35 16.74 0.0090 16.75
–0.40 15.92 0.033 15.96
–0.45 15.15 0.073 15.22
–0.50 14.41 0.134 14.54
–0.60 13.03 0.359 13.39
–0.80 10.66 1.64 12.31
–1.00 8.74 6.11 14.85
–1.20 7.15 19.90 27.06
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6. Топологический изоморфизм диаграмм 
n-фазного равновесия в n-компонентных 
системах с двумя летучими 
компонентами в сокращенных 
концентрационных пространствах

В этом разделе рассмотрим топологический 
изоморфизм диаграмм фазовых равновесий в 
многокомпонентных многофазных системах, со-
держащих сразу два летучих компонента в мо-
новариантных многокомпонентных многофаз-
ных системах. Ранее многие чаcтные случаи си-
стем такого или близкого типа рассматривались 
(см., например, обзорную работу [27]).

6.1. Топологический изоморфизм диаграмм 
трехфазного равновесия 
в трехкомпонентных системах 
с  двумя летучими компонентами

Рассмотрим трехфазное равновесие (твер-
дая фаза – нелетучий компонент 3 (s) – пар, со-
стоящий из двух летучих компонентов 1 – лету-
чая кислота 2 – растворитель (v) – жидкий рас-
твор, состоящий из всех 1, 2, 3 компонентов в 
тройной системе при постоянной температу-
ре T = const. Рассмотрим, например, систему: 
HCl(1) – H2O(2) – NaCl(3). Введем неполный по-
тенциал Гиббса:

G G n n
i

i i
3

3 3
1

2
 

=

= − =∑µ µ ,		  (18)

где μi и ni – химический потенциал и число молей 
i-го летучего компонента.

Рассмотрим трехкомпонентную гетероген-
ную систему и введем скалярную величину y i

1
( )

, где y i
1
( )  – мольная доля 1-го компонента (в i‑ой 

фазе) в сокращенном по 3-му компоненту кон-
центрационном пррстранстве. Это так называ-
емые индексы Йенеке:

y n n
j

j1 1
1

2

=
=
∑/ .	 (19)

Независимыми характеристические пара-
метрами состояния неполного потенциала (18) 
являются: температура – T, давление – P, индекс 
Йенеке – y1, химический потенциал 3-го компо-
нента в твердой фазе – μ3. Уравнение смещения 
двухфазного (α–β) равновесия описывается сле-
дующей системой дифференциальных обобщен-
ных уравнений ва-дер-Ваальса:

( )y y G dy

S dT V d
1 1 11

3
1

3 3

α β α α

α β α β

( ) ( )  ( ) ( )

  →( )   →( )

− =

= − PP n d+   →( )
3

3
3

α β µ ,
	 (20)

( )y y G dy

S dT V d
1 1 11

3
1

3 3

β α β β

β α β α

( ) ( )  ( ) ( )

  →( )   →( )

− =

= − PP n d+   →( )
3

3
3

β α µ ,
	 (21)

где:

S S S y y Sw3 3
1 1

3  →( )  ( )  ( ) ( ) ( )  ( )= − + −( )∇


α β β α β α α 


= − + −( )∇  →( )  ( )  ( ) ( ) ( )  (S S S y y S3 3 3
1 1

3β α α β α β β))

  →( )  ( )  ( ) ( ) ( ) 







= − + −( )∇V V V y y V3 3 3
1 1

3α β β α β α ( )

  →( )  ( )  ( ) ( ) ( )







= − + −( )∇
α

β α α β α βV V V y y3 3 3
1 1 VV

n n n y yw w w

3

3 3 3
1

 ( )

  →( )  ( )  ( ) ( )







= − + −

β

α β β α β
11 3

3

3 3 3

α α

β α α β

( ) ( )( )

  →( )  ( )  ( )

( )∇





= − +

n

n n n yw w w 11 1
3α β β( ) ( ) ( )( )−( )∇





y n�

,	(22)

где V S3 3 ( )  ( )τ τ,    и nw
3 ( )τ  – молярный объем, эн-

тропия и числа молей 3-го компонента фазы 
τ, рассчитанных без учета числа молей соли 
(на 1 моль летучих компонентов). Функции 
∇ ∇ ∇ ( )  ( )  ( )V S nw

3 3 3τ τ τ, ,   – концентрационные 
градиенты соответствующих функций в со-
кращенном концентрационном простран-
стве, ( / )[ ]( ) ( )

, , ( )∂ ∂V y
T P

3
1

3

τ τ
µ τ , ( / )[ ]( ) ( )

, , ( )∂ ∂S y
T P

3
1

3

τ τ
µ τ , 

( / )[ ]( ) ( )
, , ( )n yw T P

3
1

3

τ τ
µ τ∂ , соответственно; y1

( )τ  – пара-
метр, характеризующий положение фигура-
тивной точки фазы τ в сокращенном концент-
рационном пространстве; dy1

τ( )  характеризует 
смещение y1

( )τ  при смещении двухфазного 
равновесия; G11

3 ( )τ  определяется как:

G G
y

T P

11
3

2 1

1
2

3

 ( )
 ( )

( )=
∂

∂











( )

α
α

α

µ α, ,

		  (23)

и

G G
y

T P

11
3

2 1

1
2

3

 ( )
 ( )

( )=
∂

∂











( )

β
β

β

µ β, ,

.		  (24)

Согласно критериям диффузионной устой-
чивости по критерию Сильвестра для положи-
тельно определенных квадратичных форм спра-
ведливо, что:

G11
3 0 ( ) >τ  .		  (25)

Параметры S S V V nw
3 3 3 3 3  →( )   →( )   →( )   →( )   →α β β α α β β α β, , ,� , αα( ) 

S S V V nw
3 3 3 3 3  →( )   →( )   →( )   →( )   →α β β α α β β α β, , ,� , αα( )  по физическому смыслу это энтропия, 

объем и числа молей 3-го компонента при изо-
термо-изобарическом-изопотенциальном (по 
3-му компоненту) образовании 1 моля фазы β 
из бесконечно большой массы фазы α, и наобо-
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рот, в сокращенном по 3-му компоненту кон-
центрационнном пространстве.

Примем теперь, что α-фаза – это жидкий 
раствор (l), β-фаза – пар (v), α → β равновесие 
это (l)–(v), dT = 0, dμ3 = 0. Последнее справедли-
во, поскольку стандартный химический потен-
циал твердой фазы (s), μ3, может зависеть толь-
ко от температуры. Таким образом, мы фактиче-
ски рассматриваем трехфазное равновесие (l)–
(v)–(s). Перепишем систему дифференциальных 
уравнений (20, 21):

( )y y G dy V dPl v l l l v
1 1 11

3
1

3( ) ( )  ( ) ( )   →( )− = − 	 (26)

( )y y G dy V dPv l v v v l
1 1 11

3
1

3( ) ( )  ( ) ( )   →( )− = −  .	 (27)

Естественно нельзя записать подобное урав-
нение в условиях dP = 0, dT ≠ 0, поскольку в этих 
условиях dμ3 ≠ 0, и уравнения типа (26, 27) долж-
ны дополняться соответствующими членами.

П о  ф и з и ч е с к о м у  с м ы сл у  V Vl v v l3 30 0  →( )   →( )> <,�   
V Vl v v l3 30 0  →( )   →( )> <,�  , и мы можем сразу сформулировать 

три аналога законов Гиббса–Коновалова или 
трех правил Гиббса–Розебома. 

I правило.
При движении вдоль ветви кристаллизации 

нелетучего компонента на изотермической ди-
аграмме растворимости тройной системы об-
щее давление паров над насыщенными раство-
рами увеличивается (уменьшается) с увеличе-
нием индекса Йенеке того летучего компонен-
та (исключая нелетучий компонент), содержание 
которого в тройной системе пара больше (мень-
ше), чем в растворе:

dP dy y yl

T

v l/ �,� ( ) �
,

1 1 1
3

0( ) ( ) ( )



 > <( ) > <

( )µ τ
 5A; 8 � .	 (28.1)

II правило.
При движении вдоль ветви кристаллизации 

нелетучего компонента на изотермической ди-
аграмме растворимости тройной системы в со-
кращенном (исключая нелетучий компонент) 
концентрационном пространстве, общее давле-
ние летучих компонентов проходит через экс-
тремум, если составы сосуществующих фаз в со-
кращенном концентрационном пространстве – 
индексы Йенеке, совпадают. Таким точки будем 
называть псевдоазеотропами - PAz.

dP dy y yl

T

v l/ � �
,

1 1 1
3

0( ) ( ) ( )



 = =

( )µ τ
,�  5A; 8  � .	 (28.2)

III правило.
Поделим уравнение (26) на уравнение (27) 

и получаем:

dy dy

G G V

l v

T

v v

1 1

11
3

11
3 3

3

( ) ( )

 ( )  ( ) 





 =

= − 



( )
/�

/

,µ τ

  →( )   →( )



 >

l v v lV/ .3 0
	 (28.3)

При движении вдоль ветви кристаллизации 
нелетучего компонента на изотермической ди-
аграмме растворимости тройной системы в со-
кращенном (исключая нелетучий компонент) 
концентрационном пространстве, индексы 
Йенеке в равновесных жидкой и паровой фазам 
изменяются симбатно.

6.2. Топологический изоморфизм диаграмм 
четырехфазного равновесия 
в четырехкомпонентных системах с двумя 
летучими компонентами

Рассмотри четырехфазное равновесие (твер-
дый нелетучий компонент 3 (s1) – твердый не-
летучий компонент 4 (s2) – пар, состоящий из 
2 х летучих компонентов 1 – летучая кислота 2 
и растворитель (v) – жидкий раствор, состоящий 
из всех компонентов 1, 2, 3, 4 четверной систе-
мы при T = const. Например, рассмотрим систе-
му: HCl(1) – H2O(2) – NaCl(3) – KCl(4). Снова вве-
дем неполный потенциал Гиббса:

G G n n n
i

i i
3 4

3 3 4 4
1

2
, 

=

= − − =∑µ µ µ .	 (29)

Рассмотрим четырехкомпонентную гетеро-
генную систему и введем скаляр состава в два-
жды сокращенном концентрационном прро-
странстве y i

1
( ) , где y i

1
( )  мольная доля 1‑ого ком-

понента (в i‑ой фазе) в дважды сокращенном 
концентрационном пространстве (без учета 3 и 
4 компонентов). Индексы Йенеке в этом случае 
снова задаются соотношением:

y n n
j

j1 1
1

2

=
=
∑ .		  (30)

Характеристические параметры неполно-
го потенциала Гиббса (29) это: температура – T, 
давление – P, индекс Йенеке – y1, химические 
потенциал солей – μ3, μ4. Уравнение смещения 
двухфазного (α–β) равновесия описываются 
системой дифференциальных уравнений Ван-
дер-Ваальса:

( ) , ,

,

y y G dy S dT

V
1 1 11

3 4
1

3 4

3 4

α β α α α β( ) ( )  ( ) ( )   →( )

 

− = −

− αα β α β α βµ µ→( )   →( )   →( )+ +dP n d n d3
3 4

3 4
3 4

4
, , ,

	 (31)

( ) , ,

,

y y G dy S dT

V
1 1 11

3 4
1

3 4

3 4

β α β β β α( ) ( )  ( ) ( )   →( )

 

− = −

− ββ α β α β αµ µ→( )   →( )   →( )+ +dP n d n d3
3 4

3 4
3 4

4
, , ,

	 (32)
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где параметры: G11
3 4, ( )τ , S 3 4,  →( )α β , S 3 4,  →( )β α , 

V 3 4,  →( )α β , V 3 4,  →( )β α , n3
3 4,  →( )α β , n4

3 4,  →( )α β , n3
3 4,  →( )β α ,

�n4
3 4,  →( )β α  имеют смысл, полностью аналогичный 

смыслу параметров в уравнениях (22) за одним 
дополнением – необходимостью фиксации µ τ

4
( )  

при взятии соответствующих производных:

∂ ∂( ) ( ) ( )
( ) ( )

V y
T P

3
1

3 4

τ τ

µ µτ τ
/

, , ,
, ∂ ∂( ) ( ) ( )

( ) ( )
S y

T P

3
1

3 4

τ τ

µ µτ τ
/

, , ,
,

 n yw
T P

3
1

3 4

 ( ) ( )∂( ) ( ) ( )

τ τ

µ µτ τ
/

, , ,
, G G

y
T P

11
3

2 1

1
2

3 4

 ( )
 ( )

( )=
∂

∂











( ) ( )

τ
τ

τ

µ µτ τ, , ,

. 

Параметры S 3  →( )α β , S 3  →( )β α , V 3  →( )α β , V 3  →( )β α , 
�nw

3  →( )α β  имеют смысл изменения энтропии, объ-
ема, чисел молей компонентов (3, 4) при изотер-
мо-изобарическом-изоптенциальном (по 3-му и 
4-му компонентам) образовании 1 моля фазы β 
из бесконечно большой массы фазы α, и наобо-
рот, в сокращенном по 3-му и 4-му компонен-
там концентрационнном пространстве.

Примем снова, что α-фаза – это жидкий рас-
твор (l), β-фаза – пар (v), α → β равновесие это 
(l)–(v), dT = 0, dμ3 = dμ4 = 0. Последнее справед-
ливо, поскольку стандартные химические по-
тенциалы компонентов в твердой фазе (s1, s2) 
μ3 и μ4 зависят только от температуры. Таким 
образом, фактически мы рассматриваем четы-
рехфазное равновесие (l)–(v)–(s1)–(s2). Перепи-
шем теперь уравнения (31, 32) в наших услови-
ях, тогда уравнения (26, 27) снова могут быть 
легко получены.

Значит, мы можем снова сформулировать три 
аналога законов Гиббса–Коновалова или пра-
вил Гиббса–Розебома, которые будут справед-
ливы в дважды сокращенном концентрацион-
ном пространстве: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4
1 1 1

, ,
/ 0,    l v l

T
dP dy y yесли

τ τµ µ
> < > < 

 ;	 (33.1)

( )
( ) ( )

( ) ( )

3 4
1 1 1

, ,
/ 0,   l v l

T
dP dy y yесли

τ τµ µ
= = 


;	 (33.2)

dP dy

G G V

l

T

v v

/

/

, ,
1

11
3

11
3 3

3 4

( )

 ( )  ( )





 =

= − 



( ) ( )µ µτ τ

  →( )   →( )



 >

l v v lV/ .3 0
.	 (33.3)

Словесные же формулировки всех трех ана-
логов аналогичны формулировкам из предыду-
щего раздела 6.1 с той только разницей, что везде 
следует читать: “При движении вдоль ветви сов-
местной кристаллизации двух нелетучих ком-
понентов на изотермической диаграмме раство-
римости четверной системы в дважды сокра-

щенном (исключая оба нелетучих компонента) 
концентрационном пространстве…”.

6.3. Топологический изоморфизм диаграмм 
n-фазного равновесия в n-компонентных 
системах с двумя летучими компонентами

Естественно распространить установленные 
аналоги трех законов Гиббса-Коновалова или 
трех правил Гиббса-Розебома на n-фазные ге-
терогенные системы в n-компонентных систе-
мах с двумя летучими компонентами. Рассмо-
трим фазовое равновесие (твердый чистый не-
летучий компонент 3 (s1) – твердый чистый не-
летучий компонент 4 (s2) – твердый чистый не-
летучий компонент n (sn-2) – пар, состоящий из 
двух летучих компонентов 1 – летучая кислота 
и 2 – растворитель (v) – жидкий раствор, состоя-
щий из всех 1, 2, 3…n компонентов при T = const. 
В этом случае мы переходим в (n-2)-раз сокра-
щенное концентрационное пространство и сно-
ва можем получить 3 аналога законов Гиббса-Ко-
новалова или правил Гиббса-Розебома, которые 
буду справедливы в (n-2)-раз сокращенном кон-
центрационном пространстве:

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 4
1 1 1

, , ,,
/ 0,   

n

l v l

T
dP dy y yесли

τ τ τµ µ µ
> <

 > <




;	(34.1)

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 4 ,
1 1 1

, , ,
/ 0,   

n

l v l

T
dP dy y yесли

τ τ τµ µ µ
 = = 



;	 (34.2)

dP dy

G G

l

T

v v

n

/

/

, , ,,
1

11
3

11
3

3 4

( )

 ( )  





 =

= −

( ) ( ) ( )µ µ µτ τ τ


(( )   →( )   →( )








 >V Vl v v l3 3 0/ .

.	 (34.3)

Словесные же формулировки всех трех ана-
логов аналогичны формулировкам из разде-
ла 6.1 с той только разницей, что везде следует 
читать: “При движении вдоль ветви совместной 
кристаллизации (n–2) нелетучих компонентов 
на изотермической диаграмме растворимости 
n‑компонентной системы в (n–2)  сокращен-
ном (исключая (n–2) нелетучих компонента) 
концентрационном пространстве…”.

6.4. Топологический изоморфизм диаграмм 
n-фазного равновесия в n-компонентных 
системах с двумя летучими компонентами 
с участием кристаллосольватов 
(кристаллогидратов) твердых компонентов 
постоянного состава

До сих пор мы предполагали, что все твер-
дые фазы постоянного состава, с которыми пар 
и жидкий раствор находятся в равновесии, яв-
ляются чистыми компонентами солевого типа. 
Предположим, что в системе кристаллизуются 
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кристаллы-сольваты (кристаллогидраты) твер-
дых соединений постоянного состава, и да-
вайте спросим себя, являются ли они действи-
тельными аналогами трех законов Гиббса–Ко-
новалова или трех правил Гиббса–Розебома в 
виде (34.1–34.3). Мы можем определенно дать 
положительный ответ на этот вопрос, если бу-
дем рассматривать не отдельные соли как са-
мостоятельные компоненты системы, а сами 
кристаллогидраты или соединения постоянно-
го состава. Это всегда возможно сделать, по-
скольку выбор независимых компонентов или 
переменных состава многокомпонентной си-
стемы произвольный, неизменным является 
только количество независимых компонен-
тов. Естественно, законы будут справедливы 
в пространстве концентраций, уменьшенном 
за счет этих новых компонентов. Например, 
на ветви кристаллизации кристаллогидра-
та LiCl·H2O в системе HCl(1) – H2O(2) – LiCl(3) 
справедливы все аналоги трех законов Гиббса–
Коновалова или трех правил Гиббса–Розебома 
(28.1–28.3), если пересчитать индексы Йенеке 
на новые компоненты системы: HCl(1) – H2O(2) 
– LiCl·H2O(3). В этом случае мольные доли в 
новом наборе переменных ni

new( )  элементар-
но рассчитываются через мольные доли в ста-
ром наборе переменных ni

old( ) : n nnew old
LiCl·H O LiCl2

( ) ( )= , 
n nnew old

HCl HCl
( ) ( )= , n n nnew old old

H O H O LiCl2 2

( ) ( ) ( )= − . Другой пример: 
на ветви совместной кристаллизации сое-
динения MgCl2·CaCl2·12H2O и кристаллоги-
драта MgCl2·6H2O в системе HCl(1) – H2O(2) – 
MgCl2(3) – CaCl2(4) справедливы аналоги уста-

Рис. 9.1. Диаграмма жидкость пар в тройной сис-
теме NaCl – HCl – H2O при 25 °С в переменных: 
cуммарное давление пара летучих компонентов – 
индекс Йенеке HCl; PAzNaCl – точка песевдоазеотро-
па при движении по ветви кристаллизации NaCl

Рис. 9.2. Диаграмма жидкость пар в тройной сис-
теме KCl – HCl – H2O при 25 °С в переменных: 
cуммарное давление пара летучих компонентов – 
индекс Йенеке HCl; PAzKCl – точка песевдоазеотропа 
при движении по ветви кристаллизации KCl

Рис. 9.3. Диаграмма жидкость пар в четверной 
системе KCl – NaCl – HCl – H2O при 25 °С в пере-
менных cуммарное давление парам летучих ком-
понентов – индекс Йенеке HCl; PAzNaCl-KCl – точка 
песевдоазеотропа при движении по ветви совмест-
ной кристаллизации NaCl и KCl

новленных законов (28.1–28.3), если пересчи-
тать мольные доли компонентов на HCl(1) – 
H2O(2) – MgCl2·6H2O(3) – MgCl2·CaCl2·12H2O(4). 
Перерасчет осуществляется по соотношени-
ям: n nnew old

MgCl ·CaCl ·12H O CaCl22 2 2

( ) ( )= , n n nnew old old
MgCl · H O MgCl CaCl22 2 26
( ) ( ) ( )= − , 

n nnew old
HCl HCl
( ) ( )= , n n n n nnew old old old

H O H O MgCl CaCl CaCl2 2 2 2 2
6 12( ) ( ) ( ) ( ) (= − +  −

oold ) .

6.5.	 Примеры выполнимости 
установленных аналогов трех законов 
Гиббса-Коновалова или трех правил Гиббса–
Розебома в тройных и четверных системах

На рис. 9.1–9.3 нами представлены приме-
ры выполнения установленных выше трёх ана-
логов законов Гиббса–Коновалова или трёх пра-
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вил Гиббса-Розебома на моновариантных кри-
вых трехфазного равновесия в тройных системах 
(HCl – H2O – NaCl и HCl – H2O – KCl при 25 °C) и 
четверной  системе (HCl – H2O – NaCl – KCl при 
25 °C). В первом случае рассмотрение прове-
дено при реализации трехфазных равновесий 
(s–l–v), во втором случае четырехфазных равно-
весий (s1–s2–l–v). В первом случае рассмотрение 
проводится в единожды сокращенном (по NaCl), 
а во втором случае в дважды сокращенном (по 
NaCl и KCl) концентрационном пространстве. В 
обоих случае в качестве переменных состава вы-
ступают индексы Йенеке летучих компонентов 
системы – YHCl, YW. Из рис. 9.1–9.3 хорошо вид-
но, что эти три системы полностью удовлетво-
ряют установленным выше аналогам законов и 
правил. Во всех системах имеется по одной точ-
ке псевдоазеотропа – PAzj (индекс j соответству-
ет твердой(ым) фазе(ам), относительно которых 
рассматриваемый раствор насыщен). PAzj отве-
чают минимуму Psum = PW + PHCl. Понятно также, 
что все диаграммы ограничены сверху услови-
ем закипания раствора при Psum = 760 мм.рт.ст.

7. Тройные системы с тремя летучими 
компонентами (пример – система  
HCl – HBr – H2O) при 25 °С

Для демонстрации возможности расчет фа-
зовых диаграмм в тройных системах с тремя ле-
тучими компонентами нами выбрана система 
HCl – HBr – H2O) при 25 °С. Естественно для по-
добных систем, в которых в рассматриваемых 
условиях невозможно образование твердых фаз, 
существует единственно возможный тип диа-

грамм фазовых равновесий, на котором мы и 
остановимся ниже.

7.1. Алгоритм расчета диаграмм фазовых 
равновесий жидкость-пар в ненасыщенных 
растворах

F1) Зададимся определенным значением aW.
F2) Построение прямых изоактиват воды, от-

вечающих P PW W= ( )0  (a constW = ) из данных по би-
нарным подсистемам тривиально, см. рис. 10.1.

F3) Построение криволинейных изоак-
тиват или изобар парциальных давлений 
PHCl = const сводится к решению уравнений типа: 
a Z K constm

HCl
0

HCl H,HCl� =  при разных значениях aW с 
нахождением ZHCl и соответствующих составов 
растворов (mHCl, mKCl) – см. (13) и последующим 
объединением решений в непрерывную глад-
кую кривую.

F4) Построение криволинейных изоактиват 
или изобар парциальных давлений PHBr = const 
абсолютно аналогично: a Z K constm

HBr
0

HBr H,HBr =  при 
разных значениях aW с нахождением ZHBr и соот-
ветствующих составов растворов  (mHCl, mKCl) – 
см. (13).

F5) Построение криволинейных изобар 
суммарных давлений летучих компонентов 
Psum = const также сводится к решению уравнений 
типа: a Z K a Z K P constm m

WHCl
0

HCl H,HCl HBr
0

HCl H,HBr� + −( ) + =1  
при разных значениях aW с нахождением соот-
ветствующих ZHCl и составов растворов (mHCl, mKCl) 

Рис. 10.1. Изоактиваты Н2О в тройной системе 
HCl – HBr – H2O при 25 °С, значения ln aW представ-
лены голубым цветом

Рис. 10.2. Линии равных суммарных давлений 
летучих компонентов в тройной системе HCl – 
HBr – H2O при 25 °С, значения Psum в мм.рт.ст. 
представлены фиолетовым цветом. Пунктирная 
синяя линия – линия неполных экстремумов функ-
ции Psum, т. е. отрицательная складка на поверхно-
сти Psum(mHCl, mHBr) или лощина [7, 8]; синие точки – 
бинарные азеотропы в подсистемах HCl – H2O и 
HBr – H2O
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и объединением решений в непрерывную глад-
кую кривую. Семейства последних кривых – изо-
бар общего давления в рассматриваемой трой-
ной системе представлены на рис. 10.2. На обоих 
рисунках имеется моновариантная линия непол-
ных экстремумов функции Psum (неполных мини-
мумов), т. е. отрицательная складка на поверх-
ности Psum(mHCl, mсоль) или лощина [7, 26, 27]. Эта 
лощина простирается от точки одного бинарно-
го азеотропа – Az1 и вплоть до точки другого би-
нарного азеотропа – Az2, см. рис. 10.2.

8. Заключение
В работе представлен алгоритм расчета ди-

аграмм фазовых равновесий жидкость-пар в 
многокомпонентных квазипростых системах, 
подчиняющихся правилу Здановского исклю-
чительно из данных по бинарным подсисте-
мам. Применение алгоритма продемонстриро-
вано на примере трех- и четырехкомпонентных 
водно-электролитных систем с одним, двумя и 
тремя летучими компонентами. Наблюдается 
хорошее согласие расчета с имеющимися экс-
периментальными данными. Сформулированы 
и доказаны аналоги законов Гиббса–Коновало-
ва и правил Гиббса–Розебома при движении со-
става растворов по моновариантным линиям n-
фазных равновесий в n-компонентных системах 
при постоянстве температуры.
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