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Аннотация 
Объект исследования: Специальные межкристаллитные границы в центросимметричных кристаллах.
Цель работы: Классификация специальных межкристаллитных границ в центросимметричных кристаллах всех 
сингоний на основе симметрийных свойств плоских решеток, являющихся кристаллографическими плоскостями 
этих кристаллов. 
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1. Введение
Специальными межкристаллитными грани-

цами называются такие плоские границы, кото-
рые имеют двухпериодическую атомную струк-
туру. В отличие от межкристаллитных границ 
общего типа, не имеющих периодическое атом-
ное строение, их энергия относительно мала, что 
приводит к их термодинамической устойчиво-
сти по отношению к различным перестройкам 
[1–4]. Поэтому, несмотря на дискретность мно-
жества геометрических параметров этих границ, 
они могут занимать большую долю в поликри-
сталлических образцах [3]. Важным свойством 
границ этого класса является относительно про-
стое атомное строение, что упрощает построе-
ние теоретических моделей для интерпретации 
различных свойств и явлений в поликристалли-
ческих образцах, связанных с наличием межкри-
сталлитных границ в кристаллах [5–11]. Продви-
жение в области экспериментальных исследова-
ний межкристаллитных границ в значительной 
мере связано с развитием методов целенаправ-
ленного приготовления зернограничных струк-
тур образцов (Grain Boundary Engineering, [12–
18]). Исследования межкристаллитных границ в 
металлах проводились, в основном, с целью из-
учения их влияния на механические характери-
стики материалов [19]. Аналогичные исследова-
ния в ионных кристаллах, содержащих два или 
более химических элементов, проводятся с це-
лью понимания влияния их строения на домен-
ную структуру, электронную и ионную электри-
ческую проводимость [19], характеристики барь-
ера Шоттки [20], солнечных батарей [21]. Иссле-
дование границ и их совокупности в поликри-
сталлических образцах в этих аспектах является 
актуальным в настоящее время.

Методы расчета возможных геометрических 
параметров и атомных структур специальных 
межкристаллитных границ сначала были осно-
ваны на представлениях решеток совпадающих 
узлов [22] и предназначались для границ различ-
ных кристаллографических сингоний: кубиче-
ской [23], тетрагональной [24], ромбоэдрической 
[25] и гексагональной [26]. В работах [27, 28] был 
разработан метод классификации межкристал-
литных границ, основанный на рассмотрении 
координационных многогранников, и приме-
нен для однокомпонентных и ионных кристал-
лов кубической структуры. 

В настоящей работе предложен единый ме-
тод, позволяющий указать возможные специ-
альные границы для кристаллов любой синго-

нии. В основу этого метода положена кристал-
лографическая классификация плоских перио-
дических структур. 

2. Результаты и обсуждение
Поскольку атомная структура плоской спе-

циальной границы имеет периодическую струк-
туру, ее примитивная ячейка имеет пять воз-
можных форм: параллелограмм общего вида, 
имеющий стороны разной длины и не прямой 
угол между ними, прямоугольник, ромб, ромб с 
углом 60° и квадрат. Далее в качестве операций 
симметрии ячейки границы будут рассмотрены 
различные вращения, обобщение на случай от-
ражений от возможных плоскостей симметрии 
не представляет сложности. 

Кристаллографические плоскости, имеющие 
ячейки в виде параллелограмма, можно найти 
в кристаллах любой кристаллографической син-
гонии. Их семейство образует бесконечное дис-
кретное множество на сфере направлений. На-
зовем эти плоскости плоскостями общего типа. В 
кристаллах триклинной сингонии присутствуют 
только такие плоскости. Единственным нетри-
виальным вращением для такой границы будет 
поворот на 180° вокруг нормали. Поскольку этот 
поворот не является симметрией для всего кри-
сталла, совершая поворот половины кристалла и 
приводя полученные половинки в контакт, по-
лучим 180°-ную границу кручения. Поэтому все 
границы общего типа во всех кристаллографи-
ческих сингониях будут 180°-ными границами 
кручения. Отметим, что, если учесть наличие 
других элементов симметрии кристаллографи-
ческой плоскости, а именно, отражение от пло-
скости, совпадающей с этой плоскостью, и центр 
инверсии, расположенный в точке пересечения 
диагоналей параллелограмма, то в общем слу-
чае получаются другие атомные конфигурации 
атомов межкристаллитной границы. В первом 
случае получается граница зеркального отра-
жения, во втором случае – инверсная граница. 
При этом, если кристалл в целом является цент-
росимметричным, то преобразование инверсии 
не порождает межкристаллитной границы. При-
мером инверсной границы может служить любая 
плоскость в поляризованном сегнетоэлектрике, 
являющаяся 180°-ной междоменной границей. 

Кристаллографические границы, имеющие 
прямоугольные ячейки, присутствуют во всех 
остальных сингониях. В моноклинной син-
гонии они образуют дискретное одномерное 
множество поворотов вокруг оси z. Группа сим-
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метрии прямоугольника, порождаемая враще-
ниями на 180°  вокруг нормали и ребер ячейки 
кристаллографической плоскости, состоит из 
трех нетривиальных операций, которые не яв-
ляются элементами симметрии кристалла. По-
этому они приводят к трем различным атом-
ным конфигурациям межкристаллитной гра-
ницы. В ромбической сингонии имеются три 
одномерных семейства границ с прямоуголь-
ными ячейками, в ромбоэдрической имеются 
аналогичные плоскости, проходящие через ось 
третьего порядка и залегающие перпендику-
лярно этой оси. 

Кристаллографические плоскости, имеющие 
ромбические ячейки, присутствуют в кристал-
лах ромбоэдрической сингонии, в частности, в 
базисных плоскостях ячейки кристалла и подре-
шетках, перпендикулярных оси третьего поряд-
ка. Группа симметрии включает 180°-ные пово-
роты вокруг нормали к плоскости ромба и вокруг 
его диагоналей. Поэтому в кристаллах, принад-
лежащих орторомбической сингонии, возможны 
три атомные конфигурации на межкристаллит-
ных границах, имеющих ромбическую структу-
ру решетки совпадающих атомов. 

В кристаллах тетрагональной сингонии кри-
сталлографические плоскости, имеющие пря-
моугольные ячейки, определяются нормалями, 
лежащими в двух плоскостях, проходящих че-
рез стороны квадрата основания и ось четвер-
того порядка z. Нормали к плоскостям с ромби-
ческими ячейками располагаются в вертикаль-
ных плоскостях, проходящих через диагонали 
квадрата. Кроме того, в кристаллах этой син-
гонии могут реализоваться межкристаллитные 
границы, полученные поворотами на углы, от-
личные от 180°  вокруг оси четвертого порядка. 
Совокупность этих углов поворота получается 
из рассмотрения квадратных подрешеток в пло-
скости (xy). При условии, что длина ребра ква-
драта принята за единицу, и начало координат 
расположено в одном из узлов решетки, стороны 
квадратных подрешеток имеют координаты (m, 
n, 0), где m,n -положительные и отрицательные 
взаимно простые целые числа. В частных случа-
ях при m = 0, n = 1 и m = 1, n = 1 получаются ква-
драты. В типичном случае они порождают коор-
динационный восьмиугольник, который можно 
представить, как сумму квадратов, развернутых 
по отношению друг к другу на угол j, определя-
емый соотношением:

tg(j/2) = m/n,		  (1)

или дополнительный угол. Поворот верхней 
части кристалла на этот угол и последующее 
приведение в контакт порождает в плоскости 
z = 0 специальную границу кручения. В объеме 
бикристалла возникает трехмерная решетка 
совпадающих узлов. Любая кристаллографиче-
ская плоскость в этой решетке может служить 
основой для построения межкристаллитной 
границы. При этом сохраняются варианты раз-
множения атомный структур межкристаллитной 
границы в зависимости от формы ячейки, рас-
смотренные выше.

В некоторых частных случаях координацион-
ный многоугольник может иметь число вершин, 
превосходящее восемь. Для этого должно выпол-
няться условие равенства удаленности атомов, 
положения которых задаются разными набора-
ми (m1,n1,0), (m2,n2,0). В качестве примера при-
ведем координационный двенадцатиугольник, 
определяемый вершинами типа (3,4,0) и (5,0,0). 
Две квадратные подрешетки, определяемые ука-
занными векторами, совмещаются друг с другом 
поворотом, определяемым формулой:

cos j = 3/5,		  (2)

или дополнительным углом.
Для кристаллов гексагональной сингонии в 

целом выполняются те же закономерности, что 
и для тетрагональной, с тем лишь отличием, что 
вместо квадратной ячейки в базисной плоскости 
нужно рассматривать шестиугольную.

В кристаллах кубической сингонии выполня-
ется особенность, отличающая эту сингонию от 
остальных, а именно, что любая кристаллогра-
фическая плоскость порождает пространствен-
ную решетку совпадающих атомов, имеющую в 
общем случае моноклинную структуру. Этот вы-
вод следует из очевидной закономерности, что 
координаты векторного произведения двух век-
торов с целочисленными координатами также 
являются целочисленными. В частных случаях 
решета совпадающих атомов может иметь те-
трагональную и кубическую симметрию.

Все закономерности для характеристик воз-
можных межкристаллитных границ, возникаю-
щие вследствие наличия осей симметрии высо-
кого порядка, реализуются в кристаллах куби-
ческой сингонии. Кроме того, в этих кристаллах 
существуют нетривиальные плоскости, имею-
щие квадратные и гексагональные подрешет-
ки. В качестве примера рассмотрим кристалло-
графическую плоскость с базисными векторами 
ячейки (–1, 2, 2) и (2, –1, 2). Нормаль к этой пло-
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скости имеет координаты (2, 2, –1), поэтому ре-
шетка совпадающих атомов является простой 
кубической. Повороты кристалла вокруг норма-
ли оставляют инвариантной решетку на плоско-
сти, но меняют положения атомов в кристалле, 
так как эти повороты не являются элементами 
симметрии кристалла. Таким образом, эти пово-
роты порождают разные атомные конфигурации 
на межкристаллитной границе. Другие атомные 
конфигурации получаются действием операций 
180°-ного вращения вокруг ребер квадрата и од-
ной из его диагоналей (1, 1, 4). Другая диагональ  
(–1, 1, 0) является осью второго порядка кристал-
ла, поэтому поворот вокруг нее не приведет к 
новой атомной конфигурации межкристаллит-
ной границы.

Пример гексагональной подрешетки в пло-
скости, не совпадающей с гранями ячейки кри-
сталла, имеющего кубическую сингонию, дает-
ся набором базисных векторов (4, 1, 1), (1, 4, 1), 
(3, –3,  0). Не сложно проверить, что эти век-
торы имеют одинаковые длины, лежат в од-
ной плоскости, угол между ними равен 60°. Об-
щая нормаль к этим векторам имеет коорди-
наты (–1, 1, 5). Поскольку эта нормаль не явля-
ется осью симметрии кристалла, повороты во-
круг нее при сохранении любой гексагональной 
подрешетки приведут к новым атомным кон-
фигурациям в области границы кручения. Оси 
второго порядка, оставляющие инвариантны-
ми указанную выше гексагональную структуру, 
определяются векторами (4, 1, 1), (1, 4, 1), (7, –2, 
1), (5, 5, 2), (–2, 7, 1), (1, –1, 0). Повороты вокруг 
первых пяти осей, не являющихся элементами 
симметрии кристалла, также приведут к другим 
атомным конфигурациям на межкристаллитной 
границе. Последняя ось (1, –1, 0) является осью 
второго порядка кристалла и поэтому к новой 
атомной конфигурации не приведет. 

3. Заключение
1. На кристаллографической плоскости об-

щего типа в кристаллах всех сингоний может 
бить построена межкристаллитная граница пу-
тем 180°-ного поворота половины кристалла во-
круг нормали к этой границе.

2. В кристаллах, имеющих оси второго по-
рядка, межкристаллитные границы, проходя-
щие через эту ось, могут иметь три различные 
атомные конфигурации.

3. В кристаллах, имеющих оси симметрии 
высокого порядка, могут реализоваться межкри-
сталлитные границы с различными углами ра-

зориентировки и атомными конфигурациями. В 
области контактирующих кристаллов возникает 
решетка совпадающих узлов.

4. В кристаллах кубической сингонии име-
ются кристаллографические плоскости, не сов-
падающие с базисными плоскостями, которые 
содержат плоские подрешетки, имеющие оси 
симметрии высокого порядка. Такие плоскости 
позволяют несколько разориентаций контакти-
рующих кристаллов и атомных конфигураций.
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