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Аннотация. В работе рассмотрены связанные состояния, локализованные вблизи границы 
раздела нелинейных сред и свободно распространяющиеся вдоль нее. Задача сводится к ре-
шению нелинейного уравнения Шредингера с граничными условиями особого вида. Установ-
лено, что возможно существование нелинейных локализованных состояний, несимметричных 
относительно границы раздела сред. Структура и форма таких состояний определяется знаком 
ангармонизма взаимодействия в среде и интенсивностью взаимодействия возбуждений и 
другими характеристиками среды. Получены соотношения, определяющие значения энергии 
локализованной вдоль границы раздела сред волне при фиксированном направлении ее вол-
нового вектора. 
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Большую роль в квантовой электронике играют 
закономерности локализации различных возбужде-
ний вблизи границ раздела нелинейных сред. На-
пример, особенности локализацияиэлектромагнит-
ных волн вблизи границ раздела нелинейных сред 
с использованием теории солитонов были описа-
ны в [1, 2], где показано, что возможно существо-
вание нелинейных локализованных волн с несим-
метричным профилем, отличающихся от свободно 
распространяющихся солитонов и называемых не-
линейными поверхностными волнами. 

Часто возникает необходимость разработки 
моделей, позволяющих аналитически описывать 
на качественном уровне эффекты локализации 
возбуждений, обусловленных характером взаимо-
действия их с дефектами, причем как в линейном 
приближении, учитывающим только гармоничес-
кое взаимодействие атомов среды, так в нелиней-
ных средах, где учитываются ангармонизмы меж-
атомных связей. Обычно для теоретического опи-
сания таких явлений привлекались модели, в кото-
рых дефект описывался короткодействующим по-
тенциалом [3, 4]. 

Нелинейное уравнение Шредингера (НУШ) ши-
роко применяется для построения математических 
моделей сред с дефектами [5, 6]. Как было показа-

но в [7], НУШ может описывать состояния полей 
различной физической природы: упругого, элект-
рического и магнитного. Поэтому для описания но-
вых эффектов, связанных с локализацией возбуж-
дений различной физической природы вблизи де-
фектов, имеет смысл далее рассматривать матема-
тическую модель, использующую НУШ, которому 
подчиняется функция ψ, выступающая в роли оги-
бающей комплексного поля компонент вектора на-
магниченности в легкоосном ферромагнетике, либо 
комплексной амплитуды упругого поля смещения 
сдвиговой волны в кубическом кристалле с плос-
ким дефектом, либо комплексной функции из амп-
литуд компонент электрического поля в оптической 
нелинейной среде [8]. Тогда параметры в уравнении 
будут иметь соответствующий физических смысл в 
рамках одной из трех указанных моделей. 

Будем считать, что частица имеет сложный ли-
нейный закон дисперсии (зависимость энергии Е 
от волнового вектора k = (kx,

 ky,
 kz)), с несколькими 

ветвями, отличающимися параметрами. Ограни-
чимся рассмотрением взаимодействия двух сосед-
них зон спектра. Такое взаимодействие возможно 
за счет наличия дефекта, в качестве которого будем 
рассматривать границу раздела сред, отличающих-
ся параметрами ангармонизма межатомного взаи-
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модействия. Данная граница раздела, как плоский 
дефект, будет создавать возмущение характеристик 
среды, которое сосредоточено на расстояниях, су-
щественно меньших ширины локализации распро-
страняющихся волн. 

Пусть граница раздела сред расположена в 
плоскости xOy, перпендикулярно оси Oz. Будем 
считать, что ангармонизм среды отличается по 
разные стороны от границы раздела, а также ветви 
j = 1, 2 возбуждений характеризуются различной по 
абсолютной величине нелинейностью:
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В линейной среде без дефекта частица имеет 
закон дисперсии с двумя ветвями, вблизи дна зон 
которых они описываются квадратичными фор-
мами:
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mj (j = 1, 2, 3), k0, Ω – параметры, определяющие 
форму ветвей закона дисперсии вблизи дна двух 
соседних зон (принято ħ = 1).

Волновые функции стационарных состояний 
ψj(x, y, z), j =1, 2, отвечающие двум рассматривае-
мым ветвям закона дисперсии, в среде без дефекта 
описывают независимые состояния, представляю-
щие собой свободно распространяющиеся солито-
ны. При наличии границы раздела сред в качестве 
модели для описания особенностей взаимодейс-
твия предлагается использовать трехмерные нели-
нейные уравнения Шредингера, которым подчиня-
ются данные волновые функции: 
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 – трехмерный оператор 

Лапласа, Uj (j =1, 2) – потенциалы, описывающие 
взаимодействие волн на границе раздела сред:
U z1 1 1 2= +( ) ( )a y by d , U x z2 2 2 1( ) ( ) ( )= +a y by d , (3)

αj (j =1, 2), β – параметры, определяющие характер 
взаимодействия рассматриваемых волн с границей 
раздела сред и между собой. Форма таких потен-
циалов неоднократно использовалась при форму-

лировке моделей для описания особенностей вза-
имодействия линейных волн в условиях двухка-
нального рассеяния [9].

Поскольку нас будут интересовать воны, 
распространяющиеся вдоль границы раздела 
сред, то волновые функции представимы в виде: 
y yj j x yx y z z ik x ik y( , , ) ( )exp( )= + , j =1, 2. Тогда ре-
шение уравнений (1) и (2) с потенциалами (3) сво-
дится к решению стационарных НУШ:
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В (4) введены обозначения: 
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В рассматриваемом случае решения уравнений 
(4) при положительных параметрах нелинейности, 
удовлетворяющие граничным условиям (5) и (6), 
можно искать в виде:
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где параметры zi (i = 1, 2) определяют положения 
центров возбуждений (двух связанных солитонов) 
по разные стороны от границы раздела сред. 

Подстановка (7) в уравнения (4) позволяет по-
лучить амплитуды локализации:
 A q mj j j j

( ) ( ) /( )± ± -= g 1 2  j =1, 2, (8)
а также выражения:
 q k k m Ex y1

2 2 2
12= + - , (9) 
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Если принять kx = k cos j, kx = k sin j, то (9) и 
(10) перейдут в:
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Отсюда следует связь волновых чисел:
 ak2 + 2bk + c=0, (13)

С. Е. САВОТЧЕНКО
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В частности, (13) упрощается в предельном 
случае, когда k0 = 0, откуда выражается волновое 
число: k2 = –c/a. Данные зависимости определяют 
значения энергии при фиксированном направле-
нии волнового вектора, то есть при фиксированном 
угле j. Иначе, данные соотношения можно интер-
претировать с другой стороны, при фиксированной 
энергии они позволяют определять направления 
волнового вектора волны, локализованной вблизи 
границы раздела сред.

Подстановка (7) в граничные условия (5) и (6) 
приводит к соотношениям, связывающим парамет-
ры среды, дефекта и возбуждения:
 g gj j j jq z q z( ) ( )ch ch+ -=2 2

2 1 , j =1, 2, (14)

 4 1 2
2

1 2m m b = D D , (15)
 D j j j j j jm q q z q z= - -2 1 2a (th th ) , j =1, 2. (16)

Воспользовавшись соотношениями (14), вели-
чинам (16) можно придать вид, исключающий z2:
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Если рассматривать только локализованные 
состояния, когда положения центров возбужде-
ний расположены симметрично относительно 
дефекта, то есть когда z2 = –z1 = –z0, и одинако-
вый положительный ангармонизм по обе сторо-
ны от дефекта (g gj j

( ) ( )+ -= ), то соотношение (14) 
выполняется автоматически, а из (15) получит-
ся выражение:
      m m m q q z m q q z1 2

2
1 1 1 1 0 2 2 2 2 0b a a= - -( )( )th th . (18)

Из (18) при отсутствии взаимодействия ветвей 
закона дисперсии волны на границе раздела сред, 
когда β = 0, следует, что они становятся независи-
мыми, причем: m q q zj j j ja = th 0 , j =1, 2. Такие вы-
ражения совпадают с точностью до обозначений с 
соотношением между параметрами, полученными 
в [10]. Следовательно, учет взаимодействия ветвей 
закона дисперсии на границе раздела приводит к 
видоизменению области существования нелиней-
ных локализованных волн. 

В случае малой энергий локализации волн, 
когда qz0 << 1, из (18) можно получить положе-
ние центра:
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Наибольший интерес представляет определе-
ние возможности существования несимметрично 
локализованного вблизи раздела сред состояния. 
Исследуем возможность реализации такой ситу-
ации, предположив выполнения условия z2 = 0. 
Тогда из (14) получается выражение th q zj j1 = h , 
где обозначено h g gj j j= - - +( /( ) ( )1 )1/2 , j =1, 2, отку-
да следует, что 
 q2 = ξq1,  (19)
где x g g g g= + - + -Arch( / / ( /( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1 1) Arch )1/2 1/2 . 
Это означает, что различие амплитуд ло-

кализации характеризуется отношением пара-
метров нелинейностей сред. В результате из 
(15) получаются выражения для волнового чис-

ла q1(±) = μ ± (μ2 − ν)1/2, где m
h a xh a

xh h
=

+1 2 2 2 1 1
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m m , 
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1 2m m ( ) / . Отсюда следует, что 
если выполняется требование βc
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+( ) , то существует два 

положительных решения. 
Если β > (α1α2)

1/2, то существует одно положи-
тельное решение q1(+) = μ + (μ2+|ν|)1/2 > 0 и одно от-
рицательное q1(−) = μ − (μ2+|ν|)1/2 < 0. При β < βc  кор-
ни q1(±) становятся комплексными. 

Таким образом, если выбрать управляющим па-
раметром величину интенсивности энергии взаимо-
действия на границе раздела сред β, то при его из-
менении в пространстве параметров системы можно 
получать различные типы локализованных состоя-
ний несимметричного вида. При фиксированных зна-
чениях параметров следует выбрать нужный корень 
для определения волнового числа и энергии локали-
зации, который будет далее обозначаться κ = q1.

В случае слабого различия нелинейности сред, 
когда значение ξ близко к единице, получается:

 k
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-
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2 1 2 1 2
2
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m m
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В предельных случаях выражения для волно-
вого числа k принимают простой вид. В частнос-
ти, при k0=0 из (13) для несимметричного состоя-
ния с учетом (19) получается: 

 k m m m
m m m m

2 2
2 2

2 1
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2 1
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=
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/ ( / )cos
x k
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В другом предельном случае, когда k0≠0 и 
m1 = m2 = m3 = m из (13) получается:

ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ЛОКАЛИЗОВАННЫХ СОСТОЯНИЙ ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА...
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Также представляет интерес двумерный слу-
чай, когда j = 0 при k0 ≠ 0 и m1 = m3 ≠ m2, что соответ-
ствует волне с kу=0. Из (13) тогда получается:
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m m k m m

k m
=

+ + -1 2 0
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В другом предельном случае, также соответ-
ствующем двумерной системе, когда j = π/2 при 
k0 ≠ 0 и m1 ≠ m2, и определяющим волну с kx = 0, из 
(13) возможно выразить:

 k
m m k m m

m m
2 1 2 0

2 2
2 1

2

2 1

2
=

+ + -
-

( ) ( )W k x
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Ясно, что при определенных соотношени-
ях между параметрами можно добиться того, что 
выражения (20) и (23) дают вещественные значе-
ния волнового числа k. Данный анализ провести 
несложно и он аналогичен проделанному в рабо-
те [9].

Таким образом, в отличие от несвязных лока-
лизованных солитонных состоянии, описанных в 
[10], полученные в данной работе результаты по-
казывают, что в зависимости от ориентации волно-
вого вектора волны по отношению к выделенным 

направлениям изоэнергетической поверхности мо-
гут возникать локализованные состояния как сим-
метричные относительно границы раздела нели-
нейных сред, так и несимметричные, энергии ко-
торых лежат в широком диапазоне. 
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Abstract. In this paper the coupled states that are localized near the nonlinear boundary media and 
propagating along it are considered. The boundary of nonlinear media with different parameters of 
anharmonicity of interatomic interaction creates a disturbance of medium characteristics, which is 
focused at distances much smaller than the width of the localization of the propagating waves. It is 
expected that the particle has a complex linear law of dispersion with several branches different 
parameters in a model proposed in this paper. The problem is reduced to the solution of nonlinear 
Schrцdinger equations with boundary conditions of a special kind. Explicit solutions of nonlinear 
Schrцdinger equations with positive nonlinear parameters satisfying the boundary conditions were 
found. 
The relations which at a fi xed energy allow determining the directions of the wave vector of the wave 
localized near the boundary were derived
It is shown that taking into account the interaction of the branches of the dispersion law at the bound-
ary leads to the modifi cation of the domain of existence of nonlinear localized waves. The possible 
existence of nonlinear localized states which are asymmetric in relation to the media boundary was 

С. Е. САВОТЧЕНКО



295КОНДЕНСИРОВАННЫЕ СРЕДЫ И МЕЖФАЗНЫЕ ГРАНИЦЫ, ТОМ 19, № 2, 2017

founded. These states are described by wave functions dampening moving to a distance from the 
boundary. They have a soliton-like profi le in the direction perpendicular to the boundary. The struc-
ture and shape of such states are determined by the sign of interaction anharmonism in the medium 
and by the intensity of the excitation interaction and other characteristics of the medium. The equa-
tions determining the energy of the wave localized along the media boundary for a fi xed direction of 
its wave vector are derived. Dependences of the wave numbers from the parameters of the system 
for localized states in various private cases are explicitly expressed. A two-dimensional case deter-
mined by a fi xed value of the wave vector direction along the boundary of nonlinear medium is also 
considered. It is shown that if to select a control parameter the value of the interaction energy inten-
sity at the boundary then at its changing in the system of parameters one can get different types of 
localized states of an asymmetric type.

Keywords: Nonlinear Schrцdinger equation, plane defect, soliton, localized states, nonlinear 
waves. 
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