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Аннотация. В работе предложена модель формирования морфологии тетраподов ZnO, 
основанная на описании процесса полиморфного перехода от октаэдрических кластеров 
с кристаллической структурой сфалерита B3 к четырем стрежневым кристаллам со струк-
турой вюрцита B4 как разрыва топологического пространства роста на наномасштабе. При 
моделировании предкристаллизационного этапа формирования тетраподов в условиях 
динамического хаоса частиц методом системы итерированных функций используются 
параметры отображений, задающих ориентацию топологических пространств роста крис-
таллических элементов иерархической структуры тетрапода.
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финные отображения.

ВВЕДЕНИЕ
Управление многомерной геометрией нано-

материалов в настоящее время является одним 
из важных методов получения материалов с но-
выми свойствами. Топологические деформации, 
такие как закручивание планарного кристалла, 
могут существенно изменить его физические 
свойства через изменения пространственной 
симметрии кручением, трансляцией, измене-
нием хиральности [1].

В течение многих лет активно исследует-
ся наноформа мультиподов ZnO, особенностью 
которых является наличие растущих из единого 
центра стержневых кристаллов с гексагональной 
структурой вюрцита B4 [2]. Наиболее стабильно 
репродуцируемой мультиподной модификаци-
ей ZnO являются тетраподы t-ZnO, состоящие 
из четырех кристаллов B4, растущих по четы-
рем направлениям [0001] из общего центра сим-
метрично к вершинам тетраэдра (рис. 1). Шири-
на, длина, форма стержневых кристаллов могут 
меняться, инвариантами остаются связность че-
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тырехэлементной структуры и наличие симмет-
рии направлений роста четырех кристаллов из 
центра тетрапода.

Технологической средой формирования t-ZnO 
является динамический хаос взаимодействую-
щих кластеров, обусловленный высокими экстре-
мальными значениями параметров температуры 
~1300 K [3], давления паров цинка PZn, концентра-
ции частиц nZn и скоростью окисления цинка кис-
лородом RZnO [4], что повышает вероятность флук-
туационных нелинейных процессов и полиморф-
ных переходов в растущих кластерах ZnO.

Фазовые переходы между метастабильной 
кубической фазой сфалерита B3 и равновесной 
гексагональной фазой вюрцита B4 могут служить 
причиной предсказуемых изменений симмет-
рии при формировании нанокристаллов в нерав-
новесных условиях и образования морфологии 
иерархической структуры t-ZnO [5, 6].

Структурная неоднородность и воспроиз-
водимость характерной морфологии, хорошая 
электронная проводимость в сочетании с высо-
кой химической стойкостью делают t-ZnO перс-
пективным материалом для применения в газо-
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вых и жидкостных сенсорах [7], датчиках УФ-из-
лучения [8], в световых и ультрафиолетовых из-
лучателях и сенсорах [9], лазерах [10], элементах 
солнечных батарей [11].

Несмотря на то что полное кристаллическое 
строение t-ZnO хорошо изучено, до сих пор от-
сутствует единое представление о механизме его 
формирования и и обощенная модель роста в ус-
ловиях газотранспортного синтеза (ГТС) [12, 13].

Целью работы является построение модели 
формирования морфологии тетраподов ZnO, ос-
нованной на описании процесса полиморфного 
перехода от октаэдрических кластеров с крис-
таллической структурой сфалерита B3 к четырем 
стрежневым кристаллам со структурой вюрци-
та B4 как разрыва топологического пространс-
тва роста на наномасштабе.

ОПИСАНИЕ ОБЪЕКТА 
МОДЕЛИРОВАНИЯ

Иерархичность структурной организации 
выявляется составной природой вышестоящих 
уровней по отношению к нижестоящим [17]. Та-
ким образом, единичный t-ZnO является простей-
шей иерархической кристаллической системой с 
двумя уровнями структурной организации:

1. Монокристалл с гексагональной структу-
рой B4.

2. Наноформа t-ZnO, представляющая собой 
разрывное симметричное объединение дискрет-
ных разделенных одномерных монокристаллов 
со структурой B4, объединенных посредством 
общего ядра с симметрией тетраэдра В3.

Структурирование t-ZnO на уровне нанофор-
мы, хотя и связано с кристаллическим строением 
стержневых кристаллов, подчиняется законам 
формирования, отличным от законов, управля-
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ющих ростом одиночных нитевидных кристал-
лов. Таким образом, проявляется принцип не-
возможности полной редукции в иерархических 
системах: сведения методов описания и свойств 
высших иерархических уровней к языку описа-
ния и свойствам низших иерархических уров-
ней [14]. Границы каждого кристалла в зоне их 
соприкосновения являются разрывами в конти-
нууме трансляционного роста, и возникает пра-
вило запрета на возможные направления роста, 
порожденное структурной организацией на бо-
лее высоком уровне иерархии.

В нашей предыдущей работе [15] определе-
ны единственные среди теоретически исследо-
ванных полиэдрических кластеров стабильные 
формы ядра t-ZnO, кинетически устойчивые в 
условиях газотранспортного синтеза – октаэдры 
Zn85O80 и Zn146O140 со структурой B3. Таким обра-
зом, найдено дополнительное подтверждение 
модели образования t-ZnO из октаэдрическо-
го ядра со структурой B3 [8]. В таком случае, на 
уровне наноструктуры параметрами порядка, 
передаваемыми от высшего уровня иерархии к 
низшему и определяющими взаимные направ-
ления роста в ногах на начальном этапе морфо-
генеза t-ZnO, являются не свойства кристалла 
равновесной модификации B4, а морфологичес-
кие свойства октаэдрического ядра, порождаю-
щего слабосвязанные взаимно ориентирован-
ные стержневые кристаллы B4 первого поколе-
ния иерархического роста (рис. 2). 

Стержневые монокристаллы, формирующие 
t-ZnO, как элементы низшего уровня иерархии, 
могут легко разделяться по плоскостям двой-
никования, возникающим в центре t-ZnO из-за 
несовместимостей взаимоориентированных в 
сложившихся конфигурационных условиях ре-

Рис. 1. Тетраподы ZnO. а, b — разные увеличения [2]
[Fig. 1. ZnO tetrapods. a, b – different magnifi cations [2]]
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шеток B4 [16]. Так как с математической точ-
ки зрения структура t-ZnO объединяет четыре 
простран ства роста кристалла B4, в каждом из 
которых действуют независимые внутренние за-
коны кристаллического структурирования, то к 
ней применимо топологическое описание про-
странства роста t-ZnO.

ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
СТРОЕНИЯ ТЕТРАПОДА ОКСИДА 

ЦИНКА
Изолированный от массива тетрапод форми-

руется в трехмерном метрическом пространстве 
действительных чисел �3 с обычной топологией. 
Однако по признакам разделенности кристалли-
ческих ног, установленным морфологическим 
анализом и дифрактометрическими исследова-
ниями [17], каждая из них растет в собственном 
пространстве роста кристалла B4.

Таким образом, на этапе образования ядра в 
топологическом пространстве (ТП) роста сфале-
ритного кристалла (XB3) положения атомов оп-
ределяются множеством возможных положений 
атомов в кристалле сфалерита B3, растущем с 
равной вероятностью по приоритетным крис-
таллографическим направлениям [111] (рис. 2). 
Разбиение [18] XB3 на элементарные кубические 
ячейки кристаллической решетки B3 фиксирует 
возможные положения для атомов в ядре. Пре-
дельной и стабильной формой ядра тетрапода 
принимается октаэдр Zn146O140 [15], квантово-
химически неоптимизированное строение ко-
торого эквивалентно замкнутому подмножест-

ву ZB3
 Ã XB3 (рис. 3a).

При дальнейшем росте ТП XB3 разрывается 
вокруг сохраняющегося ядра ZB3 на четыре облас-
ти роста вюрцитного кристалла XB4|i , i = 1, …, 4. 
Здесь и в дальнейшем для разделения подстроч-
ных индексов в тексте используется символ «|».

С точки зрения теории графов, структура, 
включающая октаэдрическое ядро и четыре 
кристалла, растущие перпендикулярно его не-
пассивированным граням (111), является ори-
ентированным нециклическим графом [18, 19] 

ZB3
∼= Zn146O140

ZB3 ⊂ XB3

ZB3

XB4|1

XB4|2

XB4|3 XB4|4

XB4|1

XB4|2

XB4|3 XB4|4

Рис. 2. Направления [0001] роста кристаллов B4 
из октаэдрического ядра Zn146O140 со структурой 
B3 [18]. Светлые атомы — цинк, темные атомы — 

кислород
[Fig. 2. [0001] crystal growth directions in four B4 

crystals forming on the B3 octahedral Zn146O140 
nucleus. Bright atoms – Zn, dark atoms – O]

                                a                                                                b                                                             c
Рис. 3. Графы, отражающие эволюцию строения t-ZnO на этапах: а – образования октаэдрического ядра 
ZB3; b – формирование на гранях ядра пространств роста кристаллов со структурой B4 {XB4|i , i = 1, …, 4}; 
c – истощение и исчезновение ядра с сохранением взаимной ориентации направлений [0001] в ТП 

{XB4|i , i = 1, …, 4}
[Fig. 3. Graphs refl ecting the t-ZnO structure evolution. a – formation of the ZB3 octahedral nucleus; b – forma-
tion of the B4 crystal growth topological spaces {XB4|i , i = 1, …, 4} on the facets of the Zn146O140 nucleus; c – dis-
solution of the nucleus and preservation of the confi guration of four [0001] B4 crystal growth directions in 

{XB4|i , i = 1, …, 4}]
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с центральным узлом – ядром со структурой B3, 
смежными вершинами – кристаллами B4 и смеж-
ными направленными ребрами графа – задан-
ными ядром направлениями роста в кристал-
лах B4 от центра к вершинам (рис. 3b). На этом 
этапе роста ТП представляет собой топологи-
ческую дизъюнктную сумму (ZB3 ∪ XB4|1 ∪ XB4|2 
∪ XB4|3 ∪ XB4|4) из попарно непересекающихся ТП 
{XB4|i , i = 1, …, 4} и множества ZB3.

Возможные положения атомов в каждом ТП 
{XB4|i , i = 1, …, 4} задаются симплициальным раз-
биением на тетраэдры, формирующие ГПУ ре-
шетку B4. Так как кристаллическая структура ок-
сида цинка состоит из атомов двух типов – Zn и 
O, каждое пространство XB4|i разделяется на два 
подмножества XB4|i|Zn и XB4|i|O, задаваемых транс-
ляцией позиций атомов Zn и O в кристалличес-
кой структуре B4.

Так как число атомов в октаэдрическом ядре, 
как диагностируемое экспериментально, так и 
рассчитанное в модельном ядре Zn146O140, мно-
го меньше числа атомов в вюрцитных ногах тет-
рапода, |ZB3| ∏ |XB4|i| ≈ 10–9 или равно нулю, при 
моделировании структуры t-ZnO октаэдричес-
ким ядром можно пренебречь, что повлияет на 
структуру графа (рис. 3c) и ТП роста t-ZnO при 
моделировании. Тогда атомы Zn и O будут за-
нимать допустимые положения, согласно про-
странству:

 X XB i
i

t-pod =
=

4
1

4

|  .   (1)

Каждое из пространств XB4|i задано непрерыв-
ным отображением компактного пространства 

роста конечного вюрцитного кристалла XB4|0, и 
существует система функций отображения:
 F f f X Xi Bt-pod t-pod= º Æ{ , , } : ,|1 4 0  (2)
действием каждой из которых на XB4 задается 
взаимное расположение отображенных про-
странств из Xt-pod в соответствии с симметрией 
непассивированных  поверхностей ядра  ZB3 
(рис. 4).

При наличии заданного конечноразмерного 
исходного стержневого кристалла XB4|0 со струк-
турой вюрцита, центрированного в начале де-
картовых координат (0,0,0) и ориентированного 
так, чтобы r[0001] � rz, где r[0001] – кристаллографи-
ческое направление [0001] в XB4|0 и rz – направ-
ление оси координат z, каждая из функций fi мо-
жет быть задана последовательным действием 
функций трансляции и поворота.

В реальных условиях направление рос-
та [0001] в каждом из кристаллов B4 структу-
ры t-ZnO является приоритетным, и каждый из 
кристаллов B4 вырастает «вытянутым» от цен-
тра и «сжатым» по боковым граням. Тогда, при 
добавлении предварительных отражений сжи-
мающего скейлинга, полный вид функций аф-
финных отображений из системы:
 F f f X Xaff affaff aff i R= º Æ{ , , } : ,| |1

где XR Ã 3
, примет вид

 " = Æf f f X Xfi rot i tr i R aff isc i[ ]: ,| | ||   (3)

где fsc|i, ftr|i и frot|i – отражения скейлинга, трансля-
ции и поворота, соответственно.

Тогда в оптимизированном матричном 
виде: 

XB4

XB4|0 ⊂ XB4

XB4|1

XB4|3

XB4|4 XB4|2

f1

f3

f4

f2

Рис. 4. Задание ТП {XB4|i, i = 1, . . ., 4} через действие отображений (2) 
на ТП XB4|0 роста кристалла со структурой B4

[Fig. 4. Defi ning the topological space {XB4|i, i = 1, . . ., 4} as maps of an initial XB4|0 B4 crystal 
growth topological space]
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где yi и ji – параметры поворота, sx и sz – пара-
метры скейлинга относительно осей координат 
x и z, соответственно, a – размер исходного про-

странства XB4|0, а a
sz◊
2

 – параметр трансляции по 

оси z, позиционирующий отражения XB4|i осно-
ванием в начале координат.

Полный набор параметров функций из (2) 
для получения конфигурации тетрапода указан 
в табл. 1. Действие отображений (4) с парамет-
рами из табл. 1 на множество XB4|0, обозначенное 
большим кубом, показано на рис. 5а. 

Из-за искажений скейлинга будет происхо-
дить сжатие и растяжение параметров решетки 
B4. Для сохранения физического смысла про-
странств роста кристалла B4 рассматривается 
множество:

 X f X Xaff i R B i
i

t-ZnO = «
=

( ( ) ),| | |0 4
1

4


где XR|0 – подмножество пространства �3 разме-
ра а исходного кристалла XB4|0, позиционирован-
ное центром в начале координат. 

Пример множества Xt-ZnO, полученного для 
кристалла XB4|0 с формой гексагональной при-
змы с использованием параметров из табл. 1, 
показан на рис. 5b. Для наглядности параметр 
sx увеличен до 0.54. 

НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ 
ФОРМИРОВАНИЯ ТЕТРАПОДОВ 

ОКСИДА ЦИНКА
Самопроизвольное образование иерархи-

ческих структур t-ZnO указывает на системный 
и эволюционный процесс, включающий пере-
ход цинка к хаотической системе газа при ис-
парении и выход окисленного цинка из хао-
тической системы с образованием t-ZnO. Вне-
шние параметры порядка – открытая система 
газотранспортного синтеза ZnO и непрерывное 
поступление вещества в зону реакции – в сово-
купности с внутренними свойствами кристал-
лического структурирования и кинетики фор-
мирования ZnO создают необходимые условия 
для поддержания функционирования системы 
генерации t-ZnO как программы стремления к 
конечному эталону, или гомеостаза. Такую сум-
марную цель-эталон системы, к которой будет 
стремиться пространство ее возможных состо-

                                a                                                                b                                                             c
Рис. 5. a — Отображения Xaff топологического пространства  XR|0, обозначенного большим кубом; b — 

множество Xt-ZnO, c — аттрактор At-ZnO, порожденный t-ZnO
[Fig. 5. a – Xaff|i maps of the XR|0 topological space. XR|0 is depicted as the larger cube; b – Xt-ZnO growth topo-
logical space; c – At-ZnO attractor yielded by t-ZnO. Dots related to different topological spaces of crystallisa-

tion are marked with different colour]
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Таблица 1. Параметры поворота yi и ji 
и параметры скейлинга sx и sz для функций 

вида (4), задающие Xt-ZnO 

[Table 1. Rotation parameters yi, ji and scaling 
parameters sx и sz for functions of the type (4) 

defi ning Xt-ZnO]

i yi ji sx sz

1 0 0

0.15 0.8

2 0

p - arcsin
2 2

3
3

2
3
p

4 -
2
3
p
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яний, определяют взаимовлияния компонен-
тов внутри системы генерации тетраподов. Для 
диссипативных систем, рассеивающих энергию 
и информацию, к которым относится высоко-
температурная среда формирования t-ZnO, та-
кой эталон описывается аттрактором − множест-
вом размерностей меньшей, чем пространство 
диссипативной системы, к которому со време-
нем притягиваются близлежащие состояния вза-
имодействующей среды [14].

Моделирование формообразования иерар-
хических структур t-ZnO, распределенного во 
времени и зависящего от температуры в области 
синтеза, причинно-следственных связей между 
этапами формирования иерархических уровней, 
полиморфных превращений ZnO, находится за 
пределами возможностей метода трансляцион-
ного описания континуума кристалла группами 
симметрий Федорова и квантово-химических 
методов, которые рассматривают аттрактор дис-
сипативной системы как статическое однознач-
но-определенное состояние, не взаимодейству-
ющее с окружающей средой.

Взаимодействие октаэдрических кластеров 
в реакционной среде, приводящее к образова-
нию кристаллических структур, описывается в 
приближении 3D-механизма Фолмера–Вебера 
кристаллизации тонких пленок в условиях сла-
бой адгезии с подложкой, описываемого этапа-
ми образования массива островков-зародышей, 
их соединения в разреженную перколяционную 
структуру и последующего заполнения пустот и 
кристаллизации [6]. Принимая Zn146O140 со струк-
турой B3 единственно возможными стабильны-
ми островками-зародышами, формирующими 
разреженную перколяционная систему, крис-
таллизующуюся c полиморфном переходом из 
неравновесной фазы  B3 в равновесную фазу B4, 
процесс спонтанной кристаллизации с образо-
ванием самоорганизованного дискретного мас-
сива тетраподов t-ZnO в условиях динамическо-
го хаоса частиц в реакционном объеме проточ-
ного реактора ГТС определяется как технологи-
ческий цикл со следующими этапами:

1. Газотранспортный синтез ZnO.
2. Образование нанокристаллических ядер 

тетрапода со структурой B3.
3. Формирование динамических самоорга-

низованных предкристаллизационных перколя-
ционных структур из октаэдрических ядер.

4. Трансформация перколяционных струк-
тур в иерархические наноформы, состоящие из 
объединенных и ориентируемых общим октаэд-
рическим ядром кристаллических элементов со 

структурой равновесной полиморфной модифи-
кации вюрцита B4.

5. Образование дискретного однородного 
массива тетраподных кристаллических струк-
тур.

Разница в энергии образования и структур-
ные различия полиморфных модификаций B3 
и B4 не позволяют им существовать совместно 
в равновесных условиях [20]. Однако в высоко-
температурной зоне ГТС вероятность их обра-
зования становится близкой, и появляется воз-
можность их неравновесного сосуществования. 
Также несмотря на наличие причинно-следс-
твенных связей между этапами формирования 
иерархических уровней, экстремальные условия 
реакции окисления при T ª 1273 K, малые време-
на взаимодействия наночастиц и плотность га-
зовой фазы в зоне синтеза приводят к тому, что 
процессы окисления и образования наноформ 
в хаотическом процессе системно совмещают-
ся во времени и могут происходить повсемест-
но в зоне синтеза. Таким образом, параметри-
зация по времени при моделировании должна 
производиться неклассическими методами, сов-
мещая пошаговость фазовых превращений и не-
предсказуемость событий в хаосе высокотемпе-
ратурной газовой фазы.

Структура газофазной системы октаэдричес-
ких ядер и молекул ZnO в приближении беско-
нечного числа пренебрежимо малого размера 
частиц является бесструктурным множеством 
движущихся по хаотическим траекториям точек. 
ТП XR такой системы блуждающих по множеству 
�3 частиц в приближении бесконечной по раз-
меру реакционной среды линейно связно [21]. 
Тогда динамическое состояние перколяцион-
ной системы соответствует переходному состо-
янию между линейно связным ТП XR хаоса взаи-
модействующих частиц и несвязными ТП иерар-
хической кристаллической структуры Xt-ZnO

 X XR Æ t-ZnO ,
объединяющему свойства обеих систем и харак-
теризующимся  кинетической  нестабиль-
ностью [22].

Так как система ГТС t-ZnO является термо-
динамически открытой, с притоком материала 
в зону синтеза непрерывно увеличивается число 
частиц в газовой реакционной среде и количес-
тво вариантов их расположения в пространстве 
с течением времени не уменьшается, что подде-
рживает состояние динамического хаоса.

Вместо линейного перебора всех вариантов 
положения в пространстве и поворота каждо-
го из октаэдрических ядер, расчета межатом-
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ных потенциалов и оценки электростатических 
взаимодействий в каждый момент времени при 
эволюции хаотической динамической системы в 
зоне высокотемпературного синтеза, что прак-
тически неосуществимо при помощи существу-
ющих компьютерных средств расчета, предла-
гается оптимизация модели формообразования 
t-ZnO через принятие приближений, учитываю-
щих реальные условия ГТС t-ZnO:

1. Непрерывное поступление в открытую сис-
тему ГТС исходных компонентов Zn и O2.

2. Высокая плотность реакционной среды, 
приводящая к нуклеации ядер ZnO.

3. Наиболее вероятной формой ядра являет-
ся октаэдр Zn146O140 со структурой B3.

4. Наличие тетраэдрической симметрии ядер, 
определяющей их наиболее вероятное относи-
тельное расположение при соединении в пред-
кристаллизационные перколяционные системы 
по механизму Фолмера–Вебера.

5. Повсеместная трансформация каждого 
ядра при росте в четыре пространства образо-
вания кристалла B4.

6. Наличие сил притяжения между ядрами.
7. Моментальный рост образовавшихся крис-

таллов B4 в приоритетном направлении [0001] от 
центра перпендикулярно тетраэдрически взаи-
моориентированным непассивированным плос-
костям (111) ядра со структурой B3.

8. Наиболее вероятные сценарии структуро-
образования из-за высокой степени хаотичности 
в среде являются единственно возможными.

9. Размеры ядер и частиц в реакционной сре-
де пренебрежимо малы и могут быть представ-
лены точками.

10. Каждый тетрапод в однородном массиве 
формируется по одинаковым принципам.

Наличие притяжения между трансформиру-
ющимися и притягивающимися по тетраэдри-
ческой симметрии ядрами в массиве обуслав-
ливает появление системы аттракторов − мно-
жеств положений, к которым притягивается про-
странство равновесных состояний взаимодейс-
твующей динамической системы [14].

Развивающимся методом описания динами-
ческих систем, обоснованным фундаментальной 
теоремой динамических систем Дугласа Нортона 
[26], является итерационное действие функций 
отражения компактных множеств в метрическом 
пространстве [27]. Для сложных стохастических 
систем с нелинейной динамикой наиболее раз-
работанным методом определения их аттрак-
торов является метод системы итерированных 
функций (СИФ) [25]:

  = º{ , , , , },X f f fN1 2   (5)

где {f1,  f2, . . . , fN} – функции непрерывного отоб-
ражения на топологическом пространстве X. 
СИФ, состоящую из функций вида (4) с парамет-
рами из табл. 1, в дальнейшем будет обозначать-
ся t-ZnO.

Используя алгоритм «игры хаоса» (chaos game) 
[26] для системы функций t-ZnO, формируется об-
раз аттрактора At-ZnO, который будет являться об-
разом стягивающейся динамической перколяци-
онной системы, в каждой точке которой с физи-
ческой точки зрения происходит формирование 
октаэдрического ядра и его трансформация в че-
тыре тетраэдрически ориентированные и корре-
лированные с глобальной симметрией области 
формирования кристаллов B4 (рис. 5c).

Так как согласно принятым приближениям 
ядра в реакционной среде синтеза t-ZnO момен-
тально трансформируются в четыре тетраэдри-
чески ориентированные области, каждая точка в 
моделируемом аттракторе трансформирующей-
ся динамической системы будет обозначать об-
ласть сингулярности, в которой происходит раз-
рыв ТП роста ядра XB3 и его превращение в ТП 
Xt-ZnO роста четырех кристаллов B4, образующих 
структуру тетрапода: 
 X XB3 t-ZnO  .Æ  (6)

Такие точки обозначают области переход-
ных состояний между кристаллическими обра-
зованиями со структурами, определяемыми то-
пологическими пространствами XB3 и Xt-ZnO, и не 
имеют инвариантно определенной формы или 
внутреннего строения. Перестроение ТП явля-
ется аналогом управляемого наномасштабной 
симметрией полиморфного перехода, и будет 
далее называться наномасштабным полиморф-
ным топологическим переходом.

При постоянном притоке в зону реакции ре-
агентов концентрация частиц возрастает, пусто-
ты перколяционной структуры заполняются со-
гласно механизму Фолмера–Вебера, и система 
кристаллизуется в топологическом пространстве 
Xt-ZnO. На этом этапе моделирования точки при-
обретают физический смысл атомарных класте-
ров, атомы которых занимают ближайшие и гра-
ничащие с растущим ядром положения в крис-
таллических решетках B4 в соответствии с раз-
биением пространства Xt-ZnO на позиции атомов 
Zn или O. Таким образом, аттрактор At-ZnO Ã �3 
вырождается в подмножества дискретных то-
пологических пространств из Xt-ZnO, формируя 
модель морфологии t-ZnO и его иерархической 
кристаллической структуры.
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Установлено правило принадлежности 
сгенерированной точки xn в аттракторе СИФ  
(5) области притяжения топологического про-
странства Xi в соответствии с породившей ее 
функцией отображения fi (4): чтобы определить, 
к какому из топологических пространств крис-
таллизации {Xi, i = 1, ..., N} принадлежит сгенери-
рованная итерационным процессом «игры хао-
са» [25] точка, ей в соответствие ставится поро-
дившее ее аффинное преобразование из масси-
ва {fi , i = 1, ..., N }:
 xn Æ (xn,i) , (7)
где i – индекс функции fi Œ , породившее точ-
ку xn. Применение правила к At-ZnO проиллюст-
рировано на рис. 5c, где каждая область аттрак-
тора выделена отдельным цветом.

Несмотря на то, что в модели формирования 
перколяционной системы непосредственно от-
сутствуют элементы, соответствующие атомам 
Zn и O, процессом ее формирования управляют 
установленные экспериментально или теорети-
ческими квантово-химическими расчетами ха-
рактеристики нанокристаллов ZnO, кинетичес-
кие особенности их роста и полиморфных пре-
вращений, соответствующие термодинамичес-
ким условиям в зоне синтеза. Таким образом, 
замена области XB3 на XB4 при использовании 
параметров из табл. 1 и функций отображения 
(4) при переходе:

 X XB3
t-ZnO

t-ZnOæ Æææ  (8)
для описания этапа формирования перколяци-
онной системы при формировании t-ZnO мето-
дом построения аттрактора СИФ обоснована. В 
образующихся четырех новых областях формо-
образования благодаря действию трансформа-
ции скейлинга заранее задано свойство анизот-
ропии роста кристаллов B4.

Стохастичность процесса производства ат-
трактора СИФ делает его подобным естествен-
ному. Численные ошибки при вычислении не 
играют роли, так как независимо от координа-
ты отражаемой точки, продолжается процесс 
схождения к аттрактору At-ZnO с каждой следую-
щей итерацией.

Углы между областями формирования ат-
трактора могут отклоняться от идеальной сим-
метрии тетраэдра, создавая более реалистич-
ные модели [27].

Оптимизация расчетов заменой многоэле-
ментного отражаемого множества при итера-
ционном процессе формирования аттрактора 
СИФ [25] одноточечным множеством позволя-
ет снизить требования к вычислительной тех-

нике, генерируя массив со скоростью порядка 
105–106 точек в секунду.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Природа процесса формирования перколя-

ционной структуры как стохастического вызва-
на флуктуационным характером изменения па-
раметров локального давления, концентрации 
и температуры в зоне реакции. С другой сторо-
ны, реплицируемость процесса превращения 
(8) объясняется оптимизированными термо-
динамическими условиями, в которых при ГТС 
нуклеация и трансформация образующихся на-
нокристаллов ZnO в силу свойства полиморфиз-
ма и параметров кристаллических решеток B3 и 
B4 может происходить только в соответствии с 
наномасштабным полиморфним топологичским 
переходом (8). Таким образом, процессы поли-
морфных превращений нанокристаллических 
структур ZnO в хаосе высокотемпературной га-
зовой фазы приводят к коллективному синер-
гетическому процессу формирования самоор-
ганизованных структур t-ZnO.

Топологический подход открывает возмож-
ности для моделирования более сложных де-
ндритных структур, состоящих из монокристал-
лических элементов, также классифицируемых 
как структуры ориентированного присоедине-
ния [28], и фрактальных наносистемы [29, 30].

Таким образом, разработана топологическая 
модель тетраподов ZnO и произведена матема-
тическая идентификация иерархической струк-
туры тетрапода как четырех связанных тополо-
гических пространств роста кристалла B4. Топо-
логические пространства формирования тетра-
пода задаются аффинными отображениями про-
странства роста вюрцитного кристалла B4. Пере-
ход от роста октаэдрического ядра со структурой 
B3 к росту четырех кристаллов B4, образующих 
иерархическую структуру тетрапода, рассматри-
вается как разрыв топологического пространс-
тва роста кристалла B3 на наномасштабе.

Определен нанотехнологический цикл са-
моорганизации тетраподов оксида цинка хаос – 
ядро – перколяционная система – кристалл, в ко-
тором наблюдается топологический переход от 
линейно связного топологического пространс-
тва газовой среды к несвязным ТП иерархичес-
кой кристаллической структуры тетрапода.

Разработан метод моделирования формооб-
разования иерархических наноструктур постро-
ением аттрактора СИФ. Управлением парамет-
рами аффинных отображений СИФ осуществим 
переход от динамического хаоса массива класте-
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ров к модели перколяционной системы с задан-
ным законом трансформации и притяжения эле-
ментов массива. При моделировании предкрис-
таллизационного этапа формирования t-ZnO ме-
тодом СИФ используются параметры аффинных 
отображений, задающие ориентацию топологи-
ческих пространств роста кристаллических эле-
ментов структуры тетрапода.

Установлено правило принадлежности точки 
в аттракторе нелинейной стохастической дина-
мической системы топологическому пространс-
тву кристаллизации в соответствующей само-
организованной иерархической кристалличес-
кой структуре.
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Abstract
Objectives. Development of a generalised mathematical model of zinc oxide tetrapod hierarchi-
cal nanocrystals formation under the conditions of dynamic chaos of particles during vapor 
transport synthesis.
Methods and methodology. Topological analysis of nanoscale polymorphic transformations, 
nonlinear dynamics of self-assembled structures formation in stochastic media. An algorithm to 
construct an attractor of an affi ne iterated function system with parameters determined by ex-
perimental diagnostic methods: electron microscopy, diffraction studies, and numerical methods 
of quantum-chemical calculations for nuclei of hierarchical nanoforms.
Results. The classifi cation of tetrapods as hierarchical structures was established; he chaos – nu-
cleus – percolation system – crystal technological cycle of zinc oxide tetrapods formation was 
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defi ned; the tetrapod structure was mathematically identifi ed as four linked topological spaces of 
B4 crystal growth; the zinc oxide tetrapod formation modelling method was developed by yielding 
an attractor an iterated function system; the rule of relation linking a dot in the nonlinear stochas-
tic dynamic system model attractor with the topological crystallisation space of the self-assembled 
hierarchical crystal structure was established.
A theoretical approach for modelling 3-D hierarchical crystal structures characterised by novel 
physical and topological properties as opposed to a monocrystal was developed. The model al-
lows interactive shape modifi cations and classifi es structures by topological and symmetrical 
properties.
Conclusion. The crystallisation of zinc oxide tetrapods occurs in four linked topological spaces 
modelled as continuous maps of a B4 crystal growth space. The transition from the zinc blende 
core growth to the growth of four wurtzite crystals that constitute the tetrapod hierarchical 
structure is considered as a topological space transformation during а nanoscale polymorphic 
change. The topological approach coupled with the affi ne iterated function system method may 
be applied to modelling precrystallisation stages of multipods, as well as dendritic crystal struc-
tures and fractal nanocomposites, and has the capacity to predict their morphology and char-
acterise their structural properties.

Keywords: topological space, crystal polymorphism, hierarchy, dynamic chaos, self-assembly, 
IFS, fractal, affi ne transformations.
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