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Аннотация
В последние двадцать лет бурно развивается теория «хаотического перехода первого порядка» (ХФП) из 
переохлажденной жидкости в идеальное стекло. Теория сформулирована таким образом, чтобы описать переход 
из начального равновесного состояния в конечное метастабильное состояние, не прибегая к рассмотрению 
промежуточных кинетических процессов. В англоязычной литературе ХФП и его реализация для практически 
важных молекулярных систем (многокомпонентные жидкости с различными потенциалами межмолекулярного 
взаимодействия, гелеобразные системы и т. д.) получили бурное развитие, однако в русскоязычной литературе эти 
исследования практически не отражены. В нашей работе мы приводим обзор публикаций по данному направлению.
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Введение
В статистической физике равновесных сис-

тем макроскопическое тело рассматривается как 
бесконечно большое число одинаковым образом 
устроенных подсистем (копий). В каждой из ко-
пий межмолекулярное взаимодействие задает-
ся одинаковым образом, что обеспечивает од-
нородность тела на микроскопическом уровне.  
Статистическое распределение каждой подси-
стемы по различным состояниям описывается 
гиббсовской экспонентой. Это является след-
ствием эргодической гипотезы, согласно кото-
рой средние значения макроскопических вели-
чин равны их средним значениям по ансамблю 
Гиббса. С помощью распределения Гиббса мо-
жет быть вычислено среднее значение любой 
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физической величины либо непосредственно с 
помощью статистического интеграла, либо с по-
мощью частичных функций между одновремен-
ными положениями нескольких частиц в задан-
ных точках пространства.

Для метастабильных состояний эргодическая 
гипотеза не выполняется. Хаотическое распо-
ложение частиц в фиксированных точках про-
странства приводит к локальной микроскопи-
ческой неоднородности. В настоящее время су-
ществует два представления о структуре аморф-
ного состояния. Феноменологические подходы и 
метод частичных функций распределения рав-
новесной статистической физики. Феноменоло-
гический подход [1] основывается на интуитив-
ных соображениях о локальной структуре сте-
кла и ее связи с температурами стеклования и 
размягчения стекла, однако не дает физическо-
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го понимания о процессе стеклования расплава 
[2]. Попытка дать микроскопическое обоснова-
ние «оседлого» времени жизни частицы в рас-
плаве дана в работе [3].

В методе частичных функций распределе-
ния [4] стеклообразное состояние реализуется 
при соответствующем повышении плотности 
или понижении температуры метастабильной 
системы. Переход в стеклообразное состояние в 
значительной мере обусловлен кинетическими 
явлениями, зависящими от скорости теплоотво-
да и времени структурной перестройки. Поэтому 
остается открытым вопрос о том, как исходные 
представления, характерные для термодинами-
чески равновесных состояний, применимы для 
описания метастабильных состояний. 

В работах Роблеса [5], Франца [6, 7] были 
сформулированы эвристические соображения о 
переходе из переохлажденной жидкости в «иде-
альное стекло». Прогресс был достигнут в рабо-
те Мезарда и Паризи [8] и последующих рабо-
тах [3, 9–27], в которых была сформулирована 
теория реплик «хаотического перехода перво-
го порядка» (random first order phase transition 
– RFOT) на основе модернизированного метода 
частичных функций распределения. Реплики – 
это одинаковые копии подсистем; как и в тер-
модинамически равновесных системах, внутри 
каждой из них межмолекулярное взаимодей-
ствие задается одинаковым образом. Однако 
между репликами теперь осуществляется вза-
имодействие. Параметры этого взаимодейст-
вия подбираются таким образом, чтобы среднее 
расстояние между частицами было меньше, чем 
в жидкости. По существу, это является критери-
ем отличия переохлажденной жидкости от иде-
ального стекла. Таким образом, удается описать 
переход из начального равновесного состояния 
в конечное метастабильно состояние, не при-
бегая к рассмотрению промежуточных кинети-
ческих процессов. В англоязычной литературе 
RFOT и его реализация в той или иной степени 
для практически важных молекулярных систем 
(многокомпонентные жидкости с различными 
потенциалами межмолекулярного взаимодей-
ствия [28–31], вязкие и гелеобразные жидкости 
[32–39], коллоиды [40–41], лекарственные рас-
творы [42–43], аморфные полимеры [44], поли-
дисперсные кристаллы [45–48] и т. д.) получи-
ли бурное развитие, однако в русскоязычной 
литературе это направление не отражено. По 
существу, теория реплик по значимости стоит 
в одном ряду с формулировкой каноническо-
го распределения Гиббса и метода интеграль-

ных уравнений статистической теории термо-
динамически равновесных жидкостей. Однако 
важно подчеркнуть, что RFOT не дает никако-
го представления о релаксационных процессах. 
Интегральные уравнения для частичных функ-
ций распределения дают только представление 
о структурных характеристиках термодинами-
чески равновесных и метастабильных состоя-
ний, достигаемых на бесконечно больших вре-
менных интервалах. Микроскопическое описа-
ние кинетических процессов в плотных газах 
и жидкостях базируется на цепочке уравнений 
Боголюбова [49] для неравновесных, частичных 
функций распределения. Это направление ин-
тенсивно развивается, однако подробное рас-
смотрение не входит в нашу задачу. Отметим 
лишь несколько работ, непосредственно при-
мыкающих к рассматриваемым нами вопросам. 
В работах [50–51] рассматриваются различные 
аспекты уравнений Боголюбова и Больцмана, в 
частности для гранулированных сред [52]. В ра-
боте [53] – развита модель дискретного изме-
нения скоростей в молекулярной системе. Раз-
личные асимптотики физических величин флю-
ида низкой плотности приведены в [54]. Про-
цессы переноса в системе твердых сфер анали-
зируются в [55]. 

Стоит упомянуть также работы, посвящен-
ные различным термодинамическим [56–61], 
статистическим [62–66] и кинетическим [67–68] 
аспектам описания переходов из жидкого в твер-
дое состояние для твердых сфер и многомерных 
гиперсфер [69–71].

2. Теоретическая часть

2.1. Метод частичных функций распределения 
в физике жидкостей

Статистическая физика жидкостей основана 
на цепочке уравнений ББГКИ (Боголюбова–Бор-
на–Грина–Кирквуда–Ивона) для l-частичных 
функций распределения Gl i l i, , ( , , )º = ºr r , эк-
вивалентных каноническому распределению 
Гиббса. Взаимодействие частиц осуществляет-
ся  посредством парного потенциала Fij ijr( ) , где 
rij = -r ri j  – расстояние между центрами частиц 
i , j . Последовательным исключением старших 
функций распределения из цепочки, уравнения 
ББГКИ преобразуются к уравнению Орнштейна–
Цернике (ОЦ) [72-73] для одно- и двухчастичных 
функций распределения
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Интегрирование ведется по координатам 
i-ой частицы, d i d i( ) = r  , n – плотность. Однoча-
стичную функцию распределения всегда мож-
но представить в виде G kTi i i= - +exp( / )F w , 
где первое слагаемое в показателе экспоненты 
описывает непосредственное взаимодействие 
частицы с внешним полем Fi , а второе, опос-
редованное взаимодействие, через окружаю-
щую среду. Химический потенциал m  опреде-
ляется из условия перехода к пространствен-
но-однородной системе в отсутствие внеш-
них полей. Парная корреляционная функция 
h kTij ij ij= - + -exp( / )F w 1  выражается через не-
посредственное взаимодействие двух частиц Fij  
и их опосредованное взаимодействие с окру-
жающей средой w ij . Прямые корреляционные 
функции Cij

k( )

C h h Mij ijij ij ij ij
1 11 2( ) ( )= - - +w w/ ( ) ; 

C h Mijij ij ij
2 2( ) ( )= - +w 		

(2)

выражаются через бесконечные функциональ-
ные ряды M ij

1( ) , M ij
2( )  от искомых функций рас-

пределения. При решении конкретных задач в 
этих рядах оставляют только те слагаемые, ко-
торые поддаются суммированию, а остальные 
не учитываются. В результате получается связь 
между прямой и парной корреляционной функ-
цией (замыкание), что сводит уравнение ОЦ к 
приближенным нелинейным интегральным 
уравнениям, которые решаются численно. Наи-
более известными из них являются гиперцепное, 
Перкус–Йевика, Роджеса–Янга, Мартынова–
Саркисова [72–75].

Важное значение имеет случай простран-
ственно-однородных изотропных сред (объ-
ёмные жидкости в отсутствии внешних полей 
и вдали от ограничивающих поверхностей), в 
которых: G1 1r( ) ∫ , w1 0r( ) ∫ , C C r12

1
12
1

121 2
( ) ( ), ( )r r( ) =

. В результате первое уравнение системы (1-2) 
вырождается в определение избыточного хи-
мического потенциала m = =ln consta . Второе 
уравнение системы определяет прямую кор-
реляционную функцию C C r12

2
12
2

121 2
( ) ( ), ( )r r( ) = , для 

вычисления которой существуют хорошо раз-
работанные методы. Отметим, что в уравне-
нии Перкуса–Йевика прямая корреляционная 
функция есть C r h12

2
12 12 12 1( )( ) exp( )= - -( )w . В ре-

зультате для системы твердых сфер экспонен-
циальная нелинейность сменяется квадратич-
ной нелинейностью, т. е. становится значитель-
но слабее. Тем самым оказывается возможным 
получить аналитическое решение для функции 
C r12

2
12

( )( )  [74, 76].

Для пространственно-неоднородных сис-
тем (молекулярная система вблизи твердой по-
верхности) функции G1 1r( ) , G12 1 2r r,( )  позволяют 
определить микроструктуру вещества и вычи-
слить все термодинамические параметры. Заме-
тим, что решение уравнений (1–2) для функций 
многих переменных требует больших числен-
ных расчетов. Для упрощения вычислений мож-
но заменить прямую корреляционную функцию 
C12

1
1 2

( ) ,r r( )  (так называемое синглетное прибли-
жение) её граничным значением C r12

1
12

( )( ) . Тог-
да, в зависимости от замыкания, применяемо-
го для вычисления, M ij

1( ) , получается то или иное 
нелинейное интегральное уравнение для одно-
частичной функции распределения, зависящей 
только от одной переменной – расстояния от ча-
стицы до поверхности. Данное уравнение также 
решается численно, однако уже не требует боль-
ших вычислительных ресурсов. Обзор решений 
приведен в работах [77–79]. 

Отметим, что аналитическое решение для 
одночастичной функции распределения воз-
можно лишь для частных случаев, например, для 
одномерной и двумерной задачи [80]. Для трех-
мерной системы твердых сфер, граничащей с 
твердой поверхности, аналитическое решение 
синглетного уравнения в приближении Перкус –
Йевика предложено в нашей работе [81]. Основ-
ная идея заключается в том, в отброшенные сла-
гаемые в (2) учитываются таким образом, чтобы 
они компенсировали все нелинейности. В силу 
аксиальной симметрии одночастичная функция 
распределения зависит только от координаты 
z – удаление частицы от твердой поверхности. 
В результате получается линейное интеграль-
ное уравнение

e n dz e r dr C rz z

z

w wp1 1 1 2

12

1 2 1

2

0
2 12 12 12

1
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( ) ( )

| |

( )( ) ( )- = - -

-

•
•

Ú Ú
ppn dz r dr C r

z z12 12 12 12
1

12
1 12

• •

Ú Ú| |

( ) ( ),
	(3)

где учтено, что частицы жидкости взаимодейст-
вуют с поверхностью посредством потенциала 
твердых сфер, соответственно Gi i= exp( )w . Дан-
ное уравнение является линейным интеграль-
ным уравнением Фредгольма второго рода и 
может быть решено аналитически, если ядро 
уравнения и правая часть вычисляются анали-
тически (ПЙ). Для остальных замыканий нужно 
предварительно обратиться к численному реше-
нию соответствующего интегрального уравне-
ния. Далее использовать стандартные библио-
теки прикладных программ для численного 
решения интегрального уравнения Фредгольма. 
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Такая процедура гораздо проще, чем решение 
системы уравнений (1)–(2) для функций многих 
переменных.
2.2. Основные представления о переходе 
жидкость – стекло

При быстром охлаждении жидкости ниже 
температуры кристаллизации Tf  она будет 
проходить через ряд метастабильных состо-
яний, прежде чем сформировать долгоживу-
щую аморфную фазу. Данное явление хорошо 
известно из многочисленных калориметриче-
ских измерений, диэлектрической и спиновой 
релаксации, ядерному магнитному резонансу 
и рассеянию нейтронов на разных материалах. 
Однако полное теоретическое рассмотрение до 
сих пор отсутствует, несмотря на явный про-
гресс в этом направлении [12–15]. Общепри-
нятым механизмом аморфизации переохла-
жденной жидкости является следующий. При 
температуре T Tc f<  кинетический переход в 
равновесное состояние предсказывается те-
орией фазовой связности, однако хаос (эрго-
дичность) разрушается динамическими про-
цессами. Калориметрические измерения пере-
охлажденных жидкостей показывают на быст-
рое изменение молярного объема или энталь-
пии как функции температуры; при значении 
калориметрической температуры стеклова-
ния T Tg c<  удельная теплоемкость Cp  дости-
гает максимума. Однако Tg  не является харак-
терным параметром материала, так как зави-
сит от скорости охлаждения; Tg  уменьшается 
с уменьшением скорости охлаждения. Таким 
образом, «калориметрический переход в сте-
кло» не является истинным фазовым перехо-
дом. Фактически температура Tg  фиксирует 
температуру, при которой время структурной 
релаксации становится сравнимой с экспери-
ментальным значением (обычно порядка ми-
нут или часов). Определение температуры Tg  
проведено из сопоставления максвелловского 
времени релаксации t hM G= •/  (где t  – сдвиго-
вая вязкость и G•  – мгновенный модуль сдвига) 
и экспериментальной величины texp =103  сек. 
При значении модуля сдвига G Nm•

-=109 2 , ти-
пичной для большинства материалов, это при-
водит к определению Tg  как температуры, при 
которой сдвиговая вязкость достигает значения 
t = ◊ ◊-1012 2N m c  (или 1013 ) пуаз.

При температурах T Tg<  переохлажденная 
жидкость все время находится в метастабиль-
ном состоянии, в то время как калориметриче-
ские измерения предсказывают «энтропийный 
кризис» Каузмана для температуры T TK= , при 

которой конфигурационная энтропия Sконф пе-
реохлажденной жидкости исчезает (обраща-
ется в нуль, становится несущественной). Воз-
можная связь между исчезновением Sконф и пе-
рестройкой времени структурной релаксации 
сильно переохлажденной жидкости задается 
феноменологическим соотношением Фогеля–
Фульчера–Таммана для сильновязких жидко-
стей h h= - -0 0exp( / ( ))A T T  . В дальнейшем было 
предположено, что T TK0 = . Подробный анализ 
шкалы времен структурной релаксации в стеклах 
приведен в работе [82]. Иерархия характерных 
масштабов длины при переходах из жидкости в 
стекло рассмотрена в [83–85].

Основной постулат заключается в том, что 
«энтропийный кризис» Каузмана предшествует 
переходу переохлажденной жидкости в стекло, 
соответствующему более низкому некристалли-
ческому минимуму температурной зависимости 
свободной энергии. Идеальное стекло характе-
ризуется хаотичным равновесным положени-
ем частиц в пространстве { }Xi  ( )1£ £i N . Такой 
«хаотический фазовый переход первого рода» в 
стекло имеет формальную аналогию с теориями 
«среднего поля» для моделей спинового стек
ла [10–11, 86–88]. Эта концепция была успешно 
применена в модели реплик («хаотический фа-
зовый переход первого рода»). Реплики или ко-
пии (клоны) многочастичной системы вводятся 
для определения параметра (конфигурационное 
перекрытие), позволяющего четко отличать пе-
реохлажденную жидкость от стекла. Такие два 
состояния не отличаются по типу пространст-
венной симметрии; их неупорядоченные ми-
кроскопические структуры очень похожи, в от-
личие от трансляционной симметрии кристал-
лов. Различные модификации RFOT рассмотре-
ны в работах [9, 22–25].

В общем случае в теории RFOT рассматрива-
ют m  штук реплик. Каждый атом данной репли-
ки взаимодействует со всеми атомами осталь-
ных m - 1  реплик. В самом простейшем варианте 
[89] рассматривают ( m = 2 ) две слабо связанных 
реплики и вычисляют статистические корреля-
ции между ними на основе численного решения 
интегрального уравнения в приближении ГПЦ 
и его термодинамически согласованной моди-
фикации – интегральное уравнение Роджерса – 
Янга (РЯ) в широкой области термодинамиче-
ских состояний. Показано, что существует три 
ветви решений для парной функции распреде-
ления в пределе стремления к нулю связи реплик 
в обоих уравнениях. Основным недостатком ра-
боты является то, что уравнение ГПЦ термодина-
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мически несогласованно и является грубым при 
высоких плотностях [74]. Равновесная термоди-
намика стекла вычисляется с помощью функци-
онала свободной энергии Морита и Хироике, ко-
торый допускает аналитические вычисления для 
произвольных значений числа реплик m , с по-
следующим предельным переходом m Æ 1  [12–
15]. Этот элегантный подход был впервые при-
менен к модели «мягких сфер» и их смесям и за-
тем обобщен на модель твердых сфер.

Результаты вычисления свободной энергии 
и конфигурационного перекрытия позволяют 
предсказать хаотический переход первого рода 
между переохлажденной жидкостью и стеклом. 
Современное состояние исследований в данной 
области отражено в монографии [90].

3. Метод реплик как способ описания 
перехода из жидкости в стекло 

3.1. Модель двух реплик
Пусть имеется N частиц каждой реплики 

(обозначенных индексами а, b), взаимодейст-
вующих отталкивательным потенциалом «мяг-
ких сфер»

v r r n( ) ( / )= e s ,		  (4)

где e  и s  характерные энергия и размер части-
цы, r s* /= N V3  – безразмерная плотность ( s  
– характерный размер частицы, V  – объем) и 
T k TB
* /= e . Соответственно, расстояния удобно 

измерять в безразмерных единицах x r= / s . 
Применимость потенциала (4) к реальным сис-
темам основана на двух предположениях. Пер-
вое предположение заключается в том, что за-
висимость термодинамических свойств от 
температуры и плотности будет определяться 
только одним параметром G = r* * // T n3 , а не r*  и 
T *  независимо. Поэтому избыточная свободная 
энергия Гельмгольца, приходящаяся на одну 
частицу, есть

F T
Nk T

f
ex

B

( , )
( ).ex

r = G 		  (5)

В то же время, парная функция распреде-
ления будет инвариантна относительно произ-
вольного масштабного параметра l  

g x T g x T( , , ) ( , / , / ).* * * *r l r l l= 3 12  	  (6)

Второе предположение подкрепляется дан-
ными численного эксперимента [91], где было 
показано, что для n =12  кристаллизация в гра-
нецентрированную кубическую решетку про-
исходит, если G G= = =r* * // .T f

1 4 1 15  [7, 88–89].

Учтем, что атомы одинаковых реплик взаи-
модействуют посредством парного потенциала 
v r v r v raa bb( ) ( ) ( )∫ = , в то время как парный по-
тенциал v rab( )  атомов разных реплик имеет ха-
рактер притяжения

n e eab ab ab( ) ( )x w x
c

x c
= - = -

+
È

Î
Í

˘

˚
˙

2

2 2

6

 	 (7)

константа с выбирается так, чтобы размер обла-
сти взаимодействия действия был меньше, чем 
среднее расстояние между соседними атомами 
d d* * //= -s r� 1 3 , т. е. A d/ *�1. Таким образом, 
благодаря сильному отталкиванию между ато-
мами реплики, ее атомы будут взаимодейство-
вать с большим числом атомов другой реплики. 
Для ненулевого значения eab  взаимодействие 
(2) продуцирует уменьшение среднего расстоя-
ния между атомами другой реплики при более 
низких температурах. Точное значение функции 
w r( )  несущественно, так как нас будет интере-
совать предел eab Æ 0 . Полная потенциальная 
энергия двух реплик равна

V x x v x x

v x x v x

N N i j i j
j ii

i j
j ii

i

, ({ },{ }) ( )

( ) (

1 2 1 1

2 2 1

= - +

+ - +
>

>

ÂÂ

ÂÂ --
>

ÂÂ xj
j ii

2 ),
	 (8)

где { },{ }x xi j
1 2  – набор координат частиц каждой 

из реплик. Равновесная структура системы двух 
реплик определяется двумя парными функция-
ми распределения, соответственно g x g x11 22( ) ( )∫  
и g x g x12 21( ) ( )∫ . Слагаемые, соответствующие 
перекрестному взаимодействию в формуле (8) 
нарушают масштабную инвариантность, прису-
щую взаимодействию мягких сфер (4), т. е. рав-
новесные свойства системы двух реплик зависят 
от двух термодинамических величин как функ-
ции параметра Г. Масштабная инвариантность 
восстанавливается для полностью некоррелиро-
ванных реплик ( e12 0= ) когда кросс- корреляция 
исчезает, так что g x12 1( ) =  для всех значений x . 
Пространственная корреляция между двумя 
репликами равна

q
N

w x xi i
i

N

1 2
1 2

1

1
, (| ).= -

=
Â  		  (9)

Отметим, что g x12( )  позволяет вычислить 
степень параметр порядка Q для конфигураций 
{ },{ }x xi j

1 2  двух реплик по формуле

Q q g x w x x dx= · Ò =
•

Ú1 2 12
0

24,
* ( ) ( )pr  	 (10)
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Если между двумя репликами корреля-
ция полностью отсутствует ( g x12 1( ) = ), то 
непосредственное вычисление по форму-
ле (10) «хаотичной пространственной кор-
реляции» параметра порядка, дает величину 
Q c dr = ( / )( / )*7 128 12 3p � . В переохлажденной 
жидкости Q будет стремиться к Qr , но можно 
ожидать будет больше, чем в идеальном стекле, 
поскольку координаты { },{ }

� �
x xi j
1 2 атомов двух ре-

плик будут фиксированы в произвольных равно-
весных точках { }Xi . Предполагается, что в тер-
модинамическом пределе при «хаотическом фа-
зовом переходе первого рода» происходит дис-
кретное изменение параметра порядка Q.
3.2. Интегральные уравнения 

Парные функции распределения g x11( )  и 
g x12( ) симметричной бинарной смеси двух ре-

плик могут быть вычислены решением урав-
нения Орнштейна–Цернике (OZ), связыва-
ющего парную корреляционную функцию 
h x g xij ij( ) ( )= -1  c прямой корреляционной функ-
цией c xij ( )  ( , )1 2£ £i j :

h x c x c h x c h x11 11 11 11 12 12( ) ( ) [ ( ) ( )*= + ƒ + ƒr 	 (11)

h x c x c h x c h x12 12 11 12 12 11( ) ( ) [ ( ) ( )*= + ƒ + ƒr ,	 (12)

где символ ƒ  обозначает операцию свертки, 
r*  – плотность каждой из двух эквивалентных 
реплик. Уравнение OZ должно быть дополнено 
уравнением связи (замыканием) между h x12( )  и 
c x12( ) . Заметим, что положительно определен-
ную парную функцию распределения всегда 
можно представить g x v x xij ij ij( ) exp[ ( ) ( )]= - +b w . 
Здесь мы выделили непосредственное (вакуум-
ное) взаимодействие v xij ( )  и опосредованное 
(коллективное) взаимодействие через окружа-
ющую среду w ij x( ) . В физике жидкостей наибо-
лее часто используются замыкания Перкус–
Йевика (ПЙ), гиперцепное (ГПЦ), Мартынова – 
Саркисова (МС) и Роджерса–Янга (РЯ). Послед-
н и е  у д о б н о  з а п и с а т ь  д л я  ф у н к ц и и
g ij ij ijx h x c x( ) ( ) ( )= - , которые для трех первых 
замыканий имеют вид

g wij ijx x( ) exp( ( ))= -1, 

g wij ijx x( ) ( )= ,  		  (13)

g w wij ij ijx x( ) ( ) /= + 2 2

Отметим, что для отталкивающих потенци-
алов, и в особенности для потенциала твердых 
сфер приближение ПЙ лучше, чем ГПЦ. Однако 
при низких температурах и умеренной плотно-
сти для более реалистичных парных потенциа-

лов, имеющих притягивающую часть, уравнение 
ГПЦ дает лучшие результаты, чем уравнение ПЙ. 
Однако оба замыкания являются термодинами-
чески несогласованными: характеристики, вы-
численные по уравнению состояния и сжимае-
мости, дают ошибку 10 % и более [74]. Наиболее 
термодинамически согласованным является за-
мыкание Мартынова – Саркисова: его ошибка не 
превышает 2 % [72–73]. 

В теории RFOT обычно применяется либо за-
мыкание ГПЦ, либо замыкание РЯ

g x v x
f x x

f xij ij
ij ij

ij

( ) exp( ( ) [
exp( ( ) ( ))

( )
]= - ¥ +

-
b

w
1

1
,	(14)

где функция f x xij ij( ) exp( )= - -1 a , зависящая от 
подгоночных параметров a a11 22=  и a12 , делает 
замыкание РЯ термодинамически согласован-
ным. В пределе aij Æ •  ( f xij ( ) =1 ) получаем 
прежнее определение функции gij .

Решения двух интегральных уравнений (11)–
(12) впервые были получены [89] для значения 
e12 = 0 с помощью постепенного увеличения Г, на-
чиная из состояния стабильной жидкости (Г < Гf) 
до значения Г ≈ 2, соответствующего переохлаж
дённой жидкости. Сравнение значений g(x), по-
лученных при замыканиях ГПЦ и РЯ показыва-
ет, что решение для РЯ систематически более 
структурировано, чем для ГПЦ. Система с двумя 
репликами (e12 > 0) используется в попытке об-
наружить в уравнении состояния ветвь, соответ-
ствующую идеальному стеклу. Для каждого Г > Гf 
решения двух интегральных уравнений ищутся 
для конечных значений e12. Корректность полу-
ченных значений h12(x) и Q контролируется пра-
вильным предельным переходом при e12 стремя-
щемся к нулю. Установлено [89], что существует 
две ветви состояния стекла – стекло G1  и стекло 
G2 . Первая ветвь соответствует равновесному 
переходу из стекла в кристаллическое состоя-
ния. Вторая ветвь соответствует неравновесно-
му переходу в метастабильное состояние пере-
охлажденной жидкости. Перечислим основные 
соображения при получении таких результатов 
[89]. Если корреляция системы двух реплик при 
таком предельном переходе h12(x) = 0 и Q = Qr, то 
переохлаждённое состояние жидкости восста-
навливается. И, наоборот, при сильной корреля-
ции между конфигурациями (т.е. если h12(x) >> 0 
и Q >> Qr), система находится в состоянии иде-
ального стекла. Авторы работы [89] применили 
три различных алгоритма (a, b, c) для обнаруже-
ния ожидаемого хаотического перехода (RFOT) 
между переохлажденной жидкостью и идеаль-
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ным стеклом. В алгоритме a) авторы задают на-
чальное значение и постепенно увеличивают Г. 
Центральный пик появляется в h12(x) около x = 0, 
амплитуда которого постепенно растёт вместе с 
ростом Г, так как растёт связывание пар атомов 
в противоположных репликах. Алгоритмы b) и 
c) основаны на плавном переходе из «молеку-
лярного» состояния жидкости в идеальное сте-
кло путём постепенного снижения e0

12 с перво-
начально больших значений (порядка 1), соот-
ветствующего сильному связыванию пар атомов 
противоположных реплик. Наиболее наглядно 
разница между парной функцией распределе-
ния переохлажденной жидкости и идеального 
стекла видна на рис. 1. 

Заметим, что идеология RFOTдо сих пор 
применялась для описания пространственно-
однородных систем (в отсутствии внешних по-
лей и вдали от ограничивающих поверхностей). 
Мы предлагаем применить RFOT для описания 
структуры жидкости, граничащей с твердой по-
верхностью на основе уравнения (3). Предвари-
тельно ядро и правая часть уравнения (3) вычи-
сляется с помощью RFOT, а затем стандартны-
ми способами решается линейное интеграль-
ное уравнение. В результате появляется возмож-
ность описывать поверхностную аморфизацию 
переохлажденных жидкостей методами стати-
стической физики.

3.3. Парная структура и термодинамика 
Термодинамические свойства переохлажден-

ной жидкости на основе приближений ГПЦ и РЯ 
для жидкости твердых сфер без реплик ( e12 0= ) 
для параметра G G> f : избыточная внутренняя 
энергия на одну частицу u U Nk Tex ex B= / ; уравне-
ние состояния P G Gex B exP k T u( ) / ( )= - =r 1 4 ; сжи-
маемость c c c b r( ) / ( / )G = = ∂ ∂ -

T T
id

TP 1  могут быть 
вычислены из парной функции распределения 
g x( )  стандартными методами [49].

На основе ГПЦ приближения избыточный 
химический потенциал bmex  также выражается 
через функции h x( )  и c x( )  в соответствии с (11–
12). Избыточная свободная энергия на одну ча-
стицу затем находится из стандартного термо-
динамического соотношения fex ex ex( )G P= -bm , 
в то время как избыточная энтропия на одну ча-
стицу дается формулой

s S Nk u f

f f

ex ex B ex ex

ex ex

( ) / ( ) ( )

( ) ( ).'

G G G
G G G

= = - =

= -
4

В то же время приближение РЯ не дает пред-
ставления mex  (и соответственно fex ) через h x( )  
и c x( ) ; fex  однако вычисляется интегрировани-
ем внутренней энергии по параметру Г

f f u
d

ex ex ex( ) ( ) ( ) .G G G G
GG

G

= + ¢ ¢
¢Ú0 4

0

Рис. 1. Результаты расчета парной функции распределения g12(x) для замыкания РЯ. Г = 1.8. Пунктир – 
ветвь G1; пунктир с точками – ветвь G2; для сравнения приведена сплошная линия g(x) – парная функция 
распределения переохлажденной жидкости; все парные функции распределения изображены в лога-
рифмическом масштабе
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Начальная точка G0  может быть взята доста-
точно маленькой ( . )G0 0 5� , что позволяет с хо-
рошей точностью вычислить mex ( )G0  на основе 
ГПЦ приближения и соответственно провести 
интегрирование. 

Для области глубокого переохлаждения 
( )G G> f  атомные конфигурации { }xi  остаются 
в локальном минимуме свободной энергии про-
должительное время, совершая колебания вбли-
зи равновесных положений { }Xi . Это позволя-
ет разделить «конфигурационные» и энтропий-
ные вклады в свободную энергию и энтропию

f f f f fid ex c v= + = + , 

s s s s sid ex c v= + = + ,

где sc  определяет экспоненциально большое 
число метастабильных состояний в переохла-
жденной жидкостиN Nsm cª exp( ) .

Подробное рассмотрение методов вычисле-
ния различных статистических и термодинами-
ческих величин методами численного модели-
рования приведено в работах [92–98].

4. Обсуждение 
Отметим этапы развития теории классиче-

ских молекулярных сред.
Статистическая теория термодинамически 

равновесных классических молекулярных си-
стем базируется на каноническом распределе-
нии Гиббса. Для неидеальных газов малой плот-
ности статистический интеграл вычисляется в 
виде разложения по степеням плотности. Для 
плотных и жидкостей такое разложение практи-
чески не применимо при вычислении старших 
членов разложения.

Указанная проблема, в какой- то мере, устра-
няется в методе интегральных уравнений для 
частичных функций распределения. На данный 
момент получены интегральные уравнения, 
описывающие структурные и термодинамиче-
ские характеристики жидкостей с достаточной 
(для практически важных случаев) степенью 
точности. Однако некоторые фундаменталь-
ные проблемы не решены до сих пор. В частно-
сти, остается невыясненным вопрос о механиз-
ме перехода из термодинамически равновесно-
го состояния в метастабильное. 

Новый этап в развитии статистической тео-
рии классических молекулярных сред связан с 
разработкой теории хаотического фазового пе-
рехода, основанный, по существу, с обобщением 
распределения Гиббса на метастабильные состо-
яния. Отметим, однако, что теория хаотическо-

го фазового перехода устанавливает только связь 
между структурой переохлажденной жидкости и 
«идеальным» стеклом, ничего не говоря о пере-
ходном кинетическом процессе. Тем не менее, 
в англоязычной литературе публикуется огром-
ное количество работ, посвященных вычислению 
структурных и термодинамически характеристик 
практически важных молекулярных систем. Над-
еемся, что данный обзор  компенсирует отсут-
ствие публикаций в русскоязычной литературе.
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