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Аннотация. Впервые с помощью математического аппарата феноменологической термодина-
мики гетерогенных равновесий и компьютерной программы OriginLab определены и 3D-мо-
делированы T-x-y и P(Se2)-T-x диаграммы системы Сu–Pb–Se по поверхности кристаллизации 
селенида свинца. Вычислены парциальные избыточные свободные энергии смешения свинца 
и селена, давление насыщенного пара селена для жидких сплавов Сu–Pb–Se, насыщенных 
селенидом свинца. Показано, что паровая фаза в основном состоит из двухатомных молекул 
селена Se2. Для областей ликвидуса PbSe(р-тип)-Se и PbSe(n-тип)-Pb получены следующие 
зависимости соответственно:
lg Sep

2
(Pa) = [–1281 + 5624(1000/T) – 9190(1000/T)2 + 6648(1000/T)3 – 1797(1000/T)4] – 10.35xCu

2 ;
lg Sep

2
(Pa) = [2026 – 8778(1000/T) + 14247(1000/T)2 – 10259(1000/T)3 – 2759(1000/T)4] – 8.36xCu

2 . 
Проведена 3D визуализация полученных аналитических зависимостей. 
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ВВЕДЕНИЕ
T-x-y и P-T-x диаграммы тройных систем не-

обходимы для определения условий получения 
твердой фазы кристаллизацией жидкого сплава и 
осаждением из паровой фазы. Однако такие дан-
ные для тройных халькогенидных систем, пред-
ставляющих практический интерес для полупро-
водниковой техники [1–3], ограничены. Такое по-
ложение связано с трудоемкостью эксперимен-
тального определения T-x-y и P-T-x фазовых диа-
грамм халькогенидных тройных систем, содер-
жащих летучие компоненты. Поэтому весьма ак-
туальными являются исследования по развитию 
и апробации термодинамических методов расче-
та и моделированию фазовых диаграмм тройных 
систем [4–10].

Среди тройных селенидных систем селениды 
свинца и меди привлекают внимание исследова-
телей тем, что могут быть использованы в качес-
тве электрохимических сенсоров, электродов или 
электролитных материалов в устройствах электро-
химического превращения энергии [11, 12]. Одна-

ко к настоящему времени T-x-y и P-T-x диаграммы 
системы Cu-Pb-Se не определены.  

Целью этой работы является термодинамичес-
кий расчет и 3D-моделирование T-x-y и P(Se2)-T-x 
диаграмм в системе Сu–Pb–Se по ликвидусу PbSe, 
исходя из математического аппарата феноменоло-
гической термодинамики, не прибегая к сложным 
модельным представлениям растворов с исполь-
зованием малого числа экспериментальных изме-
рений методом дифференциального термическо-
го анализа (ДТА) и давления насыщенного пара. 
ДТА и измерения давления проводились для со-
ставов, расположенных по разрезам PbSe–Cu и 
PbSe–Cu2Se. В рассматриваемом температурном 
интервале давление насыщенного пара свинца и 
селенида свинца по сравнению с давлением на-
сыщенного пара селена пренебрежимо мало [13–
15]. Поэтому использовали кварцевый нуль ма-
нометр [13], позволяющий непосредственно из-
мерить давление насыщенного пара двухатомно-
го селена.
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ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ
В работе использованы уравнения, получен-

ные из условия равенства химических потенциалов 
компонентов двойного соединения AB в равновес-
ных жидких и твердых фазах. Принимая в качестве 
стандартного состояния чистые жидкие компонен-
ты, пренебрегая разностью теплоемкости жидкого 
и твердого А и В (∆Cp = 0), исходя из феноменоло-
гического  математического аппарата химической 
термодинамики [16, 17], получаем:
 m m m mA

,
B

,
A B A

,
B

,
AB,Tln0 0 0 0l l l l l lRT a a G+ + = + + D  (1)

Тогда 
 RT Gln A B AB,Ta al l = D . (2)

Учитывая, что а = хγ и D D DGAB,T AB,T AB,T= -H T S
из (2) получаем:

 
RT RT G

H T S

l exsln( ) ln

.
A A B B A B T

,

AB,T AB,T

x )(x x xl l l l l lg g = + =

= -

D

D D
 (3)

В уравнениях (1–3): x xA B,  – мольные доли А 
и В в жидком растворе, насыщенным соединени-
ем АВ; Т – температура по ликвидусу; а – термо-
динамическая активность,γ – коэффициент актив-
ности А или В; D D DG H SAB,T AB,T AB,T, ,  – свободная 
энергия, энтальпия и энтропия образования твер-
дого соединения АВ из жидких А и В.

Из соотношения (3) получаем:
 D D DG H T S RTexs

T
,

AB,T AB,T A Blnl l lx x= - - . (4)
Если учитывать температурные зависимости 

теплоемкости компонентов по приближению Ули-
ха [18], уравнение (4) можно записать в виде:
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Здесь
 D D DG G Gexs l exs l exs l

T
,

A
,

B
,

= + , (6)

где D DG G
exs l exs l
A

,
B

,
, – парциальные избыточные сво-

бодные энергии А и В в жидком растворе, насы-
щенном соединением AB.Согласно уравне-
нию (3):

 DG RT
exs l
A

,

Aln= g , 2 - =DG RT
exs l
B

,

Bln g . (7)
Как известно, парциальные термодинамичес-

кие функции, в том числе избыточные свободные 
энергии компонентов в двойной системе или в раз-
резах тройной системы, вычисляются по уравне-
нию Гиббса–Дюгема:

 D D DG G x G
x

i
exs l exs l

i

exl

i

, , ( )= + - ∂
∂

1  , (8)

где D D DG x G x Gexs l exs l exs l,
A A

,

B B
,

= + .
Однако в нашем случае  величина DGexs l, оп-

ределяется в виде обычной суммы парциальных 
величин (уравнение (6)). Учитывая, что уравне-
ние Гиббса–Дюгема  является следствием теоре-
мы Эйлера [19], согласно которой любая однород-
ная функция первой степени, в том числе термо-
динамическая функция, может быть представлена 
на основе первых производных по мольной доле 
компонентов, для применения теоремы Эйлера к 
величине DGexs l,  использовали вспомогательные 
функции Z i  в виде:

 D D DG G G x Z x Zexs l exs l exs l

T
,

A
,

B
,

A A B B= + = + . (9)
Следовательно:
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P-T-х ДИАГРАММА СИСТЕМЫ Cu–Pb–Se 
ПО ПОВЕРХНОСТИ ЛИКВИДУСА 

СОЕДИНЕНИЯ PbSe

Система Pb–Se
Для проведения термодинамических расчетов 

использованы следующие величины, заимствован-
ные из справочников [20, 21]:

DH f ,298
0 (PbSe) = –99230 Дж·моль–1, 

S298
0 (PbSe) = 102.60 Дж·моль–1·К–1, 

(PbSe) = 50.21 Дж·моль–1·К–1, 
S298

0 (Pb) = 64.82 Дж·моль–1·К–1, 
S298

0 (Se,гекс.) = 41.99 Дж·моль–1·К–1, 
cp,298

0 (Pb) = 26.44 Дж·моль–1·К–1, 
cp,298

0 (Se,гекс.) = 25.355 Дж·моль–1·К–1, 
∆Hпл (Pb) = 4.769 Дж·моль–1, 
∆Sпл (Pb) = 7.949 Дж·моль–1·К–1, 
∆Hпл (Se) = 6.694 Дж·моль–1, 
∆Sпл (Se) = 13.556 Дж·моль–1·К–1.
В результате пересчета значений стандартной 

энтальпии образования и стандартной энтропии 
селенида применительно к реакции
 Pb(ж) + Se(ж) = PbSe(тв) (12)
получили 
 DH298

0 (PbSe) = –110693 Дж·моль–1, 
 DS298

0 (PbSe) = –25.695  Дж·моль–1·К–1. 
(13)

Из вышеприведенных значений теплоемкости 
следует, что ∆cp,298

0  = 1.535 Дж·моль–1·К–1. При такой 
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разности теплоемкости третье слагаемое в уравне-
нии (5) практически не влияет на значения DGexs l

T
, . 

Поэтому для расчета DGexs l,  по линии ликвидуса 
соединения PbSe использовано уравнение:
 DG T RTT

exs l
Pb Se

, . ln= - + -110693 25 695 x x . (14)
Уравнение (10) для расчета парциальной избы-

точной свободной энергии селена  и свинца на ос-
нове значений DGT

exs l, , вычисленных по уравнению 
(6), использовано в виде:

 D D DG G x G
x

xi
exs l exs l

i

exl

i
i

, , ( )= + - ∂
∂

È

Î
Í

˘

˚
˙1 , (15)

где i = Pb; Se.
Значения интегральной и парциальной избы-

точной свободной энергии селена  и свинца для 
жидких сплавов Pb–Se, вычисленные по уравне-
ниям (14) и (15), приведены на  рис. 1.

Далее значения DG
exs l
Se

,
 были использованы для 

расчета давления насыщенного пара селена. В рас-
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Equation
y = Intercept + B1*x^1 + B2*x^2 + B3*x^3 + B4*
x^4 + B5*x^5

Weight No Weighting
Residual Sum 
of Squares

558599,98394

Adj. R-Square 0,98801
Value Standard Error

G(exs),J

Intercept -76057,33919 5966,49877
B1 335550,73855 107263,76439
B2 -2,41759E6 655412,34876
B3 7,33249E6 1,77786E6
B4 -9,7868E6 2,20275E6
B5 4,69725E6 1,01669E6

3

b

Рис. 1. Зависимости парциальных избыточных свободных энергии селена, свинца и их суммы от мольной доли 
селена для жидких сплавов, насыщенных PbSe в двойной системе Pb–Se: а – DG RT

exs l
Pb

,

Pbln= g , 2 –
DG RT

exs l
Se

,

Seln= g , 3 – DGexs l, ; b – 3 – DGexs l,

[Fig. 1. Dependences of the partial excess free energy of selenium, lead, and their sum on the mole fraction of selenium 
for liquid alloys saturated with PbSe in a binary system Pb-Se:

а – DG RT
exs l
Pb

,

Pbln= g , 2 – DG RT
exs l
Se

,

Seln= g , 3 – DGexs l, ; b – 3 – DGexs l, ]
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сматриваемом температурном интервале давление 
насыщенных паров свинца и селенида свинца по 
сравнению с давлением насыщенного пара селена 
пренебрежимо мало [13–15], и паровая фаза в ос-
новном состоит из двухатомных молекул селена Se2 
[22, 23]. Из известных соотношений термодинамики 
растворов для расчета давления насыщенного пара 
молекул селена Se2 получается соотношение:

 
ln / ln( )

ln[( ) ],
Se Se

,

Se Se

Se Se Se

2 2

2

p G RT x p

x p

exs l

o

= + =

=

2 2 0

2

D

g
 (16)

где g Se – термодинамическая активность селена в 
насыщенном жидком растворе, которая связана с 
термодинамической активностью и давлением 
насыщенного пара селена над расплавом и чистым 
селеном формулами:
 aSe Se Se= g x , aSe Se Se

/
/= ( )P P

2 2

0 1 2
. (17)

Значения давления насыщенного пара Se2 для 
чистого жидкого селена определены на основе 
нижеприведенной зависимости, заимствованной 
из [22]:
 ln ( )SeP Pa

2

0  = –11491/Т + 23.5215 (18)

Cистема Cu–Pb–Se
Для аппроксимации и 3D-визуализации полу-

ченной информации по поверхности ликвидуса со-
единения PbSe в системе Cu–Pb–Se было исполь-
зовано уравнение, апробированное в [24]: 

 
ln (PbSe,Cu Pb Se)

( / ) ln .
Se

PbSe Se Cu

p

f T M p xk
2

2
103

- - =

= +
 (19)

Первое слагаемое представляет собой аналити-
ческое выражение  зависимости  ln Sep

2
от 103/Т по 

кривой ликвидуса PbSe в двойной системе Pb–Se, 
второе слагаемое учитывает изменение ln Sep

2
 в за-

висимости от содержания Cu, где М – постоянная. 
Для первого слагаемого в уравнении (19) получены 
следующие зависимости соответственно:

Для области PbSe–Se:
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Для области PbSe–Pb:
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˙
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 (21)

Для поверхности ликвидуса PbSe в тройной 
системе Cu–Pb–Se получено:

lg (Pa)Sep
T T

T

2
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2
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- Ê
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ˆ
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+

+ Ê
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-
3 4

1797 1000 10 35
T

. .
 (22)

lg (Pa) [Sep
T T

T

2
2026 87781000 14247 1000

10259 1000

2

= - + Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

- Ê
ËÁÁ

ˆ
¯̃

+ Ê
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ˆ
¯̃

-
3 4

22759 1000 8 36
T

x. .Cu

 (23) 

Последние слагаемые в уравнениях (19), (22), 
(23) определены на основе измерений давления 
насыщенного пара мембранным нуль маномет-
ром. 3D-визуализация уравнений (23) и (24) с ис-
пользованием программы OriginLab2017 приведе-
на на рис. 2.

РАСЧЕТ И МОДЕЛИРОВАНИЕ  
ПОВЕРХНОСТИ ЛИКВИДУСА PbSe
Уравнение (14)  применительнок тройной сис-

теме Cu–Pb–Se напишем в виде:

 T
x G x

x x

exs l

=
+ -

- -
110693 1

25 695 8 31 1

0 35( ) ( )
. . ln ( )

Cu
.

PbSe Se

Se Se

D
. (24)

Здесь DG xesx
PbSe Se( ) – сумма парциальных избы-

точных мольных свободных энергий свинца и се-
лена (уравнение (6)) вычислена по уравнению (14) 
на основе координат кривой ликвидуса PbSe и ап-
проксимирована в виде:
 DG xesx

PbSe Se( ) = –76057 + 335550.738х – 
 –2.41759E6 х2  + 7.33249E6х3 – 9.7868E6х4  + 
 + 4.69725E6 х5. (25)

В уравнении (24) значение степени 0.35 учи-
тывает изменение температуры кристаллизации  
селенида свинца в зависимости от содержания 
меди в расплаве Cu–Pb–Se, и определено на осно-
ве экспериментальных измерений ДТА по разре-
зу Сu–PbSe.

Поверхность кристаллизации PbSe в системе 
Cu–Pb–Se также моделировали прямым путем на 
основе аналитического выражения кривой ликви-
дуса PbSe в двойной системе Pb–Se. Для ликвиду-
са PbSe в системе Pb–Se получили:
 T, К = 26811хSe

6 + 50223хSe
5 –178433хSe

4 +
 + 151208 хSe

3– 54226 хSe
2 + 9112 хSe

6 + 600. (26)
Для расчета и моделирования поверхности 

кристаллизации PbSe в тройной системе Cu–Pb–Se 
использовали следующую зависимость:

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ И 3D-МОДЕЛИРОВАНИЕ T-x-y И P(Se2)-T-x ДИАГРАММ В СИСТЕМЕ...
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Рис.2. 3D-модель и проекции Р-Т-х диаграммы для парциального давления насыщенного пара Sе2 по поверхно-
сти ликвидуса PbSe в тройной системе Cu–Pb–Se. I – область PbSe–Se (уравнение (20)), II – область PbSe–Pb 

(уравнение (21))
[Fig. 2. 3D-model and Р-Т-х diagrams for the partial pressure of saturated vapor Se2 over the liquidus surface PbSe in 

the ternary system Cu–Pb–Se. I – region of PbSe–Se (equation (20)), II – region of PbSe–Pb (equation (21))]

 T, K (PbSe, Cu–Pb–Se) = (26811хSe
6 + 50223хSe

5 –
 – 178433хSe

4 + 151208хSe
3 – 54226хSe

2 + 9112хSe
6 + 

 + 600)(1 – хCu)
0.3. (27)

Здесь значение степени 0.3 учитывает измене-
ние температуры кристаллизации селенида свин-
ца в зависимости от содержания меди в расплаве 
Cu–Pb–Se. Эту величину определили на основе эк-
спериментальных измерений ДТА по разрезу Сu–
Pb–Se. 3D-визуализация уравнения (27) с исполь-
зованием программы OriginLab2017 приведена на 
рис. 3. Этот метод аналитического 3D-моделирова-

ния поверхности ликвидуса тройных систем нами 
раньше был успешно апробирован на системах Ag–
Pb–Se, Ag–Ge–Se и Ge–Cu–Tl [7–9].

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 
И ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Величины интегральной и парциальной избы-
точной свободной энергии селена и свинца для 
жидких сплавов Pb–Se, вычисленные по уравнени-
ям (14) и (15), характеризуются в основном боль-
шими отрицательными значениями (рис. 1), следо-
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вательно, сильными отрицательными отклонения-
ми от идеальности (γ<<1). Это находится в соот-
ветствии с характером фазовой диаграммы систе-
мы Pb–Se, в которой образуется конгруэнтно пла-
вящееся соединение Pb–Se. 

Несмотря на асимметричность зависимости тем-
пературы от состава (рис. 3), полином (26) с доста-
точной точностью аппроксимирует кривую ликвиду-
са PbSe в системе Pb–Se (табл. 1), а уравнение (24) с 
зависимостью (2) и аналитическое выражение (27) 
позволяют получить 3D-модель поверхности крис-
таллизации PbSe в тройной системе Сu–Pb–Se. Кон-
тур фронтальной части 3D-графика на рис. 2 пред-
ставляет собой lgP–Т(температура) зависимость для 
соединения PbSe в двойной системе Pb–Se и нахо-
дится в соответ ствии с экспериментальными данны-
ми [23] (табл. 2), что свидетельствует о корректнос-
ти использованной расчетной методики. Для про-

верки достоверности расчетных данных кварцевым 
нуль манометром измеряли давление насыщенного 
пара селена для некоторых образцов по разрезам 
СuSe–Pb–Se и Cu2Se–PbSe. Расчетные данные нахо-
дятся в соответствии с экспериментальными измере-
ниями. Таким образом, с помощью математическо-
го аппарата термодинамики гетерогенных равнове-
сий и 3D компьютерных программ OriginLab впер-
вые определены и моделированы T-x-y и P(Se2)-T-x 
диаграмм в системе Сu–Pb–Se по поверхности крис-
таллизацииселенида свинца. Полученные данные 
могут быть использованы для определения усло-
вий синтеза селенида свинца с определенным ти-
пом проводимостью, поскольку I область относит-
ся к р-типу PbSe – полупроводнику преимуществен-
но с дырочной проводимостью, а II область к n-типу 
PbSe – полупроводнику преимущественно с элект-
ронной проводимостью. 

Рис. 3. 3D-модель и проекция поверхности кристаллизации PbSe в тройной системе Cu–Pb–Se
[Fig. 3. 3D-model and projection of the PbSe crystallization surface in the ternary Cu–Pb–Se system]

Таблица 1. Зависимость температуры от состава для кривой ликвидуса PbSe в системе Pb–Se
[Table 1. Dependence of temperature on composition for the PbSe liquidus curve in the Pb–Se system]

XSe 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.76
T, K(эксп. [25]

[T, K(eksper.[25]] 600 1103 1193 1240 1293 1348 1228 1030 951

T, К (по ур. (26))
[T, К (eq. (26))] 600 1102 1195 1233 1302 1340 1228 1026 952

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЙ РАСЧЕТ И 3D-МОДЕЛИРОВАНИЕ T-x-y И P(Se2)-T-x ДИАГРАММ В СИСТЕМЕ...
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Abstract. From the condition that the chemical potentials of the components of the AB compound 
are equal in the equilibrium liquid and solid phases, taking as pure liquid components as the standard 
state, equations are obtained for calculating and modeling of partial excess thermodynamic functions, 
of the pressure-temperature-composition diagram and liquidus surfaces of the binary compound in 
the ternary system A–B–C. The equations obtained are tested on the Cu–Pb–Se system in the liquidus 
region of the PbSe compound. It is shown that the vapor phase mainly consists of two atomic molecules 
of selenium Se2. For the liquidus regions PbSe(p-type)-Se and PbSe(n-type)-Pb, the following 
dependences are obtained, respectively: 
lg Sep

2
(Pa) = [–1281 + 5624(1000/T) – 9190(1000/T)2 + 6648(1000/T)3 – 1797(1000/T)4] – 10.35xCu

2 ;
lg Sep

2
(Pa) = [2026 – 8778(1000/T) + 14247(1000/T)2 – 10259(1000/T)3 + 2759(1000/T)4] – 8.36xCu

2 . 
For the thermodynamics calculation and modeling of surface crystallization PbSe in the ternary system 
Cu -Pb-Se is obtained dependence:

T x G x xexs l= + - - -[ ( ) ( )] / [ . . ln (Cu
.

PbSe Se Se110693 1 25 695 8 31 10 35 D xxSe )]
Where DGexs l

PbSe
, = –76057 + 335550,738хSe – 2,41759E6хSe

2 + 7,33249E6хSe
3 – 9,7868E6 хSe

4 + 4,69725E6хSe
5. 

3D visualization of the obtained analytical dependencies is carried out with the help of a computer 
program OriginLab2017.

Keywords: thermodynamics, copper-lead-selenium, liquidus of lead selenide, vapor pressure of 
selenium, 3D modeling.
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