
460 КОНДЕНСИРОВАННЫЕ СРЕДЫ И МЕЖФАЗНЫЕ ГРАНИЦЫ, ТОМ 20, № 3, 2018

КОНДЕНСИРОВАННЫЕ СРЕДЫ И МЕЖФАЗНЫЕ ГРАНИЦЫ, ТОМ 20, № 3 C. 460–467

УДК: 532 + 532.6 + 517.97

РАВНОВЕСНЫЙ ОБЪЕМ МАЛОЙ ЛЕЖАЩЕЙ КАПЛИ

© 2018 А. А. Сокуров

Институт прикладной математики и автоматизации КБНЦ РАН, 
ул. Шортанова 89 А, 360000 КБР, г. Нальчик, Россия 

e-mail: asokuroff@gmail.com

Поступила в редакцию 11.07.2018

Аннотация. В настоящей работе рассматривается малая капля жидкости, которая лежит на 
горизонтальной гладкой поверхности в поле силы тяжести и пребывает в термодинамическом 
равновесии с собственным паром. С учетом размерной зависимости поверхностного натяжения 
получено уравнение, которое выступает в роли основного условия механического равновесия 
капли. Данное уравнение является аналогом уравнения Башфорта – Адамса, хорошо извест-
ного из математической теории равновесных капиллярных поверхностей. Исходя из аналога 
уравнения Башфорта – Адамса, получены системы нелинейных дифференциальных уравнений 
первого порядка, описывающие профиль капли. Найдена связь между координатами произ-
вольной точки на поверхности капли и объемом заключенной жидкости. На вычислительном 
эксперименте смоделировано изменение линейных размеров капли с увеличением объема 
жидкости. Все указанные уравнения и формулы переходят в ранее известные, если в них па-
раметр, отвечающий за размерный эффект поверхностного натяжения, приравнять к нулю.
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ВВЕДЕНИЕ
На протяжении последних двух столетий рав-

новесные состояния малых лежащих капель явля-
ются предметом интенсивных исследований в фи-
зике межфазных явлений [1]. Такой интерес, в пер-
вую очередь, обусловлен широтой их применения в 
методах по определению величины поверхностного 
натяжения и краевого угла смачивания, которые яв-
ляются важнейшими термодинамическими харак-
теристиками границ раздела фаз. Именно эти мето-
ды [2–4] считаются на практике самыми простыми, 
универсальными и одновременно самыми точными. 
Необходимо отметить, что основу большинства из 
них составляет использование математических моде-
лей капель и различного рода количественных соот-
ношений между координатами точки на поверхности 
капли и объемом заключенной жидкости [5, 6].

В настоящее время в связи с интенсивным раз-
витием нанотехнологий все больше и больше вни-
мания уделяется исследованию равновесных состо-
яний очень малых объемов жидкости – нанокапель. 
Известно, что для малоразмерных капиллярных объ-

ектов, нанокапель в частности, свойственны размер-
ные эффекты. Суть размерных эффектов в данном 
случае заключается в зависимости какой-либо тер-
модинамической величины от линейных размеров 
исследуемого капиллярного объекта. Это касается 
также поверхностного натяжения и краевого угла 
смачивания [7–11]. Поэтому при использовании на-
нокапель для изучения вопросов, связанных с раз-
мерной зависимостью поверхностного натяжения 
и краевого угла смачивания, обязательно возникнет 
необходимость в построении более адекватных ма-
тематических моделей капель, нежели существую-
щие на данный момент. Придется пересмотреть и 
количественные соотношения между координатами 
точки на поверхности капли и объемом. Попытке ре-
шения этих вопросов и посвящена данная статья.

УРАВНЕНИЯ РАВНОВЕСНОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ МАЛОЙ ЛЕЖАЩЕЙ 

КАПЛИ
Рассмотрим малую каплю жидкости, лежащую 

на горизонтальной гладкой поверхности в поле силы 
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тяжести и пребывающую в термодинамическом рав-
новесии с собственным паром. Будем предполагать, 
что жидкость и материал, из которого сделана под-
ложка, однородны. Это дает возможность полагать, 
что контактный угол смачивания q постоянен. В ра-
боте [12] было показано, что равновесная поверх-
ность такой капли обязательно будет поверхностью 
вращения с осью симметрии, перпендикулярной к 
подложке. По этой причине для того, чтобы вывести 
уравнение поверхности капли, достаточно будет вы-
вести уравнение ее профиля в первом квадранте. 

Свяжем с каплей систему декартовых коорди-
нат xOz  таким образом, что начало координат сов-
падает с апексом капли, направление вертикальной 
оси z  совпадает с направлением вектора ускорения 
свободного падения, а горизонтальная ось x парал-
лельна плоскости подложки (см. рис. 1). 

Основным условием механического равновесия 
любых двухфазных капиллярных систем в отсутс-
твие других внешних полей кроме однородного гра-
витационного поля является баланс внутрифазовых 
гидростатический давлений и капиллярного давле-
ния, создаваемого искривленной границей раздела 
фаз. Применительно к нашей капле и выбранной 
системе координат оно запишется так
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где s  – поверхностное натяжение на границе кап-
ли, H  – средняя кривизна поверхности, R1  и
R2  – главные радиусы кривизны поверхности,
p0  – давление в апексе капли, Dr – разность плот-
ностей жидкой и газообразной фаз, g  – ускорение 
свободного падения. Уравнение (1) в теории капил-
лярности принято называть уравнением Лапласа.

Правая часть (1) представляет собой гидроста-
тическое давление внутри капли, а левая – капил-

лярное давление, рассчитываемое на основе фор-
мулы Лапласа. Для массивных капель в условиях 
термодинамического равновесия значение поверх-
ностного натяжения s  считается постоянной в каж-
дой точке и зависит только от рода контактирующих 
сред. Такое допущение уже не приемлемо для очень 
малых капель, так как для поверхностного натяже-
ния характерна размерная зависимость. Эта зависи-
мость определяется следующей формулой [13]:
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где s •( )  – поверхностное натяжение плоской по-
верхности, d  – неотрицательный параметр, харак-
теризующий толщину межфазного слоя. Обычно в 
научной литературе он называются длиной Толме-
на и типичные его значения находятся в интервале 
1–10 нм. 

Перепишем условие механического равнове-
сия (1) с учетом формулы (2)

 1 1
11 2R R

z
z

+ = +
- +( )

l b
d l b

,  (3)

где для краткости записи введены обозначения: 
l s= •( )p0 / , b r s= •( )D g /  – капиллярная постоян-
ная. Капиллярная постоянная b наряду с капилляр-
ной длиной lc = -b 1 2/  играет важную роль при 
оценке влияния гравитационного поля на форму 
капиллярных поверхностей. В частности, при b = 0 
очевидным решением уравнения (3) служит повер-
хность с постоянной положительной dl <( )1  сред-
ней кривизной, которой является сфера. Соответс-
твенно, чем меньше b, тем ближе будет форма 
капли к сферической. Исходя из определения b, 
можно перечислить ситуации, когда реализуется 
условие b ª 0 : плотность жидкости невелика; в 
невесомости g = 0 ; поверхностное натяжение 
чрезвычайно велико. Последнее в особенности 
актуально для жидких металлов, например, для 
ртути. Однако на практике тривиальные решения 
в виде сферы не представляют особого интереса.

Для поверхности вращения имеем

 1 1

1 2R
d
ds R x

= =j j, sin ,

где j  – угол наклона касательной к меридиональ-
ному сечению поверхности с положительным на-
правлением оси x, s  – длина дуги. Поэтому урав-
нение (1) принимает вид

 d
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z
z

j j l b
d l b
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0 x

z

s

Рис. 1. Лежащая капля и связанная с ней система 
координат

[Fig. 1. Schematic of an axisymmetric liquid drop resting 
above a horizontal solid plane]
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в котором его можно называть аналогом уравнения 
Башфорта–Адамса [13]. Дополнив (4) соотношени-
ями, справедливыми для каждой гладкой кривой
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сформулируем задачу Коши для определения рав-
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В систему (5) включено уравнение для объема 
v  жидкости, заключенного между апексом и про-
извольным уровнем z . От параметризации профи-
ля по длине дуги можно перейти к параметриза-
ции по углу наклона касательной j . Для этого до-
статочно разделить каждое уравнение в (5), кроме 
последнего, на d dsj / :
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 x z vj j j=( ) = =( ) = =( ) =0 0 0 0 0 0, , . (8)
На рис. 2 представлен профиль капли, пост-

роенный на основе численного решения задачи 
(7)–(8) при следующем наборе параметров: l = 1, 
d = 0 1. , b = 5 и q = ∞135 , а на рис. 3 представлена 
соответствующая 3D-модель с различных ракур-
сов. В качестве метода нахождения приближенно-
го решения использовался метод Рунге–Кутты 4-го 
порядка точности.

Для задачи (5)–(6) процесс численного интег-
рирования должен продолжаться до тех пор, пока 
не будет достигнуто пороговое значение либо для 
функции j s( ) , либо для v s( ).

СВЯЗЬ ОБЪЕМА С КООРДИНАТАМИ 
ТОЧКИ

Рассмотрим подробно уравнение для объема в 
системе (7). Проинтегрируем его по переменной j  
в пределах от 0 до некоторого j pŒ( ]0, :
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Преобразуем в последней скобке подынтеграль-
ную функцию. Для этого заметим, что 

 
1

1

2- +( )ÈÎ ˘̊
+( ) - - +( )ÈÎ ˘̊

=
d l b j

l b d l b j
z x z

x z z
cos

sin

 

= -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-

-
+( )

+( ) - - +( )ÈÎ

1
2

1

2

2 2

b j
j l

d
b

l b j
l b d l b

d
d

x x

x z
x z z

sin

cos
˘̊̆sin

,
j

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

X

Z

Рис. 2. Профиль лежащей капли при l = 1, d = 0 1. , b = 5, q = ∞135
[Fig. 2. Sessile drop profi le for l = 1, d = 0 1. , b = 5, q = ∞135 ]
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с учетом чего (9) перепишется в виде следующего 
тождества
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При d = 0  соотношение (10) принимает очень 
простую форму
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ËÁ

ˆ
¯̃

p p
b

j l2 2
2

sin .

Однако при d π 0  интеграл, содержащийся 
в (10), уже не удается выразить в явном виде че-
рез элементарные функции. Тем не менее, (10) мо-
жет оказаться полезной при получении различных 
аппроксимационных формул и оценок. Например, 
при достаточно малых j  по формуле трапеции
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Следовательно
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Как показывают численные расчеты, в окрест-
ности апекса капли формула (11) дает удовлетвори-
тельные результаты, и относительная погрешность 
составляет порядка нескольких процентов.

ОЦЕНКИ И АСИМПТОТИКА 
ДЛЯ РАВНОВЕСНОГО ОБЪЕМА

Несмотря на то, что значение объема v  не удает-
ся явно выразить через координаты точки и угол на-
клона касательной, как это имеет место при d = 0 , 
его можно оценить сверху и снизу. Для этого рас-
смотрим аналог уравнения Башфорта–Адамса (4), 
обе части которого умножим на xdx d/ j . При этом 
левая часть преобразуется следующим образом
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Проинтегрируем (12) по переменной j  в пре-
делах от 0 до некоторого j pŒ( ]0 2, / :
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Далее, оценим (13), учитывая, что подынтег-
ральная функция везде неотрицательна и вдоль 
профиля капли z j( ) монотонно возрастает. С од-
ной стороны
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Рис. 3. Трехмерная модель лежащей капли при l = 1, d = 0 1. , b = 5, q = ∞135
[Fig. 3. 3D model of the sessile drop for l = 1, d = 0 1. , b = 5, q = ∞135 ]
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Неравенства (14) нестрогие и знак равенства в 
них достигается только в том случае, если d = 0 . 
Из (14a) следует
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t dt- +( )( ) -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£ Úsin ( ) . (15b)

Так как капля по предположению представля-
ет собой тело вращения, то 

 v x dz x z xz dx
d

t dt= = - ( )
Ê

ËÁ
ˆ

¯̃Ú Úp p
j

j j
2

0

2

0

2 . (16)

Поэтому, оценивая с помощью (15) интеграл в 
скобке (16), окончательной приходим к двойному 
неравенству

       v x z x x v- = - -( ) -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

£p p
b

dl j l2
22 1

2
sin , (17a)

v x z x z x v£ - - +( )( ) -
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

= +p p
b

d l b j l2
22 1

2
sin . (17b)

Таким образом, значение объема любой капли 
при d π 0 и j pŒ( ]0 2, /  всегда заключено между 
числами v-  и v+ . Исходя из этого, с абсолютной 
погрешностью не превосходящей e
 e p d j= - =+ -v v xz2 sin ,
за v  можно принять любое число из отрезка 
[ , ]v v- + . Видно, что погрешность зависит от степе-
ни близости точки к апексу капли, а также от ма-
лости d  и j .

Проанализируем теперь характер изменения 
линейных размеров капли при постепенном увели-
чении ее объема. Увеличение объема сопровожда-
ется увеличением площади области контакта жид-
кости с твердой подложкой и увеличением цент-
ральной высоты z z xmax = =( )0 . Однако рост zmax  
при росте v  не может продолжаться бесконечно. Ус-
тановлено [15, 16], что для каждой фиксированной 
трехфазной системы «капля – пар – твердая под-
ложка» существует некоторое критическое значе-
ние объема жидкости v* , после достижения кото-
рого увеличение центральной высоты капли долж-
но прекратиться. При значениях v v> * центральная 
высота zmax  остается постоянной. Дальнейшее уве-
личение объема, как показывают опыты, приводит 
к тому, что растет площадь области контакта жид-
кости с подложкой и усиливается «горизонталь-
ность» верхушки капли. В результате капля при-
обретает форму цилиндра, радиус основания ко-
торого намного превосходит высоту.

Описанное выше можно смоделировать на вы-
числительном эксперименте. Для этого достаточ-
но заметить, что изменениям объема капли соот-
ветствуют изменения значений лишь одного пара-
метра l  в системе уравнений (7). Параметры d  и 
b, отвечающие за физические свойства трехфаз-
ной системы, должны оставаться неизменными. 
На рис. 3 построены профили капель различных 
объемов: сплошная линия соответствует l = 0 5. , 
точечная – l = 0 25. , пунктирная – l = 0 1. . Во всех 
случаях q p= / 2 .

Видно, что меньшим значениям l  соответству-
ют бо́льшие значения объема. Исходя из уравнения 
Лапласа (3), можно установить смысл параметра l . 
В начале координат оно принимает вид

 2
10R

=
-
l
dl

, (18)

где R0  – радиус кривизны профиля капли в апексе. 
Таким образом, заключаем, что при фиксированном 
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Рис. 4. Изменение формы лежащей капли при изменении объема
[Fig. 4. Effect of volume on the sessile drop profi le]
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d  параметр l  отвечает за кривизну верхушки кап-
ли. Так как правая часть (18) является возрастаю-
щей функцией от l , то уменьшение l  одновремен-
но с увеличением объема приводит к уменьшению 
искривленности профиля капли в окрестности 
апекса, и капля становится все больше похожей на 
диск.

Из всего сказанного следует, что при малых 
l  должно иметь место следующее асимптотичес-
кое равенство, вытекающее из «цилиндричнос-
ти» капли
 v x zª p 2 . (19)

Действительно, разделим обе части нера-
венств (17) на px z2

 1 2 1
2 2- -( ) -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

£
b

dl j l
pz x

v
x z

sin ,  (20a)

 v
x z z

z
xp b

d l b j l
2 1 2 1

2
£ - - +( )( ) -Ê

ËÁ
ˆ
¯̃

sin . (20b)

Азимутальная кривизна km  поверхности капли, 
фигурирующее в (20)

 k
xm = sin j

при движении вдоль профиля капля монотонно 
возрастает [17] и достигает свое максимальное 
значение в точке j p= / 2:

 k
xm

r

£ 1 , j pŒ( ]0 2, / ,

где xr  – радиус капли. Для широких капель xr  до-
стигает больших значений, следовательно

 k km mj p( ) £ Ê
ËÁ

ˆ
¯̃2

1� , j pŒ( ]0 2, / .

Получается, что при уменьшении l  выраже-
ния, стоящие в скобках (20) становятся пренебре-
жимо малыми. А учитывая, что значения z  огра-
ничены, приходим к требуемому асимптотическо-
му соотношению (19):

 v
x zp 2 1Æ  при l Æ 0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Рассмотрена малая капля жидкости, которая 

лежит на горизонтальной гладкой поверхности в 
поле силы тяжести и пребывает в термодинами-
ческом равновесии с собственным паром. С уче-
том размерной зависимости поверхностного натя-
жения получено уравнение, которое выступает в 
роли основного условия механического равнове-
сия поверхности капли. Данное уравнение явля-

ется аналогом уравнения Башфорта–Адамса, хо-
рошо известного из математической теории равно-
весных капиллярных поверхностей. Исходя из ана-
лога уравнения Башфорта–Адамса, получены сис-
темы нелинейных дифференциальных уравнений 
первого порядка, описывающие профиль капли. В 
первом случае в качестве переменной параметри-
зации выступает длина дуги, а во втором – угол на-
клона касательной. Задача Коши для полученных 
систем дифференциальных уравнений имеет ана-
литическое решение только в тривиальном слу-
чае, когда параметр, связанный с напряженностью 
гравитационного поля, равен нулю. Это решение 
представляет собой сегмент сферы. В остальных 
случаях выписать точное решение в явной форме 
не представляется возможным, в связи с чем воз-
никает необходимость в использовании вычисли-
тельных методов и комплексов программ. Установ-
лено, что в качестве эффективного численного ме-
тода нахождения приближенного решения сформу-
лированных задач может быть использован метод 
Рунге–Кутты четвертого порядка точности. Най-
дено интегральное соотношение между координа-
тами произвольной точки на поверхности капли и 
объемом заключенной жидкости. В общем случае 
данное соотношение не выражается в явном виде 
через элементарные функции. Поэтому для него 
получены аппроксимационная формула и асимпто-
тическое равенство, а также оценки с избытком и 
недостатком (с указанием точности). На вычисли-
тельном эксперименте смоделировано изменение 
линейных размеров капли с увеличением объема 
жидкости. Все указанные уравнения и формулы 
переходят в ранее известные, если параметр, от-
вечающий за размерный эффект поверхностного 
натяжения, приравнять к нулю. Полученные в ра-
боте результаты могут найти применение при раз-
работке и совершенствовании методик по опреде-
лению поверхностного натяжения и при изучении 
капиллярных явлений второго рода.
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Abstract. In the current paper we consider a small liquid drop resting on a horizontal smooth surface 
with the effect of gravity when it is in thermodynamic equilibrium with its own vapor. An equation 
that expresses the main condition for the mechanical equilibrium of the droplet surface is obtained 
taking into account the size dependence of the surface tension. This equation is an analog of the 
Bashforth – Adams equation that is well known from the mathematical theory of equilibrium capillary 
surfaces. Based on the analog of the Bashforth – Adams equation systems of nonlinear fi rst-order 
differential equations describing the drop profi le are obtained. The Cauchy problem for the resulting 
systems of differential equations has an analytical solution only in the trivial case when the parameter 
associated with the gravitational fi eld strength equals zero. In other cases it is not possible to fi nd an 
exact solution which makes it necessary to use numerical methods and software complexes. It is 
established that the Runge – Kutta fourth order method may be used as an effective numerical method 
for fi nding the approximate solution of the formulated problems. An integral relation between the 
coordinates of an arbitrary point on the droplet surface and the volume of the enclosed liquid is found. 
In the general case this relation is not expressed in terms of elementary functions. For this reason an 
approximation formula, an asymptotic equality and estimates (indications of the accuracy are given) 
are obtained for it. The computational experiment on the effect of the volume of a liquid on the droplet 
shape is presented. All equations and formulas go over to the earlier known if the parameter responsible 
for the size effect equals zero. The results obtained in the work may fi nd application in the development 
of methods for the determination of surface tension and in studying the second kind capillary 
phenomena.

Keywords: sessile drop, surface tension, capillary pressure, Laplace equation, contact angle, capillary 
constant, equilibrium capillary surface, size dependence, Tolman length, mean curvature, radius of 
curvature, nano-droplet.
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