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Аннотация. В работе представлен способ 1D моделирования хронопотенциометрических 
кривых ионообменных мембран (ИОМ) при допредельных и сверхпредельных плотностях 
тока. Модель строится на основе уравнений Нернста-Планка с условием электронейтраль-
ности. Суть способа заключается во введении функциональной зависимости толщины диф-
фузионного слоя (ДС) от скачка потенциала на межфазной границе. Зависимость находится 
путем обработки данных стационарных вольтамперных характеристик (ВАХ) мембраны. 
Считается, что уменьшение толщины ДС с ростом межфазного (доннановского) скачка по-
тенциала обусловлено электроконвективным перемешиваем раствора на микрометрическом 
уровне. Показано, что полученная модель качественно хорошо описывает хронопотенциограм-
мы монополярной анионообменной мембраны АМХ при сверхпредельных плотностях тока.
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ВВЕДЕНИЕ
Известно, что скорость массопереноса в систе-

мах с ИОМ лимитируется диффузионной доставкой 
вещества из раствора к межфазной границе [1, 2]. 
Информация о параметрах диффузионного слоя 
и закономерностях протекания концентрационной 
поляризации чрезвычайно важна для теории 
и практики электромембранных процессов. Пере-
нос ионов в мембранах и в прилегающих к ним 
слоях раствора, к которым относится диффузион-
ный слой, широко обсуждается в научной литера-
туре [3, 4, 5, 6].

В последние годы нарастает интерес к таким 
нестационарным методам, как хронопотенциометрия 
и электрохимическая импедансометрия [5, 6, 7, 8, 9]. 
Использование этих методов позволяет, в частности, 
определить толщину диффузионного слоя как функ-
цию внешних гидродинамических и электрических 
условий [7, 10], и, кроме того, дать характеристику 
состоянию поверхности мембраны [8, 11].

Можно выделить несколько способов прямого 
изучения распределения концентрации внутри 
диффузионного слоя и оценки толщины ДС: метод 
лазерной интерферометрии [12, 13], микроэлектро-
ды [14], шлирен-метод [15], оптическая визуали-

зация [16]. Стационарная толщина ДС может быть 
определена с использованием значения предельно-
го тока в вольтамперометрии [17].

Математические модели позволяют определять 
толщину ДПС как подгоночный параметр из хро-
нопотенциометрических кривых [9, 10]. В этом 
случае для математического моделирования хро-
нопотенциограмм при плотностях тока ниже пре-
дельного значения jlim достаточно рассмотреть од-
номерную трехслойную систему, состоящую из 
мембраны и двух прилегающих ДС, при условии 
локальной электронейтральности раствора.

Как было показано в работах [18, 19], в мем-
бранной системе толщина диффузионного слоя 
зависит не только от гидродинамических условий, 
но и от плотности приложенного тока. Было по-
казано, что, несмотря на то, что согласно класси-
ческой физико-химической гидродинамике [20], 
толщина ДС, и, следовательно, предельная плот-
ность тока не являются функцией свойств поверх-
ности, наблюдается строгая зависимость между 
предельной плотностью тока и контактным углом 
смачивания на поверхности мембраны [21]. Из-
вестно, что контактный угол смачивания растет 
с увеличением гидрофобности поверхности, на 
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этом основании сделан вывод, что сверхпредель-
ный массоперенос растет с ростом гидрофобности 
поверхности.

Более сложные двумерные потенциостатиче-
ские модели позволяют учитывать вклады конвек-
тивной и диффузионной составляющей потока [4, 
22]. В то же время отсутствуют модели, позволяю-
щие исследовать эволюцию толщины ДС как 
функцию времени при протекании постоянной 
плотности тока.

Переходное время на хронопотенциограммах 
является важной характеристикой нестационарно-
го переноса ионов [8, 23, 24]. В математических 
моделях, не учитывающих конвективный перенос 
и расширенный пространственный заряд, этот 
момент соответствует падению концентрации на 
границе мембрана/раствор до нуля, при этом скачок 
потенциала становится равным бесконечности. 
В реальных же системах переходному времени со-
ответствует смена механизма доставки ионов из 
объема раствора к поверхности мембраны (раз-
витие сопряженных эффектов, таких как сопряжен-
ная конвекция и диссоциация воды), и, как след-
ствие, уменьшение эффективной толщины диффу-
зионного слоя [3, 4, 22].

Для улучшения понимания процессов, проте-
кающих при формировании хронопотенциограммы 
при сверхпредельных плотностях тока, необходима 
простая одномерная модель переноса ионов, по-
зволяющая учитывать изменение толщины ДС во 
времени.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ

ОБЪЕКТ ИССЛЕДОВАНИЯ
В качестве объекта исследования была выбрана 

гомогенная анионообменная мембрана AMX 
(Tokuyama Soda, Япония). Мембрана содержит 
45—65 % сульфированного стирол-дивинилбен-
зольного сополимера и 45—55 % поливинилхлори-
да. Мембрана армирована сетчатой поливинилхло-
ридной тканью. Матрица ИОМ содержит четвер-
тичные фиксированные аминогруппы. Поверх-
ность гомогенной мембраны AMX является отно-
сительно однородной; размеры неоднородностей, 
образовавшихся в процессе изготовления и хране-
ния мембраны, не превышают 1—2 мкм.

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ МЕТОДИКА
Электрохимическое поведение мембран изуча-

лось с использованием ранее разработанной уста-
новки, схема которой показана на рис. 1.

Рис. 1. Схематическое изображение экспериментальной 
установки

Экспериментальная установка состоит из мем-
бранной ячейки 1, гидравлической и измеритель-
ной систем. Рабочий раствор из герметичного ре-
зервуара 2 через отверстие вследствие градиента 
давления попадает в емкость 3. Скорость протока 
регулируется кранами 4. Раствор самотеком по-
падает в шести камерную электродиализную ячей-
ку 1. Отработанный раствор из камер 5 поступает 
в емкость 6. Постоянный уровень раствора в емко-
сти 3 поддерживается выравниванием атмосфер-
ного давления и давления внутри резервуара 2. 
Постоянный ток задается потенциостатом-гальва-
ностатом Autolab PGSTAT-100 7 через поляризую-
щие электроды 8. Скачок потенциала на исследуе-
мой мембране 9 регистрируется закрытыми хлор-
серебряными электродами, подключенными к ка-
пиллярам Луггина 10.

Электрохимическая ячейка 1, разработанная 
Володиной и соавт. [24], обеспечивает ламинарный 
поток раствора между мембранами. Она состоит 
из шести камер, каждая из которых снабжается 
раствором независимо. Изучаемая мембрана от-
горожена от электродов четырьмя вспомогатель-
ными гетерогенными ИОМ: МК-40 со стороны 
катода и МА-41 со стороны анода. Расстояние 
между соседними мембранами 5.4 мм. Активная 
поверхность изучаемой мембраны 2×2 см2. Изме-
рения ВАХ и ХП проводились в 0.02 М растворе 
NaCl. Линейная скорость протока жидкости 
0.42 см/с.
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ
Рассматривается трехслойная система: мембра-

на и два прилегающих к ней ДС.
Опираясь на предыдущие работы [9, 25], свя-

занные с описанием стационарных и нестационар-
ных эффектов, возникающих при протекании тока 
через мембраны, с целью упрощения решения за-
дачи были сделаны следующие предположения 
и допущения:

 — предполагается, что ток, проходящий через 
границы раздела фаз мембрана/раствор, равен фа-
радеевскому току (ток заряжения не учитывается);

 — мембрана рассматривается как гомогенная 
и идеальная, концентрация фиксированных зарядов 
считается постоянной по всему ее объёму, перенос 
коионов считается равным нулю;

 — не рассматриваются потоки растворителя 
через мембрану (конвекция, электроосмос, осмос);

 — все переменные, кроме электрического поля 
и концентрации, считаются независимыми от ко-
ординат;

 — исключены градиенты давления, плотности, 
температуры;

 — не рассматривается диссоциация воды.
Перенос ионов в исследуемой системе описы-

вается системой уравнений, состоящей из уравне-
ния Нернста-Планка и уравнения сохранения ма-
терии при условии протекания электрического тока 
и локальной электронейтральности раствора:

 , (1)

 , (2)

 , (3)

 , (4)

где Jk, Dk, ck, и zk — плотность потока ионов, коэф-
фициент диффузии, концентрация и заряд иона 
сорта k соответственно; с — эквивалентная концен-
трация; x — расстояние; t — время; j — плотность 
тока;  — электрический потенциал; F, R и T — 
постоянная Фарадея, универсальная газовая посто-
янная и абсолютная температура соответственно.

Подстановка уравнения (1) в (3) позволяет вы-
разить напряженность электрического поля в ДС 

 через плотность тока:

 , (5)

где  — число переноса катионов в рас-

творе.
Подстановка уравнения (5) в уравнение (1) дает

 , (6)

где  — коэффициент диффузии элек-

тролита.
Пусть толщина обедненного и обогащенного ДС 

равна  и  соответственно. Начало координат x 
задается на границе обедненного ДС и мембраны 
(рис. 2), граничные условия для рассматриваемой 
системы примут вид (для определенности рассма-
тривается случай анионообменной мембраны):

 , (7)

 , (8)

Рис. 2. Трехслойная система, состоящая из мембраны 
и двух прилегающих слоев раствора. Зоны 1 и 7 — 
электронейтральный раствор; 2 и 6 — диффузионные 
слои; 3 и 5 — межфазные слои; 4 — мембрана. Сплош-
ными линиями схематично показаны концентрационные 
профили, возникающие под действием постоянного тока

Уравнение (7) показывает, что концентрация 
электролита c0 в глубине раствора является извест-
ной, не зависящей от времени константой. Уравне-
ние (8) описывает непрерывность потока на грани-
це мембрана/раствор.

На границе мембрана/раствор (при x=0 и x=d) 
предполагается непрерывность потоков ионов:

 , , (9)
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где 0 –  и 0 + означают, что в точке x = 0 берутся 
предельные значения функций при стремлении 
аргумента (x) к 0 слева и справа соответственно. 
Аналогичный смысл имеют обозначения d –  и d +.

Скачок потенциала на мембране, включая обе 
поверхности раздела, может быть представлен как 
сумма омической составляющей и двух поверх-
ностных скачков потенциала Доннана:

 , (10)

где  и  — граничные концентрации электро-
лита со стороны обедненного и обогащенного 
слоев, соответственно;  — омическое сопро-
тивление мембраны (в Ом·см2).

Скачок потенциала между измерительными 
электродами, расположенными с обеих сторон 
мембраны, определяется как

 . (11)

Скачок потенциала в левом и правом ДС опре-
деляется интегрированием уравнения (11) в преде-
лах этих зон. Скачок потенциала через мембрану 
и границы мембрана/раствор определяется урав-
нением (10). В результате можно получить уравне-
ние для полного скачка потенциала [7]:

 , (12)

где  — сумма омического сопротивления 
мембраны ( ) и слоя раствора (перемешиваемо-
го раствора), находящегося между кончиками из-
мерительных электродов и внешними границами 
ДС ( ).

В уравнении (12) первое слагаемое (в квадрат-
ных скобках) описывает диффузионный и донна-
новский скачок потенциала на поверхностях раз-
дела мембрана/раствор. Второе и третье слагаемые 
представляют собой омические скачки потенциала 
в диффузионных слоях, мембране и идеально пере-
мешиваемом растворе. Омическое сопротивление 
ДС зависит от плотности приложенного тока, в то 
время как сопротивление мембраны не зависит.

Как было сказано выше, при наложении элек-
трического тока концентрация раствора электро-
лита с одной стороны ИОМ увеличивается, а с дру-

гой уменьшается — как следствие селективного 
переноса противоинов в мембране. Значение jlim 
для предельной плотности тока может быть рас-
считано с помощью уравнения Пирса:

 . (13)

Значение jlim для конкретного эксперимента 
может быть получено путем обработки вольтам-
перной кривой: предельный ток находится по 
точке пересечения касательных к начальному ли-
нейному участку и к участку наклонного плато 
(рис. 3).

Рис. 3. Графическое определение предельной плотности 
тока из экспериментальной ВАХ мембраны АМХ

В случае реальной мембранной системы уравне-
ние (13) применимо, если предположить, что с по-
вышением плотности тока, величина δ уменьшается 
[17, 18]. Тогда после достижения значения jlim систе-
ма всегда находится в предельном состоянии. Не-
смотря на то, что величина δ зависит от приложенной 
плотности тока, подобные зависимости от скачка 
потенциала в литературе не встречаются.

В данной работе предполагается, что δ умень-
шается с ростом тока вследствие электроконвектив-
ного перемешивания обедненного раствора у по-
верхности мембраны. Как было сказано выше, 
с развитием электроконвекции диффузионный ме-
ханизм переноса все в большей степени сменяется 
конвективным, что можно трактовать как уменьше-
ние эффективной толщины ДС [4]. В свою очередь 
объемная электрическая сила (движущая сила 
электроконвекции), возникающая в (расширенной) 
области пространственного заряда (ОПЗ), зависит 
от напряженности электрического поля в ОПЗ, ко-
торая растет с увеличением скачка потенциала 



КОНДЕНСИРОВАННЫЕ СРЕДЫ И МЕЖФАЗНЫЕ ГРАНИЦЫ, Том 17, № 2, 2015 175

ОДНОМЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ХРОНОПОТЕНЦИОМЕТРИИ В СВЕРХПРЕДЕЛЬНЫХ…

в ОПЗ. Таким образом, можно предположить, что 
существует функциональная зависимость между 
толщиной ДС и скачком потенциала Доннана на 
обедненной межфазной границе мембраны:

 , (13)

где Q — концентрация фиксированных ионогенных 
групп.

Зависимость  от скачка потенциала может 
быть получена путем обработки данных ВАХ ис-
следуемой мембраны с помощью описанной выше 
модели. Значение  в уравнении (12) может 
быть найдено путем экстраполяции U/j на началь-
ном участке вольтамперной кривой. После этого 
при любой заданной плотности тока j из экспери-
ментальной ВАХ можно найти скачок потенциала 
и далее из решения уравнения (12) найти  и , 
затем вычленить доннановский потенциал из обще-
го скачка потенциала. Величина  подбиралась 
таким образом, чтобы теоретическое значение ве-
личины полного скачка потенциала соответствова-
ло экспериментальному. При сверхпредельных 
плотностях тока толщина обогащенного ДПС 
слабо влияет на скачок потенциала, поэтому зна-
чение  бралось постоянным. Таким образом, 

был получен ряд парных значений доннановского 
скачка потенциала и толщины ДС, который был 
аппроксимирован полиномом четвертой степени:

 . (14)

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЯ
Сравнение значений , найденных из экспе-

римента и по эмпирическому уравнению (14) 
с коэффициентами полинома (14), представленны-
ми в табл. 1, показано на рис. 4.

Таблица 1. Значения коэффициентов функции 

Коэффициент Значение

a 5.43·10–4

b 8.73·10–4

c 3.58·10–4

d 1.49·10–4

f 2.20·10–4

а) б)
Рис. 4. Зависимость толщины обедненного ДС: а) от полного скачка потенциала; б) от скачка потенциала Доннана

Литературных данных по зависимости толщины 
ДС от доннановского скачка потенциала нами об-
наружено не было. На рис. 5 проведено сравнение 
зависимости  от плотности тока, найденной из 
результатов характеризации мембраны разными 
электрохимическими методами: ВАХ, хронопотен-
циометрия (при плотностях тока выше предельного), 
электрохимическая импедансная спектроскопия.

В программном пакете Comsol Multiphysics 
получены теоретические хронопотенциометриче-

ские кривые для мембраны АМХ. На рис. 6 пред-
ставлены теоретические (сплошные линии) и экс-
периментальные (пунктирные линии) хронопотен-
циограммы, а также расчетное изменение толщины 
ДС во времени.

Возле гомогенной поверхности анионообмен-
ной мембраны AMX линии тока распределены 
равномерно и направлены перпендикулярно по-
верхности. Как следствие, уменьшение концентра-
ции соли у границы раздела мембрана/раствор 
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происходит достаточно равномерно. Это является 
причиной того, что предельное состояние насту-
пает практически одновременно по всей площади 
мембраны, и это дает резкий рост скачка потенци-
ала в области точки перегиба, которой определя-
ется переходное время. На рис. 6 видно, что наклон 

начального участка хронопотенциограммы неве-
лик, а следующий за ним участок кривой, на ко-
тором находится точка перегиба, поднимается 
значительно круче. Затем скачок потенциала 
медленно стремится к своему стационарному 
значению.

Рис. 5. Сравнение зависимости толщины ДС от постоянной плотности тока, найденной из результатов характери-
зации мембраны АМХ разными электрохимическими методами: ВАХ (данная работа), хронопотенциометрия [17], 

электрохимическая импедансная спектроскопия [17]

Рис. 6. Теоретические (сплошные) и экспериментальные (пунктирные) хронопотенциограммы мембраны АМХ, 
а также толщина ДПС (штрих-пунктирные линии) при значении плотности тока j=60 А/м2
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Полученная модель хорошо описывает экспе-
римент на начальном участке кривой, когда значе-
ние скачка потенциала изменяется медленно. 
С ростом скачка потенциала расхождение теорети-
ческой и экспериментальной кривой увеличивает-
ся. В реальной системе при переходе в сверхпред-
ельный режим (концентрация на границе мембра-
на раствор стремится к нулю) скачок потенциала 
растет не так быстро, как в модели. Модель кос-
венно учитывает развитие сопряженных эффектов 
(электроконвекции) через уменьшение эффектив-
ной толщины ДС. Однако этот эффект является, 
видимо, не единственным, который вызывает за-
медленный рост скачка потенциала в области пере-
гиба. Одномерность модели не позволяет учесть 
зависимость толщины ДС и плотности тока по 
продольной координате. Однако, видимо, именно 
эта зависимость является причиной более полого-
го роста скачка потенциала со временем в экспе-
рименте. Действительно, в проточной ячейке 
концентрация раствора убывает по длине канала, 
а толщина ДС растет. В некоторый момент време-
ни состояние системы в конце канала ближе 
к предельному, нежели в его начале. Поэтому во 
времени происходит перераспределение плотности 
тока: в конце канала плотность тока уменьшается 
во времени, тогда как в начале канала она растет. 
Следствием этого и является более медленный рост 

скачка потенциала по сравнению с идеальной одно-
мерной системой, где плотность тока распределена 
равномерно и предельное состояние достигается 
одновременно на всей поверхности.

На рис. 6 видно, что смоделированная хроно-
потенциограмма хорошо описывает эксперимен-
тальные данные качественно, однако выходит 
в стационарное состояние при более высоком 
значении скачка потенциала. Это может быть объ-
яснено недостаточной точностью аппроксимации 
функции .

На начальном участке кривой (первые несколь-
ко секунд), когда концентрация у поверхности 
мембраны изменяется не существенно, толщина 
ДПС близка к значению, полученному из уравнения 
Пирса (14). Затем δ резко уменьшается (за две се-
кунды более чем в полтора раза), и система при-
ходит в стационарное состояние.

На рис. 7 видно, что значение переходного 
времени теоретической и экспериментальной хро-
нопотенциограммы совпадают. Переходное время, 
рассчитанное по уравнению Санда (15), совпадает 
с экспериментальными и расчетными данными при 
условии, что число переноса противоионов в мем-
бране Ti = 0.98:

 . (15)

Рис. 7. Переходное время для мембраны АМХ при значении плотности тока j=60 А/м2
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Величина переходного времени достигает ми-
нимума при идеально селективной мембране Ti = 1 
и растет с уменьшением числа переноса противо-
ионов в мембране.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Разработана одномерная математическая мо-

дель, описывающая хронопотенциограммы ИОМ 
при сверхпредельных плотностях тока. Введена 
зависимость толщины ДС от скачка потенциала 
Доннана, которая находится путем обработки экс-
периментальных вольтамперных характеристик 
исследуемой ИОМ при помощи одномерной трех-
мерной модели. Показано, что полученная модель 
качественно хорошо описывает найденные экспе-
риментально хронопотенциограммы при токах 
выше предельного.

Работа выполнена в рамках Российско-Фран-
цузской  лаборатории «Ионообменные мембраны 
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1D SIMULATION OF CHRONOPOTENTIOMETRIC DATA 
OBTAINED IN OVERLIMITING CURRENT MODES
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Abstract. The subject of research was the behavior of membrane system under current density high-
er than limiting one. The theme of study was chronopotentiometry. The aim was to create the math-
ematical model describing chronopotentiometric curves obtained for ion exchange membranes at 
overlimiting current densities. The main idea was to take into account the dependence of effective 
diffusion boundary layer (DBL) thickness on the Donnan potential as an empiric function in 1D 
time-dependent model of membrane system. The chosen experimental methods were chronopoten-
tiometry and voltammetry, as well as such modelling methods as numerical simulation. The results 
obtained in the work are presented in a form of a new method of simulation of chronopontiograms 
obtained for ion-exchange membranes at overlimitting current densities. An assumption of dependence 
of diffusion boundary layer thickness on Donnan potential was adopted from analyzed literature. 
Some electrochemical properties, such as chronopotentiometric and current-voltage curves (CVC), 
were investigated for homogeneous AMX anion-exchange membrane. To determine effective DBL 
thickness from CVC, 1D stationary model of ion transport was used. An approximate empiric equa-
tion for this dependence, obtained from CVC, was employed in time-dependent model for simulation 
of chronopotentiometric curves of ion-exchange membrane at overlimiting current densities. Scope 
of results: the obtained method allows using data from stationary electrochemical method in time-de-
pendent model of ion transport in membrane systems.
Conclusions: The method developed in present work gives an opportunity to use mathematical mod-
els employing electroneutrality condition at overlimittng current modes. It was shown that the ex-
perimental and theoretical chronopotentiograms are in good qualitative agreement.

Keywords: diffusion layer, electrodialysis, overlimiting ion transport, mathematical modelling, 
chronopotentiometry, transition time.
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