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Аннотация. Проведен анализ плотности стационарных квазилокальных состояний сплошного 
спектра, возникающих за счет наличия дефектов в полупроводниковом кристалле с биквадрат-
ной зависимостью в низкоэнергетической ветви закона дисперсии. Изучено влияние плоского 
и  точечного дефектов на особенности спектральной плотности квазилокальных состояний. 
Показано, что спектральная плотность имеет строгий максимум вследствие наличия квазило-
кального уровня энергии в системе. В случае плоского дефекта энергия квазилокального уров-
ня смещена относительно резонансной энергии полного отражения квазичастицы от дефекта.

Ключевые слова: полупроводниковые кристаллы, квазилокальные состояния, дефекты в кри-
сталлах, спектральная плотность, функция Грина.

ВВЕДЕНИЕ
В сильных электрических полях могут прояв-

ляться такие существенные особенности закона 
дисперсии носителя заряда (далее квазичастицы), 
как наличие непараболических участков в низкоэ-
нергетических зонах в  ряде полупроводниковых 
кристаллов [1—3]. В  связи с  этим представляет 
особый интерес анализ особенностей взаимодей-
ствия квазичастиц с различными дефектами в та-
кого вида кристаллах. Известно, что возникают 
резонансные явления, связанные с наличием в си-
стеме так называемых квазилокальных состояний, 
когда имеется несколько групп квазичастиц с от-
личающимися законами дисперсии [4—7], или 
в которых наблюдается более сложный, чем ква-
дратичный закон дисперсии [8—11].

Целью данной работы является анализ особен-
ностей плотности стационарных состояний сплош-
ного спектра квазичастиц в кристалле при наличии 
дефектов. Изучение проведено на основе модели 
полупроводникового кристалла с  биквадратной 
зависимостью в низкоэнергетической ветви закона 
дисперсии [8]. Такая модель достаточно хорошо 
описывает широкий класс полупроводниковых 
кристаллов с  химическим составом типа In-Se. 
В частности, как показано в [2], зависимость энер-

гии ε от квазиимпульса k для невырожденных зон, 
как электронов, так и дырок кристалла In4Se3 соот-
ветствует закону дисперсии

	 	 (1)

в окрестности запрещенного энергетического про-
межутка, причем , i=x, y, z.

В [8] было показано, что в полупроводниковом 
кристалле с законом дисперсии вида (1) волновая 
функция стационарного состояния состоит из двух 
парциальных слагаемых. Это приводит к возник-
новению полного отражения от дефекта (граница 
раздела) при нетривиальных условиях, то есть 
когда дефект характеризуется отличной от нуля 
интенсивностью взаимодействия с квазичастицой, 
и энергия налетающей квазичастицы не совпадает 
с границей сплошного спектра стационарных со-
стояний. Такое явление связано с наличием квази-
локального состояния в изучаемой системе.

В данной работе проведен анализ особенностей 
плотности таких квазилокальных состояний сплош-
ного спектра в двух случаях: при наличии плоско-
го дефекта, рассмотренного в [8], и при наличии 
точечного дефекта. Будет показано, что плотность 
квазилокального состояния имеет строгий макси-
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мум вблизи энергии резонансного отражения, од-
нако не в точности совпадающий с ним, а смещен-
ный на определенную величину по шкале энергии.

1. Плотность квазилокальных состояний 
при наличии плоского дефекта

Рассматривается модель полупроводникового 
кристалла [8], в котором плоский дефект представ-
ляет собой границу раздела двух одинаковых кри-
сталлов (граница двойников), лежит в плоскости 
yOz, а ось Ox перпендикулярна плоскости дефекта. 
Потенциал, моделирующий границу раздела кри-
сталлических полупространств, считается корот-
кодействующим , а кристалл вдоль 
границы раздела однородный. Возмущения элек-
тронной плотности квазичастиц подчиняются 
уравнению Шредингера [8], соответствующему 
закону дисперсии (1), решение которого ищется 
в виде . Сделанные 
в [8] предположения о параметрах закона диспер-
сии (1) сводят фактически задачу к одномерной, 
что позволяет легко получить аналитические ре-
зультаты и отметить особенности квазилокальных 
состояний. Опуская подробное описание рассма-
триваемой модели и отсылая к [8], следует отме-
тить, что стационарные однородные состояния 

 имеют закон дисперсии

	 ,	 (2)

где обозначено , , 
, и учтено предположение о характе-

ре анизотропии кристалла  и  .
Особый интерес представляет случай, когда 

энергия квазичастицы . При этом один из 
квазиимпульсов k будет вещественным, а другой 
κ — чисто мнимым:

	 ,	 (3)

	 ,	 (4)

где , .

В [8] при использовании системы граничных 
условий

	

	 	 (5)

были получены коэффициенты отражения r и про-
хождения t в данном диапазоне энергии:

	 , ,	 (6)

где

	 , .	 (7)

Графики коэффициентов отражения и прохож-
дения (6) представлены на рис. 1. Динамика коэф-
фициента прохождения при изменении интенсив-
ности взаимодействия квазичастицы с  границей 
раздела показана на рис. 2.

Рис. 1. Зависимости коэффициента прохождения (пун-
ктирная линия t), отражения (пунктирная линия r) и до-
бавки к плотности квазилокальных состояний (сплош-
ная линия δg) от энергии. Энергия взята в относитель-
ных единицах E / E0. Значения всех параметров взяты 

в условных единицах: α=6; β=2; U0=5

Видно, что в системе возможно полное отра-
жение квазичастицы от границы раздела (когда t=0) 
при условии [8]:

	 ,	 (8)

определяющим резонансную энергию полного отра-
жения ЕR. Такое явление возможно при . При-
чины возникновения такого рода резонансов обсуж-
дались, например, в [4] для случая закона дисперсии 
из двух ветвей, в [11] для дискретной модели одно-
мерного кристалла при учете взаимодействия первых 
и вторых соседних атомов решетки, в [7] для много-
канального рассеяния электронов в гетеробарьерах.
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Рис. 2. Характерное поведение зависимости коэффици-
ента прохождения t от энергии для различных значений 
интенсивности взаимодействия квазичастицы с грани-
цей раздела U0. Энергия взята в относительных единицах 
E  / E0. Значения всех параметров взяты в  условных 
единицах: α=10; β=2; линия (1) для U0=5; линия (2) для 
U0=5.7; линия (3) для U0=7.1; линия (4) для U0=9.2; линия 

(5) для U0=12

Известно, что если коэффициенты прохождения 
(или отражения) обращаются в ноль (или единицу) 
при некоторых значениях энергии, то на этих энер-
гетических уровнях наблюдаются пики плотности 
состояний. Найдем плотность квазилокального 
состояния, описываемого волновой функцией

	 	 (9)

где А и В — произвольные постоянные, j — фаза 
волны. Состояние (9) является частным случаем 
рассмотренного в [8] квазилокального состояния. 
Граничные условия (5) позволяют получить со-
отношение, связывающее фазу и квазиимпульсы 
k и κ:

	 .	 (10)

Следуя [9, 10], добавку к плотности состояний, 
возникающую за счет наличия в кристалле дефек-
та, можно вычислить по формуле

	 .	 (11)

Используя (10), получим

. (12)

Анализ добавки к плотности квазилокальных 
состояний (12) показал, что резонансные уровни, 
как и следовало ожидать, возникают при . 
На рис. 3 изображены графики зависимости (12) 
для различных значений интенсивности взаимо-
действия квазичастицы с дефектом. Видно, что при 
возрастании значения U0 максимум δg(E) «расплы-
вается», смещаясь в сторону больших энергий. При 
стремлении U0 к нулю форма кривой (12) стремит-
ся к дельта-функционной при подходе к границе 
сплошного спектра. При смене знака U0 именно это 
состояние переходит в локальное состояние [8].

Рис. 3. Характерное поведение зависимости плотности 
квазилокальных состояний от энергии для различных 
значений интенсивности взаимодействия квазичастицы 
с границей раздела U0. Энергия взята в относительных 
единицах E / E0. Значения всех параметров взяты в ус-
ловных единицах: α=10; β=2; линия (1) для U0=6; линия 
(2) для U0=6.5; линия (3) для U0=7.5; линия (4) для U0=9; 

линия (5) для U0=11

График зависимости (12) сходен с представлен-
ным в [2] графиком плотности состояний, поучен-
ным в результате численных вычислений на осно-
ве закона дисперсии (1) с параметрами для кри-
сталла In4Se3.

Следует отметить, что энергия квазилокально-
го уровня, при которой δg(E) имеет максимум, не 
совпадает с резонансной энергией полного отра-
жения ЕR, определяемой из условия (8) (рис.  1). 
Поступая аналогично проделанному в  [9, 10], 
можно найти величину этого смещения. С  этой 
целью необходимо произвести разложение δg(E) 
вблизи резонансной энергии полного отражения 
ЕR. Предполагается, что вблизи ЕR функции (7) 

 и   изменяются слабо, что возможно, 
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когда значение ЕR находится достаточно далеко от 
каких-либо особенностей спектра (границы ветвей 
спектра, и т. п.). Тогда разложение (12) по степеням 
Е-ЕR в основном приближении имеет вид:

	 	 (13)

где ширина резонансного уровня

	

и величина смещения максимума добавки к плот-
ности состояний (12) от резонансной энергии про-
хождения ЕR

	 ,

в которых все величины вычислены при Е=ЕR: 

 .

Плотность квазилокальных состояний (13) 
вблизи точки Е=ЕR имеет вид лоренцевской кривой 
с шириной Г, центр которого смещен относительно 
точки ЕR на величину δЕ.

2. Плотность квазилокальных состояний 
при наличии точечного дефекта

Рассмотрим трехмерную модель полупрово-
дникового кристалла с биквадратной зависимостью 
в  низкоэнергетической ветви закона дисперсии, 
содержащего точечный дефект. Обобщением урав-
нения Шредингера с пространственной дисперси-
ей для данной модели может служить следующее 
уравнение:

	 	 (14)

где  — оператор Лапласа, r — радиус-вектор. 
Аналогичное уравнение с  короткодействующим 
потенциалом было рассмотрено в [12].

Точечный дефект, находящийся в начале коор-
динат, с  достаточной степенью точности можно 
описывать учитывающим сферическую симметрию 

потенциалом , где r — модуль ра-

диус-вектора.
В отсутствии дефекта уравнению (14) отвечает 

закон дисперсии (2), в котором под k понимается 
модуль квазиимпульса. Получены сферически 
симметричные функции Грина уравнения (14) для 
различных интервалов энергий:

1) в интервале :

	 	 (15)

где квазиимпульсы k и κ определяются выражени-
ями (3) и (4). Следует отметить, что функция Гри-
на (15) удовлетворяет условию

	 .	 (16)

2) в интервале :

	 ,	 (17)

где пара вещественных квазиимпульсов:

	 .	 (18)

3) в интервале :

	 ,	 (19)

где

, . (20)

Явный вид функций Грина позволяет получить 
плотность собственных стационарных состояний 
сплошного спектра в отсутствие дефекта по фор-
муле:

	 .	 (21)

Воспользовавшись (15) и (17), по формуле (21) 
можно найти

	 	 (22)

С помощью функции Грина (19) можно запи-
сать решение уравнения (14)

	 ,	 (23)

которое описывает состояние, локализованное 
вблизи точечного дефекта. Такое состояние реали-
зуйся в интервале , в котором имеется два 
комплексносопряженных квазиимпульса, а  вели-
чины q и γ (20) представляют собой соответствен-
но их вещественную и  мнимую части: k1,2=q±iγ. 
Поэтому локализованное состояние (23) является 
обобщенным, то есть затухание решения по мере 
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удаления от дефекта происходит осциллирующим 
образом. Аналогичное состояние было проанали-
зировано в [12] при описании влияния точечного 
дефекта на температуру неоднородного перехода 
в локализованное состояние сверхпроводника для 
случая сферически симметричной зависимости 
энергии от квазиимпульса.

Из (23) при r=0 следует условие возникновения 
локального состояния

	 ,	 (24)

которое возможно при  (напоминаем, что 
β > 0 и γ > 0). Локальный уровень энергии, опреде-
ляемый (24), имеет вид:

	 .	 (25)

Основной интерес представляют квазилокаль-
ные состояния, которые могут существовать в ин-
тервале . Ориентируясь на вид функции 
Грина (15), волновую функцию, описывающую 
квазилокальное состояние, следует искать в виде:

	 ,	 (26)

где С — произвольная постоянная, φ — постоянная 
фаза. Эти параметры С и φ определяются из гра-
ничных условий, которые можно получить из 
уравнения (14). Поскольку искомое решение (26) 
обладает сферической симметрией, достаточно 
рассмотреть уравнение (14) и граничные условия 

той же симметрии, считая .

Так как функция Грина (15) удовлетворяет ус-
ловию (16), то и вид волновой функции (26) подо-
бран так, чтобы она тоже удовлетворяла условию 
(16). Поэтому условие (16) должно входить в си-
стему граничных условий для уравнения (14).

Положив в уравнении (14) , можно вы-
делить его основную часть, считая :

	 .	 (27)

Непосредственное интегрирование уравнения 
(27) вблизи нуля с  учетом выполнения (16) дает 
еще одно граничное условие:

	 .	 (28)

Подставив волновую функцию (26) в условие 
(28), можно получить соотношение, связывающее 
фазу φ и квазиимпульсы k и κ:

	 .	 (29)

Соотношение (29) определяет непрерывный 
спектр квазилокальных состояний в присутствии 
сферически симметричного точечного дефекта 
в среде с пространственной дисперсией, аналогич-
но полученному в предыдущем пункте спектраль-
ному соотношению (10).

Используя соотношение (29), можно вычислить 
по формуле (11) добавку к плотности состояний 
(22), возникающую за счет наличия квазилокаль-
ного состояния в сплошном спектре. В результате 
получается:

. (30)

На рис. 4 показаны графики зависимости (30) 
для различных значений интенсивности взаимо-
действия квазичастицы с  точечным дефектом. 
Динамика изменения плотности квазилокального 
состояния в зависимости от величины интенсив-
ности взаимодействия квазичастицы с  точечным 
дефектом отличается от поведения плотности 
квазилокального состояния при наличии плоского 

 20 
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Е 
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Рис. 4. Характерное поведение зависимости плотности 
квазилокальных состояний от энергии для различных 
значений интенсивности взаимодействия квазичастицы 
с точечным дефектом U0. Энергия взята в относительных 
единицах E / E0. Значения всех параметров взяты в ус-
ловных единицах: α=β=2; линия (1) для U0= 7; линия (2) 

для U0= –4.6; линия (3) для U0= –2.2
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дефекта (см. п.  1). Видно, что при уменьшении 
абсолютного значения U0 максимум δg(E) умень-
шается, слабо смещаясь границе спектра квазило-
кальных состояний. В отсутствие дефекта (когда 
U0→0) максимум δg(E) пропадает, что означает 
отсутствие квазилокального уровня.

ВЫВОДЫ
В рассмотренных моделях полупроводнико-

вого с биквадратной зависимостью в низкоэнер-
гетической ветви закона дисперсии наличие не-
однозначной зависимости энергии от квазиим-
пульсов, в основном, сводилось к учету простран-
ственных производных порядка выше второго 
в  уравнении Шредингера, то есть к  учету про-
странственной дисперсии. Это позволило описать 
несколько качественно новых эффектов, связан-
ных с неквадратичностью закона дисперсии. По-
этому в заключение следует отметить роль про-
странственной дисперсии при изучении резонанс-
ных явлений с  энергиями в  сплошном спектре 
стационарных состояний кристаллов, имеющих 
дефекты.

В кристалле с  плоским дефектом учет про-
странственной дисперсии посредством неквадра-
тичной зависимости энергии от квазиимпульса 
приводит к  возможности полного отражения 
квазичастицы от дефекта при нетривиальных 
значениях исходных параметров. В таком кристал-
ле со сложным законом дисперсии возникают 
квазилокальные состояния с  энергиями внутри 
сплошного спектра собственных стационарных 
состояний. Наличие квазилокального состояния 
обуславливает появление добавки к спектральной 
плотности состояний, которая имеет ярко выра-
женный максимум. Значение энергии квазилокаль-
ного уровня, при котором добавка к  плотности 
состояний имеет максимум, смещено на конечную 
величину относительно резонансной энергии 
полного отражения квазичастицы от плоского 
дефекта.

Естественно, что подобных особенностей не 
наблюдается в случае квадратичного закона дис-
персии. Напомним, что в  случае квадратичного 
закона дисперсии  коэффициенты 
отражения и прохождения имеют вид:

	 , .	 (31)

Ясно, что в этом случае полное отражение воз-
можно только при . Добавка к спектральной 
плотности, вычисленная по формуле (11) для со-

стояния с  волновой функцией ψ(x)=Acos(φ+k|x|) 
и квадратичным законом дисперсии, имеет вид

	 .	 (32)

Зависимость (32) является монотонной, с ха-
рактерной для одномерного случая корневой осо-
бенностью на границе сплошного спектра. Следо-
вательно, как показал анализ особенностей сплош-
ного спектра, резонансные свойства границы раз-
дела кристалла существенно меняются, если ква-
зичастицы обладают неоднозначной зависимостью 
энергии от квазиимпульсов.

Наличие в кристалле с биквадратной зависи-
мостью в низкоэнергетической ветви закона дис-
персии точечного дефекта также приводит к воз-
никновению квазилокального состояния, причем 
их спектральная плотность имеет особенности, 
сходные с  особенностями плотности состояний 
кристалла с плоским дефектом, хотя и наблюдают-
ся различия в их поведении при изменении интен-
сивности взаимодействия квазичастицы с дефек-
тами. Полная плотность состояний в этом случае 
представляет собой сумму плотности бездефект-
ных состояний (22) в интервале  и добавки 
(30): g(E)=g0(E)+δg(E).

В заключение следует отметить, что наличие 
квазилокальных уровней в кристалле существен-
ным образом меняет его электронные свойства 
(вольтамперные характеристики полупроводнико-
вого перехода) при низких температурах [7]. Мож-
но ожидать также изменение и  термодинамиче-
ских свойств. Например, наличие максимума 
плотности квазилокальных состояний приведет 
к  появлению особенностей электронной тепло-
емкости кристалла.
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Abstract. Density of stationary quasi-localized states of continuous spectrum of the semiconductor 
crystal with the dispersion law with a low-energy non-parabolicityure is analyzed. Non-parabolic 
dispersion law lies in a model of such crystal. The influence of the plane and point defects on the 
peculiarities of spectral density of the quasi-localized states is investigated. It is shown that the spec-
tral density has the sharp maximum in consequence of the presence of quasi-localized state in the 
system. The quasi-localized energy level is shifted from resonance energy of the total reflection of 
quasi-particle from the plane defect. A spherically symmetric case was analyzed in the presence of 
point defects in a semiconductor crystal with biquadratic low-energy branch of the dispersion law. 
Spherically symmetric Green’s functions for different energy intervals and the density of quasi-local 
states were obtained. It is shown that a maximum density of quasi-local states is reducing and shift-
ing towards the boundary of the spectrum of these states in the case of decreasing in the intensity of 
the interaction of a particle with the defect.

Keywords: semiconductor crystals, quasi-localized states, defects in crystals, spectral density, Green 
function.
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