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Аннотация. Рассмотрена модель микрокристаллизации 50 % двухкомпонентных металличес-
ких расплавов в диффузионно-релаксационном режиме. При этом развита модель переходной 
двухфазной зоны (ПДЗ) в пространстве концентраций мономеров роста, принадлежащих двум 
агрегатным состояниям – расплаву и кристаллу. Записаны кинетические дифференциально-
разностные уравнения, описывающие эволюцию структуры ПДЗ во времени с учетом ее «сту-
пенчатой» формы, образованной механизмом спонтанных флуктуаций с ограниченным спект-
ром изменения концентраций мономеров роста (в модели ПДЗ) во всех монослоях переходной 
конечной области, отделяющей собой двухкомпонентный расплав от кристаллической фазы. 
Учтены зависимости частот обмена мономерами роста между расплавом и кристаллом от 
энергий связи двух ближайших мономеров и от температуры кристаллизующейся системы 
расплав-кристалл. Эта модель соответствует схеме реальной конечной протяженности повер-
хности раздела двух соприкасающихся фаз и носит название кристалла Косселя–Странского.
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высоты изломов, образованных концентрациями мономеров роста кристаллической фазы, 
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ВВЕДЕНИЕ
При создании современных  металлических ма-

териалов, отвечающих требованиям практическо-
го их использования, весьма насущным является 
изучение физической природы фазовых переходов 
при образовании кристаллических систем в зави-
симости от выбранной модели их микрокристал-
лизации. Весьма актуально развитие теории фа-
зовых переходов или специфических физических 
эффектов в концентрированных кристаллических 
фазах, формирующихся из различных исходных 
маточных сред. К ним относится теория кристал-
лизации. Весьма актуальным является изучение 
различия в кинетике кристаллизации металлов и 
сплавов с одной стороны и неметаллами с другой. 
В частности, при кристаллизации одно- и много-
компонентных металлических расплавов сущест-
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венную роль должна играть морфология поверх-
ности раздела двух соприкасающихся фаз систе-
мы расплав-кристалл в двух известных в кристал-
лографии режимах – кинетическом (бездиффузи-
онном) и диффузионно-релаксационном. Эти раз-
личия предполагается описать и изучить в преде-
лах некоторой переходной области – переходной 
двухфазной зоны (ПДЗ), отделяющей две сопри-
касающиеся массивные фазы в двух вышеупомя-
нутых режимах. В кинетическом режиме эта ПДЗ 
подробно изучена в работах [1–7].

В этих работах в целях теоретического удобс-
тва описания морфологии переходной двухфазной 
зоны, отделяющей собой металлический расплав 
от кристалла, были введены понятия мономеров 
роста в пространстве концентраций двух возмож-
ных агрегатных состояний (расплав и кристалл), 
заменяющих собой реальные металлические мик-
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рочастицы в реальных переходных межфазных об-
ластях. В работах [1–7] используемая модель пе-
реходной двухфазной зоны (ПДЗ) в пространстве 
концентраций мономеров роста имела «ступенча-
тую» форму (см. рис. 1), обусловленную действи-
ем механизма спонтанных флуктуаций с ограни-
ченным спектром изменения концентраций моно-
меров роста твердой фазы. Такая схема ПДЗ име-
ла сходство с известными свойствами реальных 
поверхностей раздела системы расплав-кристалл, 
а именно: ее конечность – n0 (число моноатомной 
толщины слоев ПДЗ) и ступень с изломами. Эти 
реальные поверхности раздела носят название по-
верхности Косселя–Странского. 

По оси абсцисс рис. 1 отложены номера моно-
атомной толщины слоев ПДЗ, отделяющих собой 
кристалл от двухкомпонентного металлического 
расплава. По оси ординат отложены величины кон-
центраций мономеров роста, находящихся в крис-
таллическом состоянии (заштрихованные столби-

ки c
m
Ni

i= , где mi  – число мономеров роста крис-

талла в слое i , N  – общее количество мономеров 
роста обоих состояний (жидкого и кристалличес-

кого и обоих сортов) в каждом слое ПДЗ толщи-
ны d, характеризующей размер одного мономера 
роста вдоль каждого из трех направлений объем-
ной переходной двухфазной зоны. Число N = const. 
На рис. 1 представлено сечение ПДЗ плоскостью 
Z = 0(плоскостью рисунка) [8]. Незаштрихован-
ные части каждого из n0 столбиков толщины d  
определяют концентрации мономеров роста, на-
ходящихся в двухкомпонентном 50 % металли-
ческом расплаве. Каждый заштрихованный стол-
бик на рис. 1 в случае двухкомпонентной систе-
мы расплав-кристалл предполагается состоящим 
из конечного числа мономеров, обозначаемых как 
aN -1 , bN -1, gN -1  и т. д., где a b g, , ,= A B  – индек-
сы, отмечающие сортность того или иного моно-
мера роста, каждый из которых находится в крис-
таллическом состоянии. Всего мономеров роста 
кристаллического состояния во всех n0-моносло-
ях ПДЗ очевидно есть N cii

n

=Â 1
0  [9, 10]. Соответ-

ственно число мономеров роста жидкого состояния 
во всех n0 слоях ПДЗ есть N n cii

n
( )0 1

0-
=Â . Фигури-

рующие здесь концентрации c ci i= · Ò  являются ус-

Рис. 1. Модель переходной двухфазной зоны (ПДЗ) «ступенчатой» формы 
в пространстве концентраций мономеров роста

[Fig. 1. The step-like transitional diphase zone (DTZ) model presented 
in the growth monomers concentration space]
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редненными величинами в соответствии с функци-
ями распределения вероятностей реализации спон-
танных флуктуаций концентраций частиц твердо-
го состояния (мономеров роста в модели ПДЗ) с 
ограниченным спектром их изменения (см. [5, 11, 
12, 13]). Конечной протяженности структура ПДЗ 
( const)n0 =  характеризуется величинами изломов 
границы раздела двух соприкасающихся двухком-
понентных фаз (расплав–кристалл). В процессе 
действия флуктуационного механизма с ограничен-
ным спектром в слоях ПДЗ оказывается, что в ре-
зультате флуктуации концентрации мономеров рос-
та твердой фазы в i  -слое ( , ,..., )i n= 1 2 0  данная кон-
центрация не может быть больше соответствующей 
концентрации мономеров роста твердого состоя-
ния в соседнем ( )i -1  слое и не может быть мень-
ше аналогичной концентрации в соседнем ( )i +1
слое ПДЗ. В результате величины (высоты) этих 
изломов, определяемые как K C Ci i i- - -= · Ò - · Ò1 1 2 , 
K C Ci i i= · Ò - · Ò-1 , K C Ci i i+ += · Ò - · Ò1 1 , оказываются 
неположительными при всех i n= -1 10,..., . На рис. 1 
высоты этих изломов показаны на границах моно-
слоев ( ),( );( ),i i i- - -2 1 1  i  и i , ( )i +1 . В направле-
нии оси Z , направленной вертикально вниз по от-
ношению к плоскости указанного сечения (плос-
кость рисунка), за каждым из отмеченных мономе-
ров роста, находящихся в определенном агрегатном 
состоянии, находится некий мономер роста того же 
агрегатного состояния. Выше плоскости сечения в 
модели ПДЗ какие-либо мономеры роста, по опре-
делению, отсутствуют.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
На первой стадии, используя понятия мономе-

ров роста двух агрегатных состояний (двухкомпо-
нентные расплав и кристалл) и связанную с ними 
модель переходной двухфазной зоны (ПДЗ) в про-
странстве концентраций вышеупомянутых моно-
меров роста, необходимо описать структуру и эво-
люцию данной ПДЗ в условиях диффузионно-ре-
лаксационного режима кристаллизации 50 % двух-
компонентного металлического расплава. При этом 
необходимо учесть зависимости частот обмена мо-
номерами роста в модели ПДЗ в процессе ее эво-
люции от энергий взаимодействия данных моно-
меров разных агрегатных состояний и от темпера-
туры (переохлаждения) кристаллизующейся систе-
мы расплав-кристалл. При реализации диффузион-
но-релаксационного режима кристаллизации 50 % 
двухкомпонентных металлических расплавов не-
обходимо учесть зависимость от времени всех ос-
новных характеристических функций, описываю-

щих структуру ПДЗ, а также введение времен ре-
лаксации, фигурирующих в исходных дифференци-
ально-разностных уравнениях описания эволюции 
ПДЗ. Средняя скорость кристаллизации 50 % двух-
компонентных металлических расплавов в модели 
ПДЗ должна иметь зависимость от времени.

На второй стадии исследования ставится задача 
отыскания критических температур (переохлажде-
ний системы расплав-кристалл), при достижении 
которых хаос двухкомпонентного расплава пере-
дается двухкомпонентной кристаллической фазе 
стехиометрического состава с простой кубической 
ячейкой, а также нахождение времен релаксации, 
по прошествии которых восстанавливается упоря-
доченная структура двухкомпонентного кристалла 
(в понятиях параметров дальнего порядка). При 
этом ставятся задачи в условиях диффузионно-ре-
лаксационного режима кристаллизации найти ма-
тематические законы, описывающие как процесс 
разупорядочения двухкомпонентной кристалличес-
кой фазы, так и обратный процесс восстановления 
со временем регулярного упорядоченного двухком-
понентного кристалла с элементарной кубической 
решеткой и стехиометрического состава. 

Одновременно ставится задача определения 
особенностей в кинетике эволюции переходной 
двухфазной зоны (ПДЗ) в условиях диффузионно-
релаксационного режима при образовании полно-
стью разупорядоченной и упорядоченной двухком-
понентной кристаллической фазы.

СТРУКТУРА ПЕРЕХОДНОЙ 
ДВУХФАЗНОЙ ЗОНЫ

Сама структура ПДЗ описывается наборами 
тех же функций, что были использованы в работах 
[5–13], но в новом диффузионно-релаксационном 
режиме кристаллизации двухкомпонентных 50 % 
металлических расплавов при образовании крис-
таллической двухкомпонентной фазы с простой 
кубической элементарной решеткой (кубическая 
сингония) и стехиометрического состава. Это озна-
чает, что функции, описывающие структуру ПДЗ, 
зависят от времени. Таким образом, структура пе-
реходной двухфазной зоны, не меняя своей крис-
таллографической симметрии – протяженности и 
кубической сингонии, перераспределяется внут-
ри себя по составу мономеров роста, занимающих 
узлы двух подрешеток кристаллической фазы, на 
которые разбивается исходная кубическая простая 
ячейка. Физически это означает, что первоначально 
полностью, возможно, разупорядоченная двухком-
понентная кристаллическая фаза в данном режиме 
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кристаллизации с течением времени получает воз-
можность перейти в полностью упорядоченное со-
стояние. При этом для систем с элементарной прос-
той кубической ячейкой и стехиометрического со-
става, параметр дальнего порядка h( )t , определяе-
мый аналогично работам [5–13], является функцией 
времени и может изменяться в пределах 0 1£ £h( )t . 
Это свойство параметра h( )t  изменяться с течением 
времени в указанных приделах сохраняется при лю-
бых допустимых переохлаждениях системы двух-
компонентный расплав-кристалл, что было невоз-
можно при кинетическом режиме кристаллизации 
двухкомпонентных 50 % металлических расплавов 
(см. [1–4]). Очевидно, будет иметь место некий ре-
лаксационный процесс, характеризуемый временем 
релаксации и коэффициентом диффузии.

Для систем с простой кубической ячейкой и сте-
хиометрического состава, когда данная простая ку-
бическая решетка разбивается на две эквивалент-
ные подрешетки с чередующимися узлами, вводят 
функции X i

a
( ) , определяющие априорную вероят-

ность замещения мономерами роста сорта «a » ка-
кого-либо узла, принадлежащего i -ой  подрешетке 
(a = =A B i, ; ,1 2). Эти вероятности зависят от пара-
метра дальнего порядка h( )t и имеют вид:

 
X t t X t t

X t t

A B

A

( ) ( )

( )

( ) ( ( )), ( ) ( ( )),

( ) ( ( )

1 1

2

1
2

1 1
2

1

1
2

1

= + = -

= -

h h

h )), ( ) ( ( ))( )X t tB
2 1

2
1= + h

 (1)

Если ввести числа N N N, ,( ) ( )1 2 , обозначающие 
общее количество узлов твердой фазы обеих 
подрешеток, подрешеток первого и второго типов 
соответственно, то параметр дальнего h( )t  
порядка можно определить следующим образом     

 h
n

n
( )

( )
,

( )

t
X tA=

-
-

1
0

01
 (2)

где n n0

1

0

2

1= - =N
N

N
N

( ) ( )

, .

При этом полностью разупорядоченная двух-
компонентная кристаллическая структура с прос-
той кубической ячейкой и стехиометрического со-
става характеризуется следующими величинами 
априорных вероятностей:
 X X CA A A

( ) ( )1 2
0= = =n , X X CB B B

( ) ( )1 2
01= = - =n

где CA и CB  – концентрации мономеров роста в 
кристаллической фазе в каждом заштрихованном 
столбике ПДЗ соответственно сортов A и B

Функции, определяющие структуру всех n0 мо-
нослоев переходной двухфазной зоны в простран-
стве концентраций мономеров роста кристалли-

ческой фазы (см. рис. 1) в произвольный момент 
времени «t » по аналогии с подобными функциями 
в кинетическом режиме следующие. Пусть функ-
ция  Xab

( ) ( , , )jk
i iK K t+1 есть вероятность обнаружить 

столбцы кристаллической фазы в модели ПДЗ, 
оканчивающиеся сверху мономерами роста aN -1 , 
bN -1, принадлежащими узлам подрешеток «i » и 
«k» соответственно, в конфигурации  с  изломами 
Ki  и Ki+1слева и справа от него в момент време-
ни «t » (a b, , ; , , ; , ,...= = =A B j k i n1 2 1 2 0 ). Функция 
 Xab

( ) ( , )jk
iK t  есть вероятность обнаружить стол-

бик, оканчивающийся мономерами роста aN -1, 
bN -1,принадлежащими соответственно узлам под-
решеток « j» и «k » у излома высоты Ki  в тот же 
момент времени «t » (i n= 1 2 0, ,..., ). Далее, напри-
мер, функция Xabg

( ) ( , , )jkj
i iK N K t+ -

+
1

1  есть вероят-
ность обнаружить столбик, оканчивающийся мо-
номерами роста aN -1,bN -1, gN -1, принадлежащи-
ми узлам подрешеток j k j, ,  соответственно, в кон-
фигурации с изломами K Ni + -1 слева и Ki+1справа 
от него в момент времени «t » ( , ,..., )i n= 1 2 0 . Вве-
дение подобных функций совершенно необходимо 
для описания эволюции кристаллизующейся ПДЗ 
во времени с меняющейся структурой.

Обмен мономерами роста разных сортов и в 
разных структурных конфигурациях между сопри-
касающимися массивными фазами – расплавом и 
кристаллом – в модели ПДЗ в пространстве кон-
центраций описывают частотами отрыва мономера 
роста bN -1 от мономера роста aN -1, принадлежа-
щими узлам подрешеток « j» и «k »  соответственно 
кристаллической фазы в конфигурации, характери-
зуемой высотами Ki  и K K Ki

jk
i i+ - +1 1w ab

( ) ( , ),  частота-
ми присоединения мономера роста bN -1 расплава 
к мономеру aN -1  твердой фазы в соответ ствующих 
конфигурациях w ab+ +

( ) ( , )jk
i iK K 1 .

Эти частоты обменов мономерами роста были 
использованы в работах [1–5] и имеют следую-
щий вид:

11 11 ( )
( )
1

1

11 11 ( )
( )
2( )

1

1 1

11 11 ( )
( )
3

exp

при 0, 0;

2
exp

( , )

при 0, 0, либо 0, 0;

3
exp

при 0,

j
jk

i i

j
jk

jk
i i

i i i i

j
jk

i i

x
v

T

K K

x
v

K K T

K K K K

x
v

T

K K

ab db dd
ab

+

ab db dd
ab

-ab +

+ +

ab db dd
ab

+

È ˘e + e
- = wÍ ˙

Í ˙Î ˚
> <

È ˘e + e
- = wÍ ˙

w = Í ˙Î ˚
> ≥ £ <

È ˘e + e
- = wÍ ˙

Í ˙Î ˚
£

Â

Â

Â

1 0.

Ï
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
ÔÔ
Ì
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô
Ô ≥Ó
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( ) 1 ( )
1 1

12 12 ( )

1
1

( , )

exp

0, 0,

jk jk
i i

j

i i

K N K

x
T

K N K

-
+ab + + ab

ab db dd
+

-
+

w - = w =

È ˘e + e
= n -Í ˙

Í ˙Î ˚
- < <

Â

при

 (3)

12 12 ( )
( ) ( )

1 1

1

( , ) exp

0, 0.

j
jk jk

i i

i i

x
K K

T

K K

bg dg dd
+bg + + bg +

+

È ˘e + e
w = w = n -Í ˙

Í ˙Î ˚
< £

Â

при

 (4)

В выражениях (3) и (4) постоянная Больцмана 
принята за единицу, n+и n  есть частотные факто-
ры, характеризующие степень колебаний около по-
ложений равновесий мономеров роста в двухком-
понентных металлических расплавах и в двухком-
понентных кристаллических фазах соответственно, 
величины eab

11 и eab
12  и им подобные означают взятые 

с обратным знаком энергии связи двух ближайших 
мономеров роста aN -1  и bN -1, находящихся в крис-
талле, а также аналогичных мономеров роста крис-
талла и расплава. Индексы вверху 1 и 2 относятся 
к кристаллу и расплаву соответственно. Индексы, 
отмечающие номера подрешеток в кристалличес-
кой фазе при этом опущены. Функции x j

d
( )  опреде-

лены равенствами (1) и (2).
В работах [1–4] было отмечено, что формулы 

(3) и (4) для частот присоединения мономеров рос-
та из двухкомпонентного расплава к мономерам 
роста кристаллической фазы были справедливы 
при условии, что по крайней мере, один из моно-
меров роста находится в жидкой фазе (расплаве), 
типы же мономеров роста, взаимодействующих в 
первом приближении, при этом особой роли не иг-
рают. Эти обстоятельства выражаются в виде сле-
дующих равенств:
 e e e e e e e eAA AB AA AB BB BA BB BA

12 12 22 22 12 12 22 22= = = = = = =  (5)
Из равенств (5) следует, что частоты присоеди-

нения, характеризующие переходы мономеров рос-
та из расплава в двухкомпонентную кристалличес-
кую фазу, не зависят от конкретной конфигурации 
ПДЗ, где происходят подобные обмены, но зави-
сят от энергии связи ближайших односортных мо-
номеров роста, находящихся в разных агрегатных 
состояниях и от температуры кристаллизующего-
ся двухкомпонентного расплава. Если ввести пара-

метр q
T

AA
2

122
= -

˘

˚
˙

È

Î
Íexp e , где eAA

12 – взятая с обратным 

знаком энергия взаимодействия односортных мо-
номеров роста A A- , находящихся в разных агре-
гатных состояниях, то в силу равенств (5) можно 

получить для частот присоединения мономеров 
роста следующие равенства: 
 w w nbg+

-
+ + + +- = =ab

jk
i i

jk
i iK N K K K q( ) ( )( , ) ( , )1

1 1 2

при K N K Ki i i- < < £-
+

1
10 0 0, ,

 w w nbg bg+ + + += =( , ) ( , )( , )k j
i i

k jK K q1 1 2 .

Если ввести новую величину q
T

AA
1

112
= -

˘

˚
˙

È

Î
Í =exp e  

T
BB
112

= -
˘

˚
˙

È

Î
Íexp e , связанную с энергиями связи двух 

ближайших мономеров роста одного сорта в 
кристалле, то, используя условия (5) и равенства 
e e e eAA AB AA BBn n12 12 11 11= = = , где n обычно меньше еди-

ницы ( ; )n = 1
2

1
3

, то получаем равенства:

 q
T T

n AB BA
1

12 122 2
= -

˘

˚
˙

È

Î
Í = -

˘

˚
˙

È

Î
Íexp expe e , 

то есть 
 q q n

2 1
2=  (6)

При n = 1
2

, имеем q q1 2= . Эти результаты бу-

дут использованы при исследовании кристаллиза-
ции двухкомпонентных 50 % металлических рас-
плавов в диффузионно-релаксационном режиме. 
Связь энергий связи в приближении ближайших 
соседей между разносортными и односортными 
мономерами роста, находящихся в кристалличес-
кой фазе, есть e eAB AAm11 11= , где m >1.

Физически модель конечной протяженности пе-
реходной двухфазной зоны в пространстве концен-
траций мономеров роста обусловлена механизмом 
спонтанных флуктуаций концентраций мономеров 
роста кристаллического состояния с ограниченным 
спектром изменения величин этих концентраций. 
Если ввести величину c t Xi i ii( ) = , которая опреде-
ляет величину концентрации мономеров роста пос-
ле флуктуации в i -ом монослое переходной зоны 
в момент времени ti , то концентрация мономеров 
роста кристаллической двухкомпонентной фазы 
равна ограниченной величине 
 X X Xi i ii i i+ + - -£ £1 1 1 1,
где X c t X c ti i i i i i i i- - - - + + + += =1 1 1 1 1 1 1 1( ); ( ) – соответству-
ющие аналогичные концентрации в слоях ( )i -1  в 
момент времени ti-1 и ( )i +1 в момент времени ti+1, 
причем t t t ti i i i- += - = +1 1t t,  (t  – период одной 
спонтанной флуктуации) (см. [5]). Тогда при зако-
нах распределения подобных флуктуаций можно 
ввести понятие величины средней концентрации  
Xii  мономеров  роста  твердого  состояния  в  мо-

Ю. А. Байков, Н. И. Петров, М. И. Тимошина, Е. В. Акимов  Модель микрокристаллизации 50 % двухкомпонентных. . .

Condensed Matter and Interphases, 2019, 21(1), 4–15
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нослое  i i n( , ,..., )= 1 2 0  в момент времени ti . Для 
хорошо развитых переходных двухфазных зон, 
характеризуемых большим числом монослоев n0, 
теория спонтанных флуктуаций с ограниченным 
спектром изменения концентраций мономеров 
роста твердого состояния дает следующее выраже-

ние: X i i nii
i= =( ) , ( , ,..., )1

2
1 2 0 . При этом протяжен-

ность самой ПДЗ (число ее монослоев) отвечает 
условию n N0 1 1 4< + . ln .

В модели ПДЗ, связанной с механизмом спон-
танных флуктуаций концентраций мономеров рос-
та кристаллического состояния с ограниченным 
спектром изменения этих концентраций, размер 
i -го слоя в ti  – момент дискретного времени, состо-
ящего лишь из кристаллической двухкомпонентной 
фазы, очевидно равен NX dii , где d  – линейный раз-
мер мономера роста, t t i i ni = + =0 01 2t, ( , ,..., ) , t0  – 
начальный момент упорядоченного действия выше-
упомянутого флуктуационного механизма. Очевид-
но время релаксации (установления упорядочен-
ности двухкомпонентной кристаллической фазы), 
в рассматриваемой модели ПДЗ в каждом i -моно-
слое ( , ,..., )i n= 1 2 0 можно определить соотношени-
ем t n= NXii . Общая протяженность неоднород-
ности по составу мономеров роста двухкомпонент-
ной кристаллической фазы (сумма всех заштрихо-
ванных столбиков по высоте на рис. 1) равна

 L Nd Xii
i

n

=
=
Â

1

0

Полное время релаксации, связанное с воз-
можными перемещениями всех мономеров роста 
кристаллической двухкомпонентной фазы во всех 
n0 монослоях сечения ПДЗ плоскостью Z = 0 , оче-
видно равно 

 t t
n np pi

i

n

ii
n

i

nN X N= = = -È
Î

˘
˚

= =
Â Â

1 1

0
0

0

1 1
2( ) ,

где Xii
i

n
n= -

=
Â 1 1 2

1

0
0( / )  – конечная сумма членов 

убывающей геометрической прогрессии со знаме-
нателем q = 1 2/ . С другой стороны, если ввести 
коэффициент диффузии D , связанный с перемеще-
нием мономеров роста кристаллической фазы во 
всех n0 монослоях ПДЗ, то из известного диффу-
зионного соотношения L D p

2 = t  следует выраже-
ние для времени релаксации:

 t t
np pi

i

n
nN L D= = -ÈÎ ˘̊ =

=
Â

1

2
0

01 1 2( / ) ,

где ( ) ( )Nd X DN Xii
i

n

ii
i

n
2

1

2

1

0 0

= =
= =
Â Ân

.

Таким образом, получаем выражение для вре-
мени релаксации во всей кристаллической двух-
компонентной фазе в модели ПДЗ:

 t
np
D
d

=
( )2   (7)

В таком случае усредненное время релаксации 
для взятого отдельно  i -го монослоя ПДЗ можно  за-
писать в виде  t tpi p n= 0 .  Например, если считать 
n0 10= ; N = 105; n = 1013  Гц, то оценка времени ре-
лаксации, даваемая флуктуационной теорией есть 
t npi iiN X= = -( ) 10 11 сек. Если положить коэффици-
ент диффузии в металлических двухкомпонент ных 
сплавах в кристалле D = -10 6 м2/с, ( )nd = 102 м/с, то 
время релаксации в диффузионно-релаксационном 
режиме окажется равным t tpi p n= 0 , то есть вре-
мена релаксации в среднем даваемые флуктуаци-
онной теорией (см. [5]) и диффузионно-релаксаци-
онным режимом кристаллизации 50% двухкомпо-
нентных расплавов практически совпадают.

УРАВНЕНИЯ ЭВОЛЮЦИИ ПЕРЕХОДНОЙ 
ДВУХФАЗНОЙ ЗОНЫ ПРИ 

ДИФФУЗИОННО-РЕЛАКСАЦИОННОМ 
РЕЖИМЕ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 

ДВУХКОМПОНЕНТНЫХ 
50 % МЕТАЛЛИЧЕСКИХ РАСПЛАВОВ
При переходе от кинетического режима кристал-

лизации двухкомпонентных 50 % металлических рас-
плавов, описанного в работах [1–8], к диффузионно-
релаксационному режиму подобных расплавов изме-
нение состояния переходной двухфазной зоны (ПДЗ) 
должно описываться структурными функциями, зави-
сящими от времени, с учетом наличия времен релак-
сации t pi i n( , ,..., )= 1 2 0 . В соответствии со «ступен-
чатой» формой раздела двух соприкасающихся двух-
компонентных массивных фаз (расплава и кристалла) 
и при наличии времен релаксации дифференциаль-
но-разностные кинетические уравнения, описываю-
щие эволюцию ПДЗ во времени и при учете условий 
K Ki i£ £+0 01, , имеют следующий вид:

dX K t
dt

K N K X K N K t

jk
i

jk
i i

j
i i

ab

ab aw

( )

( ) ( )

( , )

( , ) ( , ,

=

= - -+
-

+
-

+
1

1
1

1 ))

( , ) (

( )

( ) ( )

+

+ + +

+

+ -

=

- <

-
-

+

Â
K

c c

kj
i i

jkj
i

i

i i

K N K X K

1

1 1

0

0

1
1w bg abg NN K t

K K X

i
K

c c

kj
i i

j

i

i i
-

+
=

- <

+ +

-

-

+

+ -

ÂÂ 1
1

0

0

1

1

1 1

, , )

( , )

( )

( ) (

g

bg abw kk
i i

K

c c

jk
i i

K K t

K K X

i

i i
)

( )

( )

( , , )

( , )

+
=

- <

- +

-

-

+

+ -

ÂÂ 1
0

0

1

1

1 1

g

ab abw (( )
( ) ( )

( , , )
( , )jk

i i
K

c c jk
i

pi

K K t
X K t

i

i i

+
=

- <

+

+ -

Â = -1
0

0

1

1 1
ab

t

  (8)
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где a b g, , , ; , ,= =A B j k 1 2
Знак минус в правой части дифференциаль-

но-разностного уравнения (8) следует из физи-
ческого требования на решения дифференциаль-
ного уравнения

 
dX K t

dt
dX K tjk

i
jk

i

pi

ab ab

t

( ) ( )( , ) ( , )
=

то есть на функцию

X K t X K e Z K ejk
i

jk
i

t

jk
i

t

pi pi

ab ab
t

ab
t( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( )= =

-
Ê
ËÁ

ˆ
¯̃

-
Ê

0 ËËÁ
ˆ
¯̃ ,  (9)

а именно lim ( , )( )
t

jk
iX K tÆ• =ab 0, что означает исчез-

новение переходной двухфазной зоны при доста-
точно большом интервале t , а, следовательно, и 
всех ее характеристик (процесс кристаллизации 
прекращается). При введении новых функций:
 X K N K Z K N Kj

i i
j

i ia a
( ) ( )( , , ) ( , );- = --

+
-

+
1

1
1

10

 X K K Z K Kjk
i i

jk
i iab ab

( ) ( )( , , ) ( , );+ +=1 10

 X K N K Z K N Kjkj
i i

jkj
i iabg abg

( ) ( )( , , ) ( , );+ = +-
+

-
+

1
1

1
10

описывающих начало кристаллизации ПДЗ в мо-
мент времени t = 0 , уравнение (8) переходит в 
следующее:

w ab a+
-

+
-

+
=

- <

- - +
+

+ -
( ) ( )

( )

( , ) ( , )jk
i i

j
i i

K

c c

K N K Z K N K
i

i i
1

1
1

1
01

1 1 00

1
1

1
1

01

Â

+ + + --
-

+
-

+
=+

+

w bg abg
( ) ( )

(

( , ) ( , )kj
i i

jkj
i i

K

c

K N K Z K N K
i

i 11 1

1

0

1 1
0

- <

+ + +
=

-

+

+

ÂÂ

- -

c

kj
i i

jk
i i

K

c

i

i

i

K K Z K K

)

( ) ( )
(

( , ) ( , )

g

bg abw
11 1

1

0

1 1
0

- <

- + +
=

-

+

ÂÂ

- = -

c

jk
i i

jk
i i

K

c

i

i

i

K K Z K K

)

( ) ( )
(

( , ) ( , )

g

ab abw
++ -- <

Â
1 1 0c jk

i

pi

i Z K) ( ) ( )
.ab

t

 (10)

По аналогии с работами [1–4] все фигу-
рирующие  в  уравнении  функции  Z Kjk

iab
( ) ( ), 

Z K K Z K N Kjk
i i

jk
i iab abg

( ) ( )( , ), ( , )+
-

++1
1

1  и им подобные от-
вечают условиям сверток по величинам K Ki i, +1  и 
сортам мономеров роста a b g, , ,= A B
 Z K K Z K Zjk

i i
K K

jk
i

K

jk

i i i

ab ab ab
( )

,

( ) ( )( , ) ( )+
+

Â Â= =1
1

,

 Z K N K Z K N Kjkj
i i i iabg

a b g

( )

, ,

( , ) ( , )+ = +-
+

-
+Â 1

1
1

1 .

Одновременно имеют место условия нормиров-
ки для функций Z Kjk

iab
( ) ( ) , Z K Kjk

i iab
( ) ( , )+1 :

 Z K Z K Kjk
i

K

jk
i i

K Ki i i

ab
ab

ab
ab

( ) ( )

,

( ) , ( , )= =ÂÂ ÂÂ +
+

1 11
1

и т. д. Сами функции Z Kjk
iab

( ) ( )  определены, анало-
гичны работам [1-4], в классе произведений

 
( )

( )
( )

(0) 0,
( )

(0) 0,

i

i

Kjk
ijk

i Kjk
i

Z K
Z K

Z K
ab

ab
ab

Ï l ≥Ô= Ì
l <ÔÓ

при

при
  (11)

где l  заключена в пределах 0 1< £l  и носит назва-
ние параметра «шероховатости» границы раздела 
фаз расплав-кристалл, Z jk

ab
( ) ( )0  – функция, опреде-

ляющая вероятность найти в модели ПДЗ столбик 
кристаллической фазы, оканчивающийся мономе-
рами роста aN–1, bN–1 принадлежащими подрешет-
кам « j» и «k » соответственно, у излома нулевой 
высоты. Корреляция соседних изломов в модели 
ПДЗ, представленной на рис. 1, по аналогии с ра-
ботами [1–4] может быть записана в виде равенства 
для функций Z K K Z K Z Kjk

i i
jk

i
jk

iab ab ab
( ) ( ) ( )( , ), ( ), ( )+ +1 1 : 

 Z K K
Z K Z K

Z
jk

i i

jk
i

jk
i

jkab
ab ab

ab

( )
( ) ( )

( )( , )
( ) ( )

+
+=1

1 .  (12)

С учетом вычисленных сумм
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  (13)

соотношений для энергий связи мономеров роста 
(5),  после  ввода  параметров  R q= +( / )n n 2 , 
R q1 2

1
2= +( / )n n  и коэффициентов S p

jk
p
jk

ab abw n( ) ( )= , где 
p = ( , , )1 2 3 , оказывается при D i Nª <<-1 1, что

1) величины ( ) ( ) ( )1 1 1
1 1

- ª - ª -
- - +l l lN Ni iD D  

– одного порядка малости;
2) из инвариантности функций Z jk

ab
( ) ( ) inv0 =

для случая кристаллизации 50 % двухкомпонент-
ных металлических расплавов для кристалличес-
кой кубической элементарной решетки стехиомет-
рического состава следует инвариантность частот 
w abp

jk( ) inv= и коэффициентов S p
jk
ab

( ) inv= при одновре-
менном преобразовании A B´ , j k j k´ =( , , )1 2 . 
В таком случае из кинетического уравнения (10), 
описывающего эволюцию переходной двухфаз-
ной зоны в диффузионно-релаксационном режи-
ме, при соблюдении выражений (11), (12), (13) мо-
жет быть получена следующая линейная относи-
тельно функ ций Z jk

ab
( ) ( )0  при a b= = = =A B j k, , ,1 2 

система уравнений с шестью неизвестными пе-
ременными Z Z Z ZAA AB BA BB

( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ), ( ), ( ), ( )12 12 12 120 0 0 0 l h  
и h – параметра дальнего порядка, входящего 
неявным образом в Z jk

ab h( ) ( )0 [ ] – функции, когда 
K Ki i£ £+0 01, :

Ю. А. Байков, Н. И. Петров, М. И. Тимошина, Е. В. Акимов  Модель микрокристаллизации 50 % двухкомпонентных. . .
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 (14)

Здесь фигурируют следующие функциональ-
ные коэффициенты:
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С учетом соотношений (1) функциональные 
коэффициенты S pab h( ) ( )12 , p A B= =1 2 3, , ; , ,a b  име-
ют следующий вид:
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 (16)

При этом преобразование A B´  во всех фун-
кциональных коэффициентах эквивалентно преоб-
разованию h h= - . Имеют место равенства:
 S S S SpAA pBB pAB pAB

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ( ) ( )12 12 12 12- = - =h h h h

при p = 1 2 3, ,
Система шести независимых уравнений 

(14) инвариантна относительно преобразования 
A B´ , то есть при замене h h= -  остается неиз-
менной. При этом в силу свойств коэффициентов 
S pab h( ) ( )12  при преобразовании h h= -  первое урав-
нение переходит в четвертое уравнение и наобо-
рот, второе уравнение переходит в третье урав-
нение и наоборот, пятое уравнение переходит в 
шестое уравнение и наоборот. Это свойство ин-
вариантности системы должно сохраняться при 
любых значениях параметра дальнего порядка 
h( )t , включая h( )t = 0 , когда двухкомпонентная 
кристаллическая фаза полностью разупорядоче-
на, так и h( )t = 1, когда двухкомпонентная крис-
таллическая фаза с простой кубической ячейкой 
и стехиометрического состава полностью упоря-
дочена. Кроме того, все функции Zab

( ) ( )12 0 и фун-
кциональные коэффициенты S p

jk
ab

( )  инвариантны 
(Z inv S invp

jk
ab ab
( ) ( )( ) ,12 0 = = ) относительно одновре-

менных преобразованийA B´ , 1 2´ . 

КИНЕТИКА КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 
ПЕРЕХОДНОЙ ДВУХФАЗНОЙ ЗОНЫ 

В ДИФФУЗИОННО-РЕЛАКСАЦИОННОМ 
РЕЖИМЕ ДЛЯ ДВУХКОМПОНЕНТНЫХ 
50 % МЕТАЛЛИЧЕСКИХ РАСПЛАВОВ
В диффузионно-релаксационном режиме крис-

таллизации двухкомпонентных 50 % металлических 
расплавов  посредством  введения  функций 
X K K tk

i ib
( ) ( , , )+1 , X K K tjk

i iab
( ) ( , , )+1  и частот обмена 

моно меров роста между двухкомпонентным распла-
вом и кристаллом w wbg ab+ + - +

( ) ( )( , ), ( , )kj
i i

kj
i iK K K K1 1  сред-

нюю скорость эволюции ПДЗ можно определить в 
виде:
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,

где
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Â
1 1 0ci )

.
 (17)

На языке функций Z K Kk
i ib

( ) ( , )+1 , Z K Kjk
i iab

( ) ( , )+1  
выражение для i -ой компоненты средней скоро-
сти V t( )имеет вид:

 Оригинальные статьи
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 (18)

С учетом равенства w w nbg bg+ + += =( ) ( )( , )kj
i i

kjK K q1 1 2, 
а также сумм (13), выражений (11) и (12) первая 
четверная сумма в формуле (18) может быть пред-
ставлена в виде: 
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 (19)

Вторая четверная сумма в выражении (18) в том 
же приближении имеет следующий вид:
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После введения параметров R q= +( / ) ,n n 2  
R q= +( / ) /n n1 2

1 2  коэффициентов  S jk jk
2 2ab abw n( ) ( ) ,=  

S jk jk
3 3ab abw n( ) ( )=  выражение для приведенной i -ой 

компоненты средней скорости кристаллизации 
ПДЗ V Vi i= n  может быть записано в виде: 
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Если ввести новую функцию
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  (21)
для разности концентраций мономеров роста твер-
дого состояния в монослоях ( )i -1 и ( )i +1 принять 
минимальное значение, то есть D i N= -2 1, то мож-
но получить выражение для приведенной i -ой 
компоненты скорости кристаллизации ПДЗ в сле-
дующем виде: 
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Соответственно эволюция во времени приве-
денной скорости кристаллизации ПДЗ с учетом 
релаксационных процессов восстановления упо-
рядоченной двухкомпонентной кристаллической 
фазы может быть представлена в виде:
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Здесь использованы формулы (17)–(21).

НАУЧНАЯ И ПРАКТИЧЕСКАЯ 
ЗНАЧИМОСТЬ

В представленной работе данные имеют об-
щий характер и применимы для любых двухком-
понентных металлических кристаллов с простой 
кубической элементарной ячейкой и стехиометри-
ческого состава, растущих из двухкомпонентных 
50 % металлических расплавов в диффузионно-
релаксационном режиме кристаллизации. Науч-
ная значимость подтверждается тем обстоятельс-
твом, что исследуемая модель микрокристаллиза-
ции двухкомпонентных 50 % расплавов в модели 
ПДЗ наиболее близка к реально наблюдаемым на 
эксперименте процессам обмена микрочастицами 
между двумя соприкасающимися массивными фа-
зами, находящимися в разных агрегатных состоя-
ниях. Представленная выше модель микрокристал-
лизации двухкомпонентных расплавов в диффузи-
онно-релаксационном режиме с элементарной ку-
бической решеткой близка по своей природе к про-
цессам гетероэндотаксии металлов и полупровод-
ников, когда на изначальной металлической под-
ложке накладываются слои друг на друга разных 
компонент [14]. Последующие результаты иссле-
дования получения полностью разупорядоченной 
двухкомпонентной кристаллической фазы позво-
ляют дать практические рекомендации по выра-
щиванию соответствующих металлических крис-
таллов с совершенной внутренней упорядоченной 
структурой в диффузионно-релаксационном режи-
ме кристаллизации. 

Ю. А. Байков, Н. И. Петров, М. И. Тимошина, Е. В. Акимов  Модель микрокристаллизации 50 % двухкомпонентных. . .
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе представлена новая модель 

микрокристаллизации в модели переходной двух-
фазной зоны в пространстве концентраций моно-
меров роста твердой двухкомпонентной фазы с 
простой кубической ячейкой и стехиометрическо-
го состава в диффузионно-релаксационном режи-
ме. Определена в общем виде кинетика эволюции 
ПДЗ во времени через основные функциональные 
характеристики структуры переходной конечной 
протяженности области, отделяющей две массив-
ные соприкасающиеся фазы – расплав и кристалл. 
Получена система шести неоднородных трансцен-
дентных независимых уравнений, обладающих 
свойством инвариантности при преобразовании 
h h= - . В случае кристаллизации двухкомпонен-
тных 50% металлических расплавов с образова-
нием кристаллической двухкомпонентной фазы 
с простой кубической решеткой это преобразова-
ние эквивалентно инвариантности всех функций 
и других параметров относительно переобозначе-
ний A B´ . Новая модель микрокристаллизации 
50 % двухкомпонентных металлических распла-
вов позволяет изучить процессы перехода от воз-
никающей при определенных условиях термоди-
намики неупорядоченной кристаллической фазы 
к полностью упорядоченной фазе, а также вы-
явить времена релаксации, способствующие это-
му процессу.
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Abstract
Objective. This research investigates the model of microcrystallization of 50% binary metallic melts 
in the diffusive-relaxation procedure. The authors developed a scheme of a diphase transition region 
(DTR) defi ned in the concentration space of selected growth monomers. 
Methods and methodology. The concentration of growth monomers belonged to two different aggregate 
states: the melt and the crystalline phase. A kinetic differential-difference equation describing the 
time evolution of the DTR structure was developed. The study used the model of discontinuous DTR 
confi guration formed by the fl uctuation mechanism of the above-mentioned concentrations of growth 
monomers of a limited spectrum. The DTR separates two massive adjoining phases – the binary melt 
and the crystal. 
Results. Using approximate nearest neighbours the study defi ned the frequencies of the growth 
monomer exchange between the two adjoining massive phases, the binary melt and the crystal, as 
functions of their interaction energies and the temperature of the crystallizing system. This model 
corresponds to the real length interface of two contiguous phases, and is known as the Kossel-Stranski 
crystal. 
Conclusion. The average crystallization rate of so-called diphase transition region (DTR) in the 
concentration space of growth monomers was recorded. The defi nition of diphase transition region 
kinetics took into account the principal peculiarities of the concentrations of spontaneous fl uctuations 
of limited spectrum, i.e. its discontinuous form. Moreover, some problems associated with the order-
disorder processes in binary crystalline phases were considered.

Keywords: diphase transition region, growth monomers, a far-order parameter, the growth, the 
“roughness” parameter, the crystallization rate.
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