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Аннотация. В рамках модели открытой сферической квантовой точки с дельта-потенциалом 
на границе рассчитана энергетическая структура рассматриваемой системы в режиме сильно-
го конфайнмента, представляющая собой квазистационарные электронные состояния и ста-
ционарные состояния тяжелых и легких дырок. На основе полученного спектра и волновых 
функций рассчитан интеграл перекрытия как величина, характеризующая правила отбора для 
межзонных оптических переходов. Показано, что значения интеграла перекрытия для откры-
той квантовой системы в сравнении с закрытой, претерпевают как количественные, так и ка-
чественные изменения. В частности, для переходов из состояний легких дырок в электронные 
состояния становятся разрешенными все переходы с сохранением орбитального квантового 
числа независимо от радиального квантового числа. 
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ВВЕДЕНИЕ
Оптические методы исследования квантовых 

точек (КТ), такие как наведенное поглощение, 
люминесцентная спектроскопия [1, 2] направлены 
на изучение как фундаментальных закономерно-
стей физических свойств нульмерных систем [3], 
так и на определение возможных областей их 
практического применения [4—8]. 

Если рассматривать исключительно электрон-
но-дырочные состояния КТ, то основным инстру-
ментом исследования является методика измерения 
спектров поглощения, которая характеризует оп-
тические межзонные переходы. В первом прибли-
жении межзонные переходы между стационарны-
ми состояниями электрона и дырки для однород-
ных параболических зон были рассмотрены в ра-
боте [9], в которой сформулировано правило от-
бора по орбитальному и радиальному квантовым 
числам. Развитием данного подхода явилось 
включение в модель неоднородности энергетиче-
ского спектра в области, соответствующей валент-
ной зоне объемного полупроводника, а именно 
вырождение для состояний легких и тяжелых ды-
рок [10]. Однако наиболее адекватным эксперимен-
тальным результатам является рассмотрение трех-
кратно вырожденных дырочных состояний с уче-
том спин-орби таль ного взаимодействия [11]. 

Вместе с этим, разработаны и другие подходы к 
моделированию энергетической структуры КТ, 
основанные на приближении сильной связи [12], 
полуэмпирического псевдопотенциала [13] и ло-
кального функционала плотности [14].

Однако указанные методики расчета энерге-
тической структуры и правил отбора оперируют 
с величинами, отвечающими стационарным со-
стояниям квазичастиц, тогда как уширение уров-
ней, присущее всем открытым квантовым систе-
мам [15, 16], либо не учитывается, либо вводится 
как феноменологическая поправка в конечных 
выражениях. Отметим, что вопрос о влиянии до-
полнительных каналов релаксации на правила 
отбора в межзонных оптических переходах ранее 
подробно не обсуждался.

Одной из задач данной работы является анализ 
квазистационарной природы энергетического спек-
тра и ее влияние на правила отбора в межзонных 
оптических переходах. Для этого предложена мо-
дель открытой сферической квантовой точки, в 
которой учитывается вероятность туннельного 
ухода электрона в окружающую среду (матрицу), 
а также двукратное вырождение энергетических 
состояний дырок. Анализ правила отбора прово-
дился на основе интеграла перекрытия волновых 
функций электронных и дырочных состояний.
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ЭЛЕКТРОННЫЙ СПЕКТР
Рассмотрим КТ как открытую квантовую си-

стему, особенности спектра которой будут опреде-
ляться потенциалом на границе КТ и окружающей 
среды. Потенциал выбирается в виде: 

  (1)

с коэффициентом проницаемости , который 
может быть выражен в параметрах высоты a и 
ширины b прямоугольного потенциального барье-
ра  [17].

Энергетический спектр электрона рассчиты-
вался на основе решения сферически симметрич-
ного уравнения Шредингера в приближении эф-
фективной массы . базовым являлся анализ 
трансцендентного уравнения [18]:

 

. (2)

здесь ,  сферические функции бес-
селя и ханкеля первого рода [19],  — орбитальное 
квантовое число,  — эффективная масса 
электрона в КТ матрице. Решения уравнения (2) 
представляют собой квазистационарный спектр 

, где  является аналогом 
стационарных значений энергий, а  — ушире-
ние квазистационарных состояний, определяемое 
вероятностью туннельного ухода электрона из КТ; 
n — радиальное квантовое число, определяющее 
порядок корней функции бесселя. Поправка на 
кулоновское взаимодействие между электроном и 
дыркой не учитывалась, поскольку ее величина в 
представленном формализме не вносит изменения 
в правила отбора межзонных переходов.

Отметим, что спектр для закрытой сферической 
КТ  был получен как частный случай из транс-
цендентного уравнения . 

ДЫРОЧНЫЙ СПЕКТР
В случае коллоидных КТ область спектра, со-

ответствующую валентной зоне объемного полу-
проводника, можно описать сферически симме-
тричным гамильтонианом в приближении беско-
нечно глубокой потенциальной ямы, полученным 
в работе [20] и подробно рассмотренным в [21].

При условии  и сильного спин-орби-
тального расщепления данный гамильтониан пред-
ставляет собой выражение:

 
,  (3)

где  — эмпирические параметры латтинжера 
(параметры эффективной массы), m0 — масса 
свободного электрона,  — оператор момента 
импульса, соответствующий значению  
[21, 22].

Непосредственно для вычисления дырочного 
спектра удобно выражение (3) представить в ма-
тричном виде путем вычисления матричных эле-
ментов по ортогональным волновым функциям 
момента импульса для проекций  :

 

, (4)

где , , , 

. При этом P соответствует за-
кону дисперсии свободной частицы в поле кристал-
лической решетки; Q, L и M описывают эффект 
анизотропии энергетической (валентной) зоны.

Вид волновых функций с использованием ком-
мутирующего с гамильтонианом полного момента 
импульса  для отдельной дырки приво-
дился ранее в ряде работ. Так, например, в [22] с 
использованием 3j-символов Вигнера [23] волновая 
функция была записана в виде: 

  
.  (5)

где  — компоненты волновой функции блоха в 
области  .  При  заданном  значении 

 величина l может принимать 
четыре значения  и , за 
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исключением случая , когда возможны 
лишь значения . Вид волновой функции (5) 
отвечает задаче сложения моментов, что, в свою 
очередь, подчеркивает важность взаимосвязи от-
дельных подсистем. 

Используя технику приведенных матриц, из (4) 
можно получить системы дифференциальных 
уравнений на радиальные волновые функции 
[22, 24], решения которых в общем случае пред-
ставляют собой суперпозицию сферических функ-
ций бесселя для четных: 

 
, (6)

и нечетных состояний: 

 
,  (7)

с заменой  на  в значении косинуса 

;  , 

 [ 1 0 ,  2 5 ] .  з д е с ь 

 и  — эф-

фективные массы легкой и тяжелой дырок.
условие равенства нулю волновых функций (6) 

и (7) на границе КТ вместе с нормировкой на дис-
кретный спектр позволяют определить коэффици-
енты A и B, а условие разрешимости систем дает 
трансцендентные уравнения на спектр четных:

  

(8)

и нечетных дырочных состояний:

 
.
 (9)

ИНТЕГРАЛ ПЕРЕКРЫТИЯ
Интеграл перекрытия волновых функция двух 

состояний является количественной характеристи-
кой радиационного перехода, наблюдаемого между 
этими состояниями. Так, отличные от нуля значе-
ния интеграла перекрытия определяют правила 
отбора для переходов в системе. Абсолютное зна-
чение интеграла перекрытия характеризует отно-
сительную интенсивность спектральных линий, а 

также силу осциллятора соответствующего пере-
хода. Используя явное выражение для модуля ин-
теграла перекрытия в приближении медленных 
огибающих функций: 

  
(10)

с учетом конкретного вида волновых функций, 
можно проанализировать правила отбора для ра-
диационных переходов в открытой КТ в сравнении 
с закрытой. К примеру, для основного перехода 

 интеграл перекрытия принимает вид:

,

где  — сферическая функция.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ
Численное решение уравнений на спектр (8) и 

(9) проводилось для КТ CdS с радиусом 
 нм, окруженной желатиновой матрицей 

при следующих физических параметрах системы: 
,  [18] (  — масса свобод-

ного электрона),  эВ,  
[11],  [25],  эВ·см.

характер изменения энергетического спектра 
КТ в зависимости от ее размера представлен на 
рис. 1, где сплошная и пунктирная линии соответ-
ствуют энергетическим состояниям тяжелой и лег-
кой дырок, а заштрихованные области представляют 
первые квазистационарные состояния электрона 1Se, 
1Pe, 1De с шириной . Для сравнения на рис. 1 
также обозначены электронные состояния закрытой 
сферической КТ (штрихпунктирная линия).

Как в закрытой, так и в открытой КТ для раз-
решенных межзонных переходов из состояний 
тяжелой дырки  и  выполняется правило 
отбора по орбитальному квантовому числу 

 (табл. 1). Разница в абсолютных значе-
ниях интеграла перекрытия (10) связана с характе-
ром волновых функций квазистационарных со-
стояний в открытой КТ, отражающих возможное 
взаимодействие с окружением (рис. 1). Аналогич-
ная зависимость сохраняется и для состояний с 

 и 
.
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Рис. 1. Электронный Enl и дырочный EnlF  спектры КТ CdS как функция размера частицы r0

Интеграл перекрытия между волновыми функ-
циями легкой дырки и электрона в закрытой КТ 
определяет правило отбора межзонных переходов 
с условием  и . Вместе с этим, в от-
крытой КТ правило отбора для этих переходов 
претерпевает изменения, а именно, разрешенными 
становятся все переходы с  независимо от 
радиального квантового числа (табл. 2). Такое из-
менение правила отбора в открытых системах 
связано с учетом дополнительных каналов релак-
сации энергии, импульса, отвечающих процессам 
затухания амплитуды и фазы. Отметим, что рас-
смотренный интеграл перекрытия характеризует 
затухание амплитуды, аналогично процессу спон-
танного излучения. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
В данной работе на основе модели открытой 

сферической квантовой точки, учитывающей ква-
зистационарный характер энергетических состоя-
ний электрона и двукратное вырождение дырочных 
состояний, проведен анализ возможного влияния 
окружения (матрицы) на правила отбора межзон-
ных переходов. Оказалось, что учет уширения 
электронных состояний приводит к перераспреде-
лению значений интеграла перекрытия и сведению 
правила отбора межзонных переходов из состояний 

легкой дырки к условию . Такая особенность 
в правиле отбора связана, в первую очередь, с уче-
том дополнительного канала релаксации импульса, 
а во-вторых, с симметрией волновых функций.

Данный результат делает актуальным дальней-
шее развитие исследований оптических свойств 
квантовых точек с позиции открытых квантовых 
систем. Расчет фундаментального края поглощения 
с учетом спин-орбитального расщепления дыроч-
ных состояний планируется выполнить в следую-
щей работе.

Работа выполнена при поддержке программы 
стратегического развития ВГУ для молодых ис-
следователей (№ ПСР-МГ/09-12).
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Таблица 1. Абсолютные значения интеграла перекрытия для волновых функций состояний тяжелой дырки 
и электрона в закрытой/открытой КТ

Переходы 1S3/2 2S3/2 3S3/2 1P3/2 2P3/2 3P3/2

→  1Se 9054.0
9774.0

3314.0
2050.0

0872.0
0408.0

0.0 0.0 0.0

→  1Pe 0.0 0.0 0.0
3717.0
2796.0

4371.0
0.4980

0448.0
0.0955

→  1De 0781.0
0811.0

2995.0
3312.0

1522.0
0775.0

0.0 0.0 0.0

→  2Se 3711.0
1047.0

5213.0
6387.0

0345.0
1825.0

0.0 0.0 0.0

→  1Fe 0.0 0.0 0.0
1100.0
1326.0

0667.0
0500.0

0272.0
0018.0

→  2Pe 0.0 0.0 0.0
1854.0
2035.0

1863.0
0635.0

4785.0
0.4856

→  2De 0224.0
0098.0

1393.0
0169.0

2461.0
3165.0

0.0 0.0 0.0

Таблица 2. Абсолютные значения интеграла перекрытия для волновых функций состояний легкой дырки и 
электрона в закрытой/открытой КТ

Переходы 1P1/2 2P1/2 1D1/2 2D1/2

→  1Se 0.0 0.0 0.0 0.0

→  1Pe 5392.0
5774.0

1410.0
0.0

0.0 0.0

→  1De 0.0 0.0
1984.0
2154.0

1115.0
0.0

→  2Se 0.0 0.0 0.0 0.0

→  1Fe 0.0 0.0 0.0 0.0

→  2Pe 1962.0
0.0

5051.0
5774.0

0.0 0.0

→  2De 0.0 0.0
0811.0

0.0
3652.0
4232.0
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