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Для  однопродуктовой   модели Леонтьева в виде скалярного 
дифференциального уравнения первого порядка со случайными 
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1. Введение. Рассмотрим однопродуктовую модель Леонтьева [1, 2]

,                            (1)

где  - время,  – интенсивность выпуска валовой продукции 
(количество валовой продукции, производимой в единицу времени), 

 - интенсивность потребления,  - коэффициент производственных 
материальных затрат,   - коэффициент приростной фондоемкости. 
Равенство (1) показывает, как валовая продукция распределяется  на 
производственные затраты , потребление   и прирост основных 
производственных фондов . Уравнение (1) перепишем в виде

,                            (2)

где , . 

Рассмотрим нашу модель на промежутке времени  с начальным 
условием 

                                          (3)

Эта модель хорошо изучена при детерминированных функциях . 
На практике всегда присутствуют факторы, которые можно моделировать 
как случайные процессы. Мы рассмотрим задачу (2), (3) при условии, что 

 являются случайными процессами, заданными характеристическим 
функционалом, и независимыми со случайным начальным условием .  
Если  представляют собой детерминированные функции, возмущенные 
белым шумом, то используется теория стохастических дифференциальных 
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уравнений [4]. Мы изучаем задачу со случайными процессами Лапласа, 
причем процессы  могут быть зависимыми.

2. Характеристики случайных процессов . Характеристическим 
функционалом процессов    называется функционал [3]

Отметим, что при заданном характеристическом функционале 
моментные функции процессов находятся с помощью вариационного 
дифференцирования [3], например

,    (4)

 

Пусть  – векторная функция с координатами  и  векторная 
функция с координатами . Через  обозначаются единич-
ные векторы в  . Скалярное произведение в  обозначим  и 
пусть 

, 

 

Пусть случайные процессы  заданы характеристическим 
функционалом

Выясним значение входящих функций  и . Для этого 
воспользуемся свойством (4). Вычислим вариационную производную

 

Тогда, согласно (4),  является математическим ожиданием 
случайного процесса , т.е. . Аналогично 
получаем .

Вычислим вторую вариационную производную
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Отсюда следует, что 

 

Аналогично вычисляется

 

 

3. Математическое ожидание решения задачи (2), (3). Если 
известны реализации , то легко выписывается решение задачи 
(2), (3)

 

и его математическое ожидание

 

Введем в рассмотрение функцию   

 

Используя определение характеристического функционала и функцию 
  математическое ожидание решения представим в виде

 

Подставим в эту формулу выражение для нашего функционала ψ и 
функцию  
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(5)

 

4. Анализ среднего значения.  Заметим, что  не зависит от 
второй моментной функции  случайного процесса . Отметим частные 
случаи этой формулы. При  получаем формулу решения 
детерминированной задачи (2), (3).  Если , то случайные процессы 

 независимы и формула также упрощается.  

     Первое слагаемое в (5) представляет собой математическое ожидание 
линейного однородного уравнения. Обычно при рассмотрении уравнений 
со случайными коэффициентами строят детерминированное уравнение, 
заменяя случайные коэффициенты их математическими ожиданиями. 
Выясним на линейном однородном уравнении, что же при этом теряется. 
Пусть  решение однородного уравнения, в котором случайный 
процесс  заменен его математическим ожиданием , тогда

 

При малых  погрешность также мала, но при 

 погрешность равна решению , а 

при   погрешность превышает величину    

 в девять раз, она  равна 9 .  

В реальных условиях среднее значение  может принимать и 
положительные и отрицательные значения. Если , то

  

и монотонно убывает. Но математическое  ожидание решения имеет вид

.

Найдем его производную     

 

В рассматриваемом случае при  производная равна  
т.е.  сначала убывает, но при выполнении равенства 

,  
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и  производная  меняет знак и  
начинает возрастать. Таким образом, случайные факторы способствуют 
росту .

Рассмотрим теперь линейную неоднородную задачу (2), (3). 
Из формулы (5) при условиях , 

,   следует, что  возрастает, 
причем наличие случайных возмущений ( ,  ) 
благоприятствует росту . Если , то это влечет 
замедление роста , но в нашей модели (2) это естественная 
ситуация. Если  , то это также влечет замедление роста 

.  

Формула (5) показывает, что функции могут принимать значения разных 
знаков, но важно их «интегральное» поведение. 

5. Вторая моментная функция. Другая важнейшая характеристика 
решения задачи (2), (3) – вторая моментная функция . 
Формулу для ее вычисления получить значительно сложнее и мы 
воспользуемся готовым результатом [3, стр. 220 ]

  0( ( ) ( )) ( ) ( (0, ) (0, ),0)M x t x M x i i tτ ψ χ τ χ= − − +

0

0
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Для рассматриваемого нами случайного процесса имеем
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Здесь 

 Полагая в формуле (6)  и вычитая квадрат математического 

ожидания 
,
 получим выражение для дисперсионной функции 

решения задачи (2), (3). 

Несмотря на громоздкость полученных выражений, при современных 
вычислительных средствах они вполне пригодны для вычислений. Следует 
иметь в виду, что изучаемая задача является по своей природе сложной –  
моментные функции зависят от всевозможных реализаций случайных 
процессов и не следует ожидать  простых формул. 

Заключение. Наличие случайных факторов  в экономике является 
скорее закономерным, а не исключением. Полученные формулы для 
математического ожидания  можно использовать для оценки 
погрешности, совершаемой при переходе к детерминированной модели, 
получаемой заменой случайных коэффициентов их средними значениями. 
Наличие формулы для , позволяет определить  условия, при 
которых  случайные факторы способствуют росту , хотя, на 
первый взгляд, это кажется маловероятным. Проведенный анализ можно 
распространить и на уравнения с другими распределениями для случайных 
коэффициентов. 
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