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1. ��������
������ ����	
��� �	��	����
��� �������������� (����) ��

����� ����������� �����	�����	�� 
�
 ������� � ���
��	��� ��������
������ � �������� �������� ������������	�. ��	��	����
�� ������	
������� ����� ����	
��� �	��	����
��� �������������� (���)
���	�	���� ������������ � ���	��	�	���	 ������	� 	��
	��
� ����	��
��	���!���	� � ��������� �������� ����	
��	�. "���� ��
�	����
������	�� �������� ����	
��	�, ����	�� ��	���!���	� � ��������
����	
��	� � �	���� ������� ���	��	�	���#�� ���� �������� � ����	��
[1, 2].  $�
 ��� ����	
�� %������ ��������	� � ����	
�� �	�������� ���
&��������
� ����������� �����!���	�� ����%�� '������-����, �
���	��	�	��� � 
�	��� ������� ���� �����	�� ����	
�� �����	�� – 
����������� ����	
�� �����	� %������ &��
%�� � �����������. *���
��	����
� ����	
��	� �����	�� �����	�� %������ &��
%�� ���
�����	�� �����������, 	� �������� ������ ��� ���	 �����	����	!��

�
 ������ ����
��	�����!��� ��	����%�� � ��������� ���	-
��	�	���#��� �	��	����
��� ������	�, � 	� ����� �	���� ����	
��
����
� [3,4]. +��	� ������� ����� � ����	
�� �����	��� �����	�� 

������ ��	�����!���� �������������� � ���	��	�	���#�� �	����
������� [1].
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0�� ����� ����	
��� ��������� �������������� � ����	
�� 
�����	��� %������ &��
%�� � ����������� ���������	�� �	�� 
�������, ���������� �� ��&����&�
�%�� %������ &��
%��. 
��	�� ��������	 ������	! ��	
�� ��	���!��� ������� ��� 
����	
� 
��	���� � ��	
�� ������������ � ������� � ���� 
����	
�� ����� ��� ����	
�� �����	��� %������ &��
%�� � 
�����������. 
��!���"� #����: ������ ����	
��� ��������� ������-
��������, ����	
�� �����,  � -������ ����	
��� �����, ��-
�������� ���
��, ��	�����!��� �����������.



  1 (25) 2012      171

7 	� �� ���� ������������ ���	�����
 ����� � �	������� ����	! 
�

���� ���!�� ���������	�� ���������� ��:�
	�� �������	
����������	! ���	������� ���������� �������� �	���� � ������ ���.

'��� �����	����	! �������� ����� �����	�� ��	���!��� �������
� ���� ��	��%���:

- %������ &��
%�� �������	 ����	
�� �����	��, � �����������
�����	������ ������� ��������	���;

- � %������ &��
%�� � ����������� �������	 ����	
�� �����	��.
2. ��	
� ������ ���� ��� ����	��� ������	��� �����
� 

������� 
7 ��
�� ������ ��	��%�� ���������	�� ��	�����	�%�� ����	��

��	���!���	� ������	��!�� 
 �������� 
��	���� � ����	
�
�������� �����	��� � ��	�
��#�� �� 	�
�� ��	�����	�%�� �	��
������� ������ ����	
��� ��������� �������������� (�=�) [5]. 

>����	�� ������#�� ���	����
� ������ �=�: 	�����	�� ���	��!

�
����!���� �������� %������ &��
%�� ��
i

ii xpq ~~ ��� �������

�������� ����������� jdxh j
i

iij ��� , . 5�?&&�%���	� %������

&��
%�� �����	�����	 ����� ����	
�� ����� ip� ����	���� [ ; ]L R
i ip p ,

����! � ����� ����
�� L � R �������	 ����� � ������ �����%� ����	���
����	
��� �����. ����	
�� 
�?&&�%���	� �����	�� ?
����	�� ��	�.

�����	�� ����������� �����	�� 
�
 ������� �����,
nRXx ��	 .

$��������� �
�����%�� �������� ����	
�� %������ &��
%�� ����
��	�����	�����	! 
�
 �
�����%�� ���������� ��� �������� ?	��
&��
%�� �� � -������:

max)],(),([)( 
�
�� � xk
kk

R
kk

L
k xqxqxq ��� ,    (1) 

��� },{*,)()( ** RLxpq
i

ikik 	� � �� .

A������	��!��� ���� �
�����%�� ����	
�� %������ &��
%�� q~
��	�����	����	�� 
�
 �
�����%�� ��������� (��	
���) ��������
%������ &��
%�� ������������ � 	�����	!� �� ���	������� ����	���

�
k

k�2 .

>����	�� ?	� ��	�����	�%�� ����� �������� �� ������

	������!��� ����	
�� �����, ��������� 	���
�� ( rmmlm �� ;; ),
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��� m- ��� ����	
��� �����; l � r – ����� � ������ �����	��
����	
��	�. ������� �������� � �����	���	��� ������ �����	��
������� � �������� ���
�, ���� �����	����	! �����	�� ����	
��	� 
�

�����	��, ����
	������#�� ���
 �����	�� �������. =���� �����	�, l – 
����
	������	 ���
 �������� ��	��!, ������ �����	�, r – ��������	!
��������� ������. ����	��� �����	�� ����	
��� ����� � ���������

(1), ��� � ����, �	� ),(),( xlmxq kk
L
k �� �� �

),(),( xrmxq kk
R
k �� �� , ������:

max)],(),()(2[)( 
�
��� � xk
kkk xlxrxmxq ��� .  (2)                      

7�������� (2) �������� ��
������	, �	� ��� ���	������ �
��-

��!���� �������� )(xq ���� ������	! 	�
�� �������� �, 
�	����

��������	 �
����!��� �������� ��� � ������� �����	�� ����	
��	� �
�����!��� �������� ������ �����	�� ����	
��	�. $�
� ������,
&��
%�� (1), � �	����� �	 ����������� ������ �	����	����
���
�������������� ���	 ��������	! ���	������ ����� 	��� %����:

- ���	������ �
���� ���;
- �
�����%�� ��������	� ��������� ������;
- ������%�� ���
� ��	��! ������;
� � ?	�� 	��
� ������ �����	�����	 ����� ����	����� ����	
� 	���

���	��	�	���#�� 
��	�����.

7�������� (2) ���� ���������	!, ������ �����	� ),( xr k� , �	�

���	��	�	���	 �������	����
�� �	��	����, ��� 
�	���� �
��������	��
��� � ���������	�� ���
 ��	��!. A	��	���� 
������� ��	���� ����	

���	��	�	����	! �������� �� ��������� (2) �����	�� ),( xl k� .

������	����� �	��	���� ������	 �	 ?
����	���� ����������� ����	
��

�����	��� &��
%�� %��� ia~ , �� �� ���� �������	!, �������

�����#�� ������� B����%� � ����:

max)],()1(),()(2[)( 
�
���� � xk
kkk xlxrxmxq ��� ,    (3) 

��� ]1,0[	 . ���  = 0, 
��	���� (3) ����	 ���	��	�	����	! �	��	����

��������, ���  = 1 
��	���� (3) ����	 �	����	! 
������ ��	���.

A�����	 ����	�	! ������� �� �	��
	��� &��
%�� ���%���� �����	��

�������. ����	
�� �����	�� ip~ %������ &��
%�� �����	 ?
����	� �

�����	������� �����	��� �����	�, �����	�����! 	��!
� ��
���������	� ?	�� �����	� � �� ���� %���� ��%�, �������#��� �������
(=�>). 5�?&&�%���	  �����	�� ���	����	� =�>, 
�	���� ���	������	

��� �� ���� %��� � �������� �������� ?
����	� �����.
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����������� ������ �����	�� �� ������ ������ ������
��	���!���� �����	�%������� ���	&���. E	� ������ ���	 ������	! ��
��
� �����	���	��� �������� � 	���� ?&&�
	���� ���	����	� ��
������� ���	 �����	! ����	
�� (��������	���) ��������������.
F������� ������ ��� ?	� ���	�����	 ?
����	��� �%��
� ��������	�
���	������ ?
�������
�� ��
���	����.

'��� �����	����	! ������ �����!���� �������������
�����	�%������ �����	� ���� ���
��!
�� ��������	��� � %��!�
��������� ������� � 	������ ���� ��������#�� ��	. >������������
������� �� ������ ���� �����	���	! �������� ����!�

ijaAxAy ~~,~~ ��  , ��� ija~ - ?
����	��� �%��
� ������� � �����%�

�����	�%������ �������� � i-� ��������	�� � j- ����, ��������� � ����

	������!��� ����	
�� �����; ix - ��	
�� ����� �����	�%�� � i-�

��������	�� (i=1,…,n).
��
��� ������� ���� ��	�����	�����	! 
�
 �
��� ��

��������� �������� �� ���! �����	�%������ ������ (j=1,…,m),
������	������ �� 
��	����

max)],(),([)( 
�
�� � xk
kk

R
kk

L
k xqxqxq ��� ,

��� },{*,)()(
1 1

** RLxaq
n

i

m

j
ikijk 	� � �

� �
�� ,

� ��	
�� ������������

dx
n

i
i ��

�1
, 0,...,0,0 21 ��� nxxx ,

��� d – �������� �����	�%������ �����	�, 
�	���� �����	�� ��������	
�����	! � ��������	��.

>����	�� ������� ?	�� ������ ��� n=2; m=2. "�������, �	�
�����	�� ����������� ���������	 ������� � ���� �� ���� �����  -  

( dxx �� 21 ;0 ) ��� ( 0; 21 �� xdx ), �	� ������ � 	��
� ������

������� ����	� ������������ �	���. ���� d = 10, � �������� �
������ �� �������: 0,2; 0,4; 0,6;, 0,8; 1,0. �����	�� ija , ������

	������!��� ����	
�� ������ � &���	� ( rmmlm �� ;; ): 11
~a =

(-1; 3; 5), 12
~a = (-2; 4; 6), 21

~a = (2; 3; 4), 22
~a = (0; 3; 6). "	��%�	��!���

�������� � ����� �����%� ����	
��� ����� �������	 ��������	!
��������� ���	
�� � �����%� ��������� �����	�. 5�
 �����, ������
��������	�� �� �	���� ��� ���	 �������	! ������!���	! �����	�%��,
��� 	�, �	� �	���� ��������	�� ��	�����	 �� �� ������ ������� ����.
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"���
� ���
� ��	��� ������� � ������� ��������	�� ����, �� �
�	�����. E	� ��:�����	�� ��������� ��	���!���� ������� � ����: �1 =
0; �2 = 10. 7�� �����	�%�� ������	 �	���� ��������	��.

0��	�	���� �����	! ���
� ������� ��������	��, �������, �� ��������

11
~a = (1; 3; 5), 12

~a = (1; 4; 6), 
�
 ��	���!��� ������� �����	�� - �1 =

10; �2 = 0. 7�� �����	�%�� ���	���	�� ������ ��������	��. "�������
(��������) �������� ������� �� ��� ���� ���	�����	 69 �����%.

*��� %������ &��
%�� �������	 
�?&&�%���	 B����%�  , 	� =�>

���	 �����	! �������� ������� (�1 = 0; �2 = 10) ���� ��� ����
��
���
�� ������� ��������	��, �������, �����  = 1. 

$�
� ������, ���� ��������� ��	�����	�%�� �
���� �������
���
��	�� %��� �����	���, 	� ������������ �	�� ������� ������ �=�
���	 ��	! ?&&�
	���� ������� ��� ������ �����	�%������� ���	&���
� ��������	!� ������������� �	������� �����	��� 
 ���
�.

3. ������� ���� ��� ����	��� ������	��� �����
� ������� � 

���������� 

���	! 	����! ����	
�� �����	�� �����	�	���	 �� 	��!
� � %������
&��
%��, �� � � ������������:

max~~ 
�
� � xi
ii xpq ,                               (4) 

jdxh j
i

iij �� ,~~
� .                                    (5) 

����! ���
 � ��	��	�� 
�
 «�� ����», 	� ��	! ���� �����	! 	�
��
��
	�� �, 
�	���� ����������� � ������� (4) ��������	 ����� ���	!
��������� (5) «�� ����», �� ������ ���	!. $�
�� ��	�����	�%��
����	
�� ����������� ��
�����	�� � 	�, �	� 	���� ��������� �����	��
����������� (�����	��� ��!	����	��) �
������	�� ���! �����������
����!���	� � 	� �����, �	� � ����!��� ������ ��!	����	��� ���
�����	�� 	����� ����������� ���	 ��	! �� �������	���, � ���! �
	�� ��� ���� �	����� ���� ����	��!��� ��� =�>, �� ��!	����	���

���	�� ?	��� �����	��. "	������� « A~ �� ���� B~ » ���� ��������	!


�
 « A~ �������	�� � B~ », 	� ��	! )()( ~~ xxXx BA �� �	�  . 

0����� ������ ��������� « A~ �������	�� � B~ » ���� �����	����	!


�
 BA ~~ � . 7 �����	�� ��	�����	�%�� 	���� ��������� �����	��

����������� (�����	��� ��!	����	��) �
������	�� ���! �����������
����!���	� � 	� �����, �	� � ����!��� ������ ��!	����	��� ���
�����	�� 	����� ����������� ���	 ��	! �� �������	���, � ���! �
	�� ��� ���� �	����� ���� ����	��!��� ��� =�>, �� ��!	����	���
���	�� ?	��� �����	��. 5�
 �������, ����� ���	! (5) �����	 ?
����	 �
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�����	������� �����	��� �����	�, � ������ ���	! &��������	 =�>.
7 	�
�� ��	�����	�%�� 
����
	��� �����! ��������	�� (5) ����	 ��	! ���

jdxh j
i

iij ��� ,~~
.                                  (6) 

���������	�� ������#�� �	���
� ������� ������ (4-5). 5��	���� (4) 
���������	�� � ���� ��	
�� &��
%�� %��� ���� (1). ��	�, � ���	��	�	���
� �	���, �������� � ����	� [6], �����	�� ���
��	��� � -������,

��	���� � ����������� (6) �����	�����	�� ������	��!�� 
 
�����

������ k� ( Kk 	 - ����� � -�������). �� ������ k� �
��-

������	�� ���	��	�	���#�� �������� 
��	���� (1):  

max),(),()( 
�
��
xk

R
kk

L
kk xqxqxq �� .        (7) 

"���������� (6) ���������	�� � ���� ���	�� ��	�����!���

����������� �� 
���� k� -������:

jddxhh k
R
j

i
k

L
jik

R
ijk

L
ij ��� )],(,)([)]();([ ����  .  (8) 

���������� ���	�� (8) 
 ���	�� ������� �������� ��������	�
���#��	����	�� �����!� �	���!��� ��������	� � ���	��	�	���#�
�	������� ��� ����� � ������ �����% ��	�������:

).()(

),()(

k
R
j

i
ik

R
ij

k
L
j

i
ik

L
ij

dxh

dxh

��

��

�

�

�

�
                          (9) 

$�
� ������, �� 
���� � -������ &������	�� ������� �=�,
������� 
�	���� ����������	�� ���	��	�	���#�� �������� �	�����
������������	�, 	.�. � -������. "
����	��!�� &������	�� ���
��	���
����	
�� �����	�� ������� �������� ������. >������ � ���� ����	
���
�����	�� ��� �� ���� ���	�	���� ��&���	����. "���
� 	����%������
���
	����
�� ������ ���	 ��	������	! ��	
��� ������� � ���� ��������
��
	��� �. 7 ?	� ������ ��	
�� ������� ���� ������	!, ������� ����
�� �����	��� �	���� ��&����&�
�%��, �������, ������� �
�
����!��� &��
%��� ������������	� ��� ������� ���������� ��
�	��� «%��	�� 	����	�».

>����	�� ��������� ����������� �	���
� �� ������#� ������,
� ��
�	��� ����� �����	����� ������, ����������� � ������� 2.  

������ ������������� �����	�%������ �����	� ���� ����
��������	��� ���	 �����	����	!�� � ���� &��������
�. ���	!
�����	���� 	�
 �� ��	������	 ��������� ��� ���� � ?
����	��� �%��
�

������� ija~ � �����%� �����	�%������ �����	� � i-� ��������	�� ���	
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��� 	������!��� ����	
�� �����: 11
~a = (1; 3; 5), 12

~a = (1; 4; 6), 21
~a =

(2; 3; 4), 22
~a = (0; 3; 6). E	� �������� ���	��	�	���	 �	���� ������	�

�������� ������ ������ �	����� �������. �����	�� %��! �����	���� – 
��������� ����������	! ������� �����	�%�� � ��� ��������	��,

��������� ��� ?	� ����	
�� ����������� jd
~

�� ��������� ������!.

5��	���� ��	���!���	� ��� ?	� �������	 ��	
�� ���:

min21 
�
�
x

xx ,                               (10) 

�	� �� ����	 ������	! �����	������� �	���
�, 	�
 
�
 �� 
����
� -������ ��� ��������� ����	� ��	���	�� ��� ��������. "����������
����	 ���

,~~~
,~~~

2222112

1221111

dxaxa

dxaxa

��

��
                            (11) 

.0,0 21 �� xx
���	! =�> ��������� ���� ����������� �� ������! ������� � �	�����

���� � ���� 	������!��� ����	
�� ����� 1
~d = (2; 30; 60) � 2

~d = (2; 30; 

60). ������ ������#�� � - ������: 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1,0. "�	���!���

�������
*x �� � -������ ��
����� � 	���. 1. A�����	 ����	�	!

�������, �	� ��� ����������� �������� �����	�� ��	�����	�%�� �	����
��������	��.

+�	
�� �������� ��	���!��� ������� ���� ������	!, �����!���
�	��� ��&����&�
�%��:

.2,1,5

1

5

1

*

��

�

�

�

� i
x

x

k
k

k
kik

i
�

�
                      (12) 

$����%� 1 
I���
	����	�
� ��	���!��� ������� �� � - ������

k�
,

,

2222112

1221111
LLL

LLL

dxaxa

dxaxa

��

��

,

,

2222112

1221111
RRR

RRR

dxaxa

dxaxa

��

��
1
*x

��	
2
*x

��	

*
2

*
1 xx �

0,2 7,6 =7,6 
7,6 =7,6 

23,0  <  54,0 
28,5  <  54,0 

4,5 0,6 5,1 

0,4 13,2 = 13,2 
13,2 = 13,2 

27,4  <  48,0 
34,5  <  48,0 

5,1 1,7 6,8 
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"
������� 	���. 1 

k�
,

,

2222112

1221111
LLL

LLL

dxaxa

dxaxa

��

��

,

,

2222112

1221111
RRR

RRR

dxaxa

dxaxa

��

��
1
*x

��	
2
*x

��	

*
2

*
1 xx �

0,6 18,8 = 18,8 
18,8 = 18,8 

28,8  <  42,0 
36,0  <  42,0 

4,5 3,4 7,9 

0,8 24,4 = 24,4 
24,4 = 24,4 

29,2  <  36,0 
34,5  <  36,0 

3,0 6,0 9,0 

1,0 30 = 30 
30 = 30 

30  =  30 
30  =  30 

0 10,0 10,0 

�� ��������� ������ 	���. 1 �� &����� (12) ������� ��	
��

�������: 1x = 2,7; 2x = 5,9. ��� ���������� ��	
�� ���������

�����	�%�� � ������ � �	���� ��������	�� ����
����� ����� �� ��� ����
����	 �����	����� ����	
� �����

2222111211 )~~()~~(~ xaaxaaq ���� = 1111
~~ xbxb �  =  

= (2; 7; 11)2,7 + (2; 6; 10)5,9. 

� -��������� �����	������� ������������ �������� q~ ��
����� ��

�	���� � 	��	!�� 
����
� 	���. 2. 
M�!	����	����� ������ 
 ������	� ����	
�� ������� ���	��	 � ��

���������� �� 
���� � - ������ 	���. 1. A��	��	�	���#�� ��������
��
����� � ��	���	�� � ��	�� 
����
� 	���. 2. 

$����%� 2 
������! � ���� ����	
��� �����

������! ��� ��	
�
�������

������! ��� ��������
�� 	��. 1 

"���������� �� ������!

k� L
kq

R
kq

L
kq

R
kq

L
kd

R
kd

0,2 24,5 81,3 15,2 51,5 15,2 108,0 
0,4 31,8 74,4 26,4 61,9 26,4 96,0 
0,6 39,2 67,6 37,6 64,8 37,6 84,0 
0,8 46,6 60,8 48,8 63,7 48,8 72,0 
1,0 54,0 54,0 60,0 60 60,0 60,0 

���������� ������! ��� ��	
� ������� �� � ������ ��� ��������	��
� ������������ (11), � �	����� �	 ������� �� ��������� 	����%� 1. 5�


����� �� 	����%� 2, ��������� ����������� ���	 ��	� ��� k� �����

0,8 � 1,0: 46,6 < 48,8 � 54,0 < 60,0. E	� ��:�����	�� ������ �����������
� 	���. 1 ��	���!���� ����	
��� ������� ��� ��&����&�%��������
��	
� �������.   

����������� ����� ��
������	, �	� ������������ �	���
� �������
��=� ��������	 ������	! ��	���!��� ������� 
�
 � &����-
&�%��������, 	�
 � ��&����&�%�������� ����, ��	� � ��������
������ ���	 �����
�	! ��������� �������� ����	
�� �����������. *���
?	� ��������� �����	�� � 	��
� ������ =�> � ������������
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��	�����	�%�� ��	��� 
��	���� ���
��	�� %��� �����	���, 	�
�	���
� ���	 ������	!�� ��� ������� ����� ����	
��� ���������
��������������.
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SOLVING LINEAR PROGRAMMING 
PROBLEMS WITH FUZZY PARAMETERS

Matveyev Mikhail Grigoryevich, 
Dr. Sc. of Technical Science, Professor of the Chair of Programming 
and Information Technologies of Voronezh State University; 
mgmatveev@yandex.ru

For problems of indistinct linear programming with indistinct parame-
ters of criterion function and restrictions the method of solution based 
on defuzzi} cation of criterion function is offered. The method allows 
receiving accurate optimum solutions at indistinct criterion both ac-
curate restrictions and solution in the form of indistinct numbers at 
indistinct parameters of criterion function and restrictions.
Keywords: problem of indistinct linear programming, indistinct num-
bers,  � -levels of indistinct number, risks management, interval re-
strictions.


