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� ������ ��		
������ ��
������ ��������� ������ ������������
����	���������, 
������ �� ����� ��������� � ����	���� ����������
(	
., ����., [1, 2, 6, 7]), ���� ��	��������, �� ��� ������, ���
������
���� � ������� �������� �� ��� ��
�. !��� ����
 ������ 		��
� ��
��	������ ���������� [3, 4, 7]. 

"��������� ������ ������ ��	����� ����	������� � 
���������
#�������-
�������$�� «%����	���� ���
�» � 2011 ���� [5]. 

§1. �������	
�� �
���������� ����
�� �����	��� � ������ 
����������� ����� ������

 ������ ����� ��� �������� 
���������� � ������������ ���������� ������

 ��� �������� 
���	�� �����

&�	�� �� ���
� �
���	� n ����� $����� ��
��, �� 
������ ����	���

���� 	���
������� ��������. '�� ��
��� ����������
 ����
��������	�

�������	��
� n,...,RR,R 21 , 
������ ������	� 	�������
� ��������
� 	

����	���
� 
���
�����	
�
� ��������
� (	�����
� �������	��
�) im
� �,...,ni 1� � ����	���� 
������$������ 
����$�� � �jiij ,RRV cov�

� �,...,ni,j 1� . *	�� ����	��� ��	�������� 	��� 
������ ����
�

�
�

�
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110 � ������ $����� ��
���, �� �������	��

	���
���������� �������� �
�

�
n

i
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1
�
��� 	�����+��

/89 336.763.3

Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ 
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ 
ÏÎÐÒÔÅËÅÉ ÖÅÍÍÛÕ ÁÓÌÀÃ 
ÌÈÍÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÈÑÊÀ È 
ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÄÎÕÎÄÍÎÑÒÈ

�������� �������� ���!���,
��
��� �������	
�� ���
, �����		�� 
������ ��	��� 
���
���
� 
�	���		��	
��� �������� �����	���-�
���
���	
��� ��	������ 
(������ � �. ��������); okp.voronezh@vsfsei.ru

#		�������� ����
�	���� ����
����	��
 
��		���	
�� 
������ 
:��
���$� – <����� 
���
���$�� ��	
� �������� $����� ��
�� 
��� �������� �������	�� � 
�
	�
���$�� 	������ �������	�� 
�������� ��� �������
 ������ ��	
�. /	��������� ���
���, 
�������+�� ����	�
�	�� ����
����� ����
������� �������� �� 
�������������� ��������� ���� �����	
���� ��
��.
��"���#� $�!��: �������� $����� ��
��, ��	
, �������	��, 
�����	
���� ��
���, ����	���. 
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���
�����	
�� �������� (	������ �������	��) �
�

n

i
iimx

1
� ��	���	��

��
��

n

j
jiij

n

i
xxV

11
.

=����� :��
���$� �� ����
�����
 �������� 
���
������� ��	
�

��
��� 
4�: ����� ��	���������� ����� 
������� ix 
���
������+��

�����$�� ��������:

�
�

�
n

i,j
jiij xxV

1
min  ,                                 (1) 

��� �	������ �������� 	������ �������	�� �������� pm :

�
�

�
n

i
pii mmx

1
 ,                                    (2) 

� ������� �����

�
�

�
n

i
ix

1
1 .                                        (3) 

�������, ������ ���� (1) – (3) �		������� ?. :��
���$ [8] ���

�������������
 ������������� ������$�������	�� ����� 0�ix
� �,...,ni 1� . &���� 	���� ��		
�������� 	����$��, 
���� ����	��� �
���

���
����	�� ��������� �����$�� 	 $����
� ��
���
� ���� 
����
��

������, ��
 ��� ������$�������	�� ix � �,...,ni 1� �� �������	�.

=����� :��
���$� �� ����
�����
 �������� 
�
	�
������ �������	��
	�����	� 	�����+�
 ������
: ����� ��	���������� ����� 
�������

����	���� ix 
�
	�
������+�� ������
�� 	������ �������	��:

�
�

�
n

i
iimx

1
max  ,                          (4) 

��� �	�����, ��� ���	��������	� �������� ������� ��	
� pr :

�
�

�
n

i,j
pjiij rxxV

1

2  ,                                     (5) 

� ���������	� �	����� ������� ����� (3). 
B ��
� �� 
�

�������
� �� ������ ������� 
����
�� ������ ��

��	��	���� �	����� 0�ix � �,...,ni 1� .

C�������
 ����� � �ijVV � 
������$������ 
����$�, ����� � �imM �
��
��� 	�	��������� �� 	������ �������	��� $����� ��
��, � �����

� �ixX �  – ��
��� ����� 
�������. &�	��, 
��
� ����, I – n-
����� ��
���,



182       ���������	
 ������
�	: �������� 
 �����

 

 
 


�
������� 
������� ������	� �����$�
�. D���
 	������, ��� 0det � V ,

����� 
����$� V �
��� �������� 1�V . &�����


� �MMVa ,: 1�� , � �IM,Vb: 1�� , � �II,V�: 1�� ,

��� 	
��
� ( , ) ���������� 	
������� ������������ � nR .
9�
 ����	��� 
3�, ������� ������ (1) – (3) ����	� ���
����

��
�

�
��
	



�

�
�

�
�

� � I
bac

bma
M

bac
bcm

VX pp
* 22

1 .                            (6) 

&�� ���
 
���
������ ��	���	��, 	������	����+�� ����
������
	���
����, �
��� ���

� � � �22
2

2 21 abmcm
bac

,XVXr pp**p ��
�

�� .                          (7) 

������� 1. &���������
, ��� 0det � V . "������ ������ (3) – (5) 
����������	� ���
����:

IV
�
�MV

�
X 1

2

11

2

1 ��� �� .,                          (8)

��� ��	�� 1� � 2� ������	� �����	���
�:

� � � �1222
2 �� pcr/ac-b� , �

�
�

�
�
�
	




�
�

��
1c

1
2

2

1
pcr

bacb� .                          (9) 

8��	���������, ���
$�� F������� ��� ������ (3)-(5) ����	� ���
����:

� � ��
�

�
��
	



���

�

�
�
	



��� ���

���

n

i,j
jiijp

n

i
i

n

i
iii xxVr�x�mx�,�xL

1

2
2

1
1

1
21 122, ,

��� 1� , 2�  – 
�������� F�������. B������	����+�� ��������
��

�	����� �
	���
�
� �
��� ��� (3), (5) �:

�
�

���
n

j
jiji xV��m

1
21 0 � �,...,ni 1� .

C�	��� ��������	� ���
��� (8), (9). 
=�
������ 1. � 	����� ������������� �����������	�� 
������$������


����$� V ��������� �	�����

bIVMVIVMVIVMVac ���
�

�
��
	



���

�

�
��
	



��

������
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1

,, .

&����
�, ��������
�
 � ��	�������
 �	�����
 �������
�	��
��	��������� �����$������ ������ (3) – (5) � ���
 	����� ������	�

�	����� 12 �pcr .

'���
�����
 
����	���
 � 
����������� ���	
�	�� ��	
-	������

�������	�� �������� 
����	��� ����
, 
��������� � �pp ,mr 
������

	������	����� ����
�����
, �.�. ���������
�
 	���� �� ���
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��		
�������
�
 ��
�������
 ��	
 pr � 	������ �������	�� pm
��������
 $����� ��
��.

B����	�� �����
� �� ����
�����
 
����	��� [7] ��� 	�	���� ��
���������, 
����� �� 
������:

1) C��	�������� 
�
	�
������ 	������ �������	�� ��� ��
�������
������ ��	
�.

2) C��	�������� 
���
������ ��	
 ��� ��
������ �������� 	������
������
�� �������	��.

!��� 
� ��
���
, ��� � ����� �	������ ����
������ 
����	���
����
��������	� ����
 �� �	����� (1), ���� (2). &�� ���
 ������
���������	� ����
�����	
� ��� ���������� ������� �����
.

������� 2. 9����� ���
� � �pp mr , ����
������ ����
����� ��������


�
 ����
������ �������� :��
���$� 
���
������� ��	
�, ��
 �
����
������ �������� :��
���$� 
�
	�
������ 	������ �������	��.
D���� ����, 	���
���� (��	���������� �����) 
�
 ����
������� ��������
:��
���$� 
���
������� ��	
�, ��
 � ����
������� �������� :��
���$�


�
	�
������ 	������ �������	�� � ���
� � �pp mr , �����
���.

8��	���������, ��		
����
 
�����, ���������
�� ���
���� (7). 

9����� ���
� � �pp mr , ���� 
����� ���	�������� ���������� �	����� (2) 

����
������� 
����	���, �.�. 
���
������ ��	
 pr ��� ��������

	������ ������
�� �������	�� pm . !����
 ��������� ��� 
�
	�
������

	������ �������	�� �������� pm , ��� �������
 ��	
� pr
	������	����+�� ����
������ 	���
���� ��	���������� ����� ������ (4), 

(5), (3). B����	�� (8) � �����	��� 21 ���b �� �
��


� � � �
c
bba�

��
b

��
�ba

�
b

�
�a

�
M,X * ���

�
���� 2

22

2

22

1

2

111
.

&��	������ 	��� �
�	�� 2� 	������	����+�� ��������� �� (9) 

�����
, ���

� � � �� �� �bcrba�
�

M,Xm p
*

p ����� 11 22 .

������� �� ����� 	���������� ��	���	�� 2
pr , �����
 
 ��� ��

���
��� (7), 	�������+�� ��	
 � �������	��, ��� � ��� ������ :��
���$�

� 
���
���$�� ��	
�. <�
�
 ������
, 
����� ���
� � �pp mr , 
����� (7) 

���	�������� ��
�� ���������� �	����� 1) ����
������� 
����	���.
G���� ��������� ��	������ ����������� �����
� 	������ ���	������ �

���
��� (8), �
�	�� 1� � 2� , 	������	����+�� ��������� (9) �

�	���������� 	���������� (7). <���� �������	� ���
��� (6). 
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=�
������ 2. B���	��� ����	������	�� ����� (1) – (3) � (4), (5), (3) 
���������	� ��
�� � � ��
, ��� ��� �������������
 ������������� (7) 

	���������� 	���������� � � � �,MX,XVX *
** � .

"�		
����
 	����$��, 
���� �� ���
� �
���	� �����	
���� $�����

��
��� 	� 	������ �������	��� 0m . <���� ����	��� �
��� ���
����	��

	���
������� �������� 	 �����	
���� 
�
�������� 0x . '��� 	�����

������� �		������� <���� [9]. =����� <����� �� ����
�����
 ��������

���
������� ��	
� ��
��� (	
., [4] ��.15): ����� ��	���������� �����


������� ix 
���
������+�� �����$�� ��������:

�
�

�
n

i,j
jiij xxV

1
min ,                                   (10) 

��� �	������ �������� 	������ �������	�� �������� pm :

�
�

��
n

i
pii mmxmx

1
00 ,                             (11) 

� ������� �����

�
�

��
n

i
ixx

1
0 1.                                      (12) 

9�
 ����	���, ������� ���� ������ ���� ��	���������� �����
��	
����� 
������� � ����:

� � � �ImMV
d

mm
mXX p

p 0
1

2
0

00 �
�

�� � ,          (13) 

��� � �� �I,M-mIM-mVd 00
12 �� . &�� ���
 � �,IXx 00 1�� .

=����� <����� �� ����
�����
 �������� 
�
	�
������ 	������
�������	�� � 	����� ������� �����	
���� ��
�� 	�����	� 	�����+�


������
: ����� ��	���������� ����� 
������� ����	���� ix

�
	�
������+�� ������
�� 	������ �������	�� ��������:

�
�

��
n

i
iimxmx

1
00 max                    (14) 

��� �	�����, ��� ���	��������	� �������� ������� ��	
� pr :

�
�

�
n

i,j
pjiij rxxV

1

2                        (15) 

� ���������	� �	����� ������� ����� (12). 
B������	����+�� ���
��� ��	���������� ����� ��	
����� 
�������

�
��� ��� [4]:  

� � � �ImMV
d
r

rXX p
p 0

100 ��� � ,                           (16) 
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��� ���
 � �,IXx 00 1�� .

=�
���
, ��� �� ����������� ��
���� 0X � 0X 
����������. <�����

0
0 �XX � , ��� � �0p / mmdr p ��� . C�	��� �� 	�+�	��� ����
��� 
�����

��	�����+�� 	�������. 
������� 3. F���� ���
� � �pp ,mr , ����+�� �� ����
������ ���
��

(����� ���
� 
������� CML) � 
���������� ��	
-	������ �������	��
	������	����� ����
������ ��	�����
� 
�
 ������ <����� � ��������

���
������� ��	
�, ��
 � ������ <����� � �������� 
�
	�
������
	������ �������	��. D���� ����, 	���
���� (��	���������� �����) 
�

����
������� �������� <����� 
���
������� ��	
�, ��
 � ����
�������

�������� <����� 
�
	�
������ 	������ �������	�� � ���
� � �pp mr ,
�����
���. 

8��	���������, ������� ����	�
�	�� ��	
� pr ����
������� ��������


���
������� ��	
� �� ��� 	������ �������	�� pm 	 �	�����������
 (13), 

������
 ���
��� [4]: 

� � � � 22
000

2 /dmm,XVXr pp ��� .

B������������,

pp drmm �� 0 .                                   (17) 

B ������ 	������, ������� ����	�
�	�� 	������ �������	��
����
������� �������� 
�
	�
������ 	������ �������	�� �� ��� ��	
� 	
�	�����������
 (16), ������
 ���
��� [4]: 

� � pdrmM,Xmx ��� 0
0

00 ,                         (18) 

�� 
������ 	������ (17). 
9��
� ����, ��	��, �����
��, ����
	������ ������� 	������

�������	�� �������� pm � ������	� ������ 
���
���$�� ��	
� (10) –

(12). "������ ���� ������ ���� ��	���������� ����� 
������� � ����
���
��� (13). 

!� ��� �� ������� ������	� ����
�����
 � ��� ������ (12), (14), (15) 


�
	�
���$�� �������	�� �������� ��� �	�����, ��� pr ����������	�

���������
 (17). '�� 	������ �� ����, ��� 	������	����+�� ���
���
��	���������� ����� 
������� �
��� ��� (16). 

J��������� ��������. *	�� ������	� ������ 
�
	�
���$�� 	������

�������	�� �������� ��� �������
 ������ ��	
� pr , �� 	������	����+��

������� � �prX 0 ����� ����
�����
 � ��� ������ 
���
���$�� ��	
�

� �pmX0 ��� drmm pp �� 0 . '�� 	������ �� ���
��� (18). 
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9��
� ����, � 	��� �����	��� 0
0 XX � � �	������ �����
� 3 

	�������� � ���� �����	
����� 
������� 0x ��� ����� �����.

9�
 ����	���, �����
 �������
 � 
���������� ����
�������
������������ ����	��������� ������	� 
�	�������� �������� 
7�.

=�
������ 3. 9��������� 
�	��������� �������� �
��� ���:

0

2
002

cmb
cmbma-

rp �
�

� ,
0

0

cmb
a-bmmp �

� .                   (19) 

'�� ���
��� ��������	� ����
 ������� 	�	��
� ��������� (7), (17). 
=�
������ 4. "�	���������� ����� ��	
���� $����� ��
��


�	��������� �������� (
�	�������� ��������) ������	� ���������


� �ImMV
cmb

X k 0
1

0

1
�

�
� � .                        (20) 

'�� ���
��� ����
��� �� (18) 	 �����
 �����	���

0

2

0

2
00

0
2

cmb
d

cmb
cmbmammp �

�
�

��
�� ,

	�����+��� �� (19). 
C�
���
, ��� ���
��� (20) ���������� 
�	�������� �������� 
�
 ���

������ (10) – (12), ��
 � ��� ������ (12), (14), (15). 
 
§2. ��	�������� ���������	 ������
����� ������

 �� 

����	�����
��� 	�������� ��
� ��������	�� ����� 
"������ ������ (1), (2), (3) (��
�� 
�
 � ������ (4), (5), (3)) 

����������, � ��	���	��, �������� 0x  – ���� �������� ����	���� �

�����	
���� 
������. C���
�, ��	�� ��	������ �����, � �
���� ����	���
������� ����������	� 	 ����� � �������� � �����	
���� 
������,

�������	�� 
������� ������	� �����
����������� ��������� 0m . =���



���� ������	� ����
���$������ ������ :��
���$� ��� <����� ���
��	
���� �
�����. &������, ��� 
���
������ ��	
 
�
�������������
�������� <����� (������ ����) ����� ��� 1�� . C���
�, ��� ���


�����������	� ���� 	������ �������	�� �������� ������ 0m .

����� ���� �  – �����	
����� 
������� 
���� ���� 	����� 	
����
���$��� ���
$�� �������	�� [3] ��� 	 	����������
�,
����
�������+�
� ��������� ����	���� 
 ��	
�. G�	��, �	��������	�
����	���� �����
� ���������� 
7�, � 	������	���� 	 
������ ���� ��	
����

�
����� ����������	� �����	���
 � � kX��1 , ��� kX  – 
�	��������

��������. C���
�, ������	��
� � �������
� 
���� ���� � ������
��������.

#��
, ����
	����
 ���� � �1,0�� �������� � �����	
���� 
������ �

����
 ������, �����
��, ������ � 
���
���$�� ��	
� �������� $�����
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��
�� ��� �������
 ������ 	������ �������	�� ��	
���� ��	�� ��������,

������ pm . "�		
����
 ����	�
�	�� �� ����
���� � ����
�������

��	���������� vX ����� ��	
����� 
������� � 
���
������� ��������

��	
� � ��pr .

8�� ��
	���������� � �1,0�� ���� 	�����	� 
 ������� ������ ����

:��
���$�:

� � min�VX,X  ,                                   (21) 

��� �	������:

� � pmX,M � ,                                    (22) 

� � �X,I ��1 .                                    (23) 

9�
 � ���� ����
 �	���������� �����������:

� �M,MVa: -1� , � �M,IVb: -1� , � �I,IV�: -1� .

������� 4. "������ ������ (21) – (23) ����	� ���
����:

�YXX *� �� .                                    (24) 

=��	� *X  – ������� 	���������� ������ :��
���$� (1) – (3) ���� (6), 

�

� �aIbMV
ac-b

Y: �� �1
2

1
.

&�� ���
 ��	
 ��������, ��������
��� �������
 ����
���$������
������ (21) – (23), ����������	� 	����������
:

� � � � � �� �22
2

2 1211
ppp cmvbmva

ac-b
r ������ .                (25) 

8��	���������, ���
$�� F������� ������ (21)-(23) ���	�����	�
���
����:

� � � � � �
 � � �
 ��X,I�mX,M�VX,XX,�,L p ������ 122� ,

��� ��  �  – ����
���� ���
$��.
!�������
�� �	����� �
	���
�
� ���� ���
$�� �
��� ��� 	�	��
�:

�
�

�
�

�

��
��
��

-�c�b�
mb�a�

�I�MVX

p

1
.                                  (26) 

!����
 � � � �� ������� 9��
��� �� ������� � �������� ���������
	�	��
� (26). &��	������ ��� �������� � ������ �����	���, ��	��
��	������ ��������������, ������
 ���
��� (24). 

<���� ��� ��������� � �1,0�� 
���
������ ��	
 �������� � ��pr ���

������������ (22), (23) �
��� ���:

� � � � � � � � � �VY,Y�,YVX�r,XVXr *
*
p��p

222 2 ����� ,                (27) 
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��� � � � �**
*
p ,XVX:r �

2
 – 
���
������ ��	
 	����������� ��������

:��
���$�, �
��+�� ��� (7). 

#	������� ��������� ��� *X � Y ������
:

� � 2bac
abm

,YVX p
* �

�
� , � � 2bac

aVY,Y
�

� .

&��	������ ��� �������� � (27), ��
�����
, ��� ��	
 ��������
����������	� ���
���� (25). 

=�
������ 5. � 	������	���� 	 �����
�� 4 
����
� � �1,0��
	������	����� 	��� ����� ���
� 
������� � 
���������� ��	
-	������
�������	��. B� �	�
� ����
��+�
� �� ����� ��
�� ��	���	����
�.

#�����	�� �	��������, ��� 
�
�
 � ��������� � �2v
pr �����


���
�����
.
B���	���� 1. ��������� ��	
� (25) �����
��� �
	���
������ ��������

� ���
� 0� , ���������
�� �����	���


a
bm

a
bma

� pp ��
�

� 10 .                           (28) 

&�� ���
 0�  – ���
� 
���
�
�, �����
��, � 	����� �������������

�����������	�� 
����$� 
������$�� V .
8��	���������, �� (27) 	������,

� � � � � �VY,Y�,YVX
d�
rd

* 22
2

p ��
�

.

<���� �
	���
������ ���
�
� �
� �VY,Y

,YVX� *��0 . #	������� ���	�

����������� � �����
� 4 ��������� ��� � �,YVX* � � �VY,Y , ������


���
��� ��� 0� . <�
 
�

� � � �VY,Y

d�
rd p 22

22

� , �� 0�  – ���
� 
���
�
� �

	����� ������������� �����������	�� 
����$� 
������$�� V .
=�
���
 ���, ���
��� (28) 
���� �������� �����
 	��	���
, �	���� ��

(25).

� ����	�
�	�� �� �����+�� � ��������� (28) ����
����� �������� 0�

���� 	��������	� � ��������� (0,1), ���� �� 	��������	� � ���

���������. � �����
 	����� � 
���	��� ���� �����	
����� 
�������

	������ �������� �
���� 0� . �� �����
 	����� 	������ ��������

��		
�������� ������� 10 �� � 00 �� . *	�� 10 �� , �� ������


����������� ��
�
����$�� ����	���� – ��	� 
������ ������� �

�����	
���� �
���. *	�� �� 00 �� , �� 	������ ��
�
�������� ����	����
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���
	������� ������ (� 
�����	��� ���� 0� �� ��� 
�������) ���

�����	
���� 	���
� 0m � ������� ��	� 
������, � ��
 ��	�� �

���
	���������, � ��	
���� ��������.
C�
���
, ��� 	����	�� ���
��� (28) � 	�����, �����
��,

������������	�� �	�� ���
����� 
����$� 
������$�� V �������� 10 �� .

=�
������ 6. #	������� ���
��� (25) � (28), ������
 � �
a

m
�r p

p

2

0
2 � .

C�	��� �����, ��� � 	�����, �����
��, ������������� �����������	��


����$� 
������$�� V 	���������� �������	��� � � � �2*
0

2
pp r�r � .

"�		
����
 
�
�� ��
������ �������+�� ��		������� �����
��� ���

������ ����
���� � �1,0�� , 
���
������+��� ��	
 ��	
���� �
����� ���

�������� 	������ �������	�� �	��� �������� pm . 8�� ��������� � �1,0��
���� 	�����	� 
 ������� ������ ���� :��
���$�:

� � min�VX,X ,                                (29) 

��� �	������:

� � 0vmmX,M p �� ,                           (30) 

� � �X,I ��1 .                                 (31) 

������� 5. "������ ������ (29) – (31) �
��� ���:

�ZXX *� �� ,                               (32) 

��� *X  – ������� (6) 	���������� ������ :��
���$�, �:

� � � �
 �IabmMcmbV
ac-b

Z: ���� �
00

1
2

1
.

:���
������ ��	
 �������� pr ��� ������������ (30), (31) ���

��������� � �1,0�� �
��� ���:

� � � � � � � �VZ,Z�,ZVX�r,XVXr *
*
p��p

222 2 ���� ,               (33) 

��� � �2
1

*
p **,XVXr �  – 
���
������ ��	
 	����������� �������� :��
���$�,

�������
�� ���
���� (7). 
8��	���������, ���
$�� F������� ������ (29)-(31) ���	�����	�

���
����:

� � � � � �
 � � �
 ��X,I�vmmX,M�VX,XX,�,L p ������� 122 0� ,

��� ��  �  – ����
���� ���
$��.
!�������
�� �	����� �
	���
�
� ���� ���
$�� �
��� ��� 	�	��
�:

�
�

�
�

�

��
���

��

-�C�B�
vmmB�A�

�I�MVX

p

1
0

.                                  (34) 
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!����� � � � �� ������� 9��
��� �� ������� � �������� ���������
	�	��
� (34) � ���	������ ��� �������� � ������ �����	���, ������

���
��� (32). %��
��� (33) ��������	� ���	��� ���	�����
�� (32) �
��������� ��	
�.

B���	���� 2. ��������� ��	
� (33) �����
��� �
	���
������ ��������
� ���
� 1� , ���������
�� �����	���
:

� �
2
00

00
1 2 cmbma

mcmmmba
� pp

��
���

� .                             (35) 

&�� ���
, 1�  – ���
� 
���
�
�, �����
��, � 	����� �������������

�����������	�� 
����$� 
������$�� V .

8��	���������, ���������� �����
� 4 ���
� 1� , � 
������ ��	������	�

�
	���
�
 ��������� (33) �� � ����������	� �� ���
���
� �
� �VZ,Z

,ZVX� *��1 .

#	������� ��������� ��� *X � Z ������
:

� � � �� �002*
1,VX mcmmmba

bac
Z pp ���

�
�� ,   (36) 

� � � �2
002 21 cmbma

bac
VZ,Z ��

�
� .    (37) 

C�	��� 	������ ���
��� (35). J��������� 	���	���� 1 1�  – ���
�


���
�
� � 	����� ������������� �����������	�� 
����$� 
������$��

V .

=�
���
, ��� � 	����� 0mmp � �� (37) ������
 �	��	������� �����	���

11 �� .

&��	�����
 ��������� � �1
2 �rp . !���
��
, ��� 	����	�� �����������

� � 2

2
2 2

bac
abmcm

r pp*
p �

��
� . <����, �	������� ���
��� (35)-(37), ������
:

� � � � � �
� �

� �
2
00

2
0

2
2

1
2

2 mbma
mm

VZ,Z
,ZVXr�r p**

pp ��

�
��� .                   38) 

=�
������ 7. &�	
���
� 22
002 dmbma ��� , �� ���
��� (35) � (38) 

	�������� 	 	������	����+�
� ���
���
�, ���������
� ��� �������
	���������� ������ <����� � 
���
���$�� ��	
� �������� $����� ��
��

��� �������� 	������ �������	�� pm �������� ��� ������� �����	
����

��
�� 	� 	������ �������	��� 0m . � ��	���	��, (38) 	�������� 	 (17). 

8� 	�� ��� 
� ��		
�������� 	����$��, 
���� ��� ��
	��������� ����
v �����	
���� $����� ��
�� 
� ������ ������ � 
���
���$�� ��	
�
�������� ��� �������
 ������ 	������ �������	�� ��	
���� ��	��
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�������� (���� �	��� ��������) pm . &�	
����
 �� 	����$�� �����, �

�
����, ��	�� ������ ���� � �����	
���� $����� ��
��. =�����
	�

�����	�
, ��� 
�
�
 ������ 	������ �������	�� �������� � ��pm 
�,

����� ������ <����� � 
���
���$�� ��	
�, �����
 �
���� 
 ��
�� ����
�����	
���� $����� ��
��.

������� 6. B������ �������	�� �������� 
���
���$�� ��	
�,
����������+�� �������� ���� � �����	
���� $����� ��
��
����������	� ���������
:

� � � �
cmb

dvm�mp
0

2

0
1
�
�

�� .

&�� ���
 ����	�
�	�� ������� (	���
���� ��	
����� 
�������)
�
������� ����
���$������ ������ <����� �� �������� ���� �
�����	
����� 
������� ��������	� ���
����:

� � � �ImMV
cmb

v�X 0
1

0
0

1
�

�
�

� � ,                       (39) 

� ��	
, 	������	����+�� ����
�����
� �������, �����:

� � � �� � � �
cmb
dvm�m

d
�r pp

0
0

11
�
�

��� .

8��	���������, ��������� ��� � ��mp 	������ �� 	����������

� � �,IX �� 10 , ��� 0X  – ������� (13) ������ <����� � 
���
���$�� ��	
�

��� �������
 ������ 	������ �������	��. &�� ��������� ���
��� ���

��	
� � ��rp �	��������	� �����	��� (17). 

#���	���� �����
� ���������� [7] ����������, ��� � �	������ ������
BJ": �������� ����	���� 	�	���� �� ���� � �����	
���� ��
��,
����	�+�� �� ��������� ����	���� 
 ��	
�, ����
������ �� ���
����	���� 
�
����$�� ��	
���� �
����� �� ����	�� �� ��� ������������
����	������� ��	
� � ������. &�� ���
 ��	
���� �
���� ��	���������	� �
������$��� 	������	����+�� 
�	�������
� ��������.

=�
������ 8. %��
��� (39) ������ �����
� ���������� � �����
	����$��, ��	
���
� 	����	�� (20) 
�	�������� �������� ����������	�

�����	���
 � �ImMV
cmb

X k 0
1

0

1
�

�
� � . &�� ���
 � � 1, �IX k . <����

� �� � �� ��1,0 IX .

������� 7. "�	
 �������� � ������ � 
�
	�
���$�� 	������
�������	��, ����������+�� �������� ���� � �����	
���� $����� ��
��,
����������	� ���
����

� � � �
� �cmb

d��rp
0

1
�
�

� .

&�� ���
 ��	���������� ����� ��	
����� 
������� �
��� ���:
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 �����

 

 
 

� � � � � �ImMV
cmb

��X -
0

1

0

0 1
�

�
�

� .                        (40) 

8��	���������, ��� ������ � 
�
	�
���$�� 	������ �������	�� ���
�������
 ������ ��	
� �
��� 
�	�� ���
���

� � � � � �cmb
d
�r

�,IX p
0

0 1 ���� . C�� 	��
�	��� 	 (16) ���	��������

��	
������� �����������.

=�
������ 9. &�	
���
� ��
��� � �ImMV
cmb 0

1

0

1
�

�
� ����
��������


�	�������� ��������, �� �� ���
��� (40) 	������, ��� � 	����� ������ �

�
	�
���$�� ����
�����	�� ��� �������
 ������ ��	
� ��
��
	���������� �����
� ����������.
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SOME PROPERTIES OF OPTIMAL 
PORTFOLIO SECURITIES OF MINIMAL 
RISK AND MAXIMUM RETURN

Khatskevich Vladimir Lvovich, 
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tics of All-Russian Correspondence Financial and Economic Institute 
(Voronezh j lial-branch); okp.voronezh@vsfsei.ru

The interrelation of the characteristics of classical models Markowitz  – 
Tobin to minimize the risk of the securities portfolio at a given yield 
and maximize return on average portfolio for a given level of risk. 
Formulas expressing the dependence of the parameters of the optimal 
portfolio preselected percentage of risk-free securities are established.
Keywords: portfolio, risk, proj tability, risk-free securities, investor.


