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Рассмотрена задача регулирования экономики посредством вы-
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Введение. Свою модель экономического роста Р. Солоу впервые изло-
жил в 1956 г. в статье «Вклад в теорию экономического роста» («A Contri-
bution to the Theory of Economic Growth»). По оценкам американских спе-
циалистов, никто из экономистов не использовал так искусно и просто в 
теории роста понятие «замещение труда капиталом». В 1987 г. Р. Солоу «за 
вклад в теорию экономического роста» получил нобелевскую премию. Он 
исходил из предположения, что на сбережение идет определенная часть 
национального дохода, выражаемая понятием «склонность к сбережениям». 

При наличии исправно функционирующих рынков труда и капитала сбе-
режения, в конечном счете, взаимосвязаны с инвестициями, которые на-
мерены сделать фирмы. Если норма сбережений (инвестиций) невысока, то 
капитал дорожает и капиталоемкость, определяемая ценами на факторы 
производства, падает. Сокращение инвестиций может привести к износу, 
разрушению материальной и технической базы, к снижению качества и 
конкурентоспособности, а рациональное увеличение может способствовать 
экономическому приросту, улучшению качества продукции [1 – 6]. 

В его работах было показано, что капитал, труд и объем производства 
имеют одинаковую норму роста (если рассматривать продолжительный 
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отрезок времени при данной неизменной технологии и при отсутствии 
технического прогресса). Это означало, что величина капитала, так же как 
и объем производимого продукта, приходящиеся на одного работающего, 
будут постоянными, поэтому и размер реальной заработной платы тоже 
будет неизменной величиной. 

Таким образом, доказывалось, что увеличение сберегаемой доли дохода 
само по себе не может быть источником постоянного возрастания темпа 
экономического роста. Экономика с более высокой нормой сбережений 
может, разумеется, добиться большего объема производства на душу 
населения и более высокой реальной заработной платы. Однако при от-
сутствии технического прогресса темп роста останется прежним, несмотря 
на возросшую норму сбережений, и будет равнозначен росту предложения 
труда. Тем более что чрезмерное увлечение инвестициями может привести 
к заметному падению жизненного уровня персонала. 

Основной вывод Р. Солоу заключался в том, что темпы экономического 
роста, рассмотренные на протяжении длительного периода времени, не 
зависят от темпов роста капиталовложений. В длительной перспективе 
именно технологическое развитие становится фундаментальной предпо-
сылкой для экономического роста. В его работах постоянный технический 
прогресс и эффективное использование ресурсов являются определяющи-
ми факторами экономического роста. 

Ниже рассмотрена классическая математическая модель Р. Солоу для 
односекторной экономики. Модель способна регулировать взаимодействие 
и эволюцию основных экономико-производственных характеристик (пара-
метров) предприятий или фирм. Она позволяет определять зависимости 
между затратами основных фондов (капитала) или выпуском (валовым 
доходом), с одной стороны, и объемами инвестиций (отчислениями на 
развитие «производства») или потреблением – с другой стороны. 

В данной статье описан процесс оптимизации инвестиций в случае 
кусочно-постоянной (релейной) функции баланса между потреблением и 
инвестированием. 

1. Основные обозначения
Ниже рассматриваются следующие экономические параметры: 

Y(t) – выпуск (валовый доход) учреждения к моменту t, 0 ≤ t ≤ T, 

K(t) – прирост капитала (основных фондов), 

L(t) – число занятых (трудовые ресурсы), 

I(t) – объем инвестиций (отчислений на развитие учреждения), 

C(t) – объем потребления, 

S(t) – объем сбережений. 

Используются также удельные («подушевые») показатели: 
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 – коэффициент сбережений, 

 – коэффициент инвестирования, 

Y=F(K,L) – производственная функция, 

 – производственная функция Кобба–Дугласа, 

A, α – коэффициенты Кобба–Дугласа (A – инновационный уровень), 

 – формула экспоненциального роста трудовых ресурсов, 

ν – показатель роста трудовых ресурсов, 

μ – коэффициент выбытия используемого капитала (неизбежные отчис-
ления), 

2. Базовое (модельное) уравнение и его решение
При использовании модели Солоу часто рассматривается такое регу-

лирвание, при котором соотношения между потреблением, накоплением и 
инвестированием постоянны: 

,

где y – ВВП, выраженный в денежном эквиваленте (валовый выпуск), s – 
коэффициент инвестирования 0 ≤ s ≤ 1. В реальной ситуации естественно 
рассматривать и переменные соотношения: s = s(t). 

Уравнение Солоу запишем (см. [3], [5]) в виде:

                                                                             (1)

Задача оптимизации инвестиций состоит теперь в том, чтобы определить 
регулирование s=s(t), при котором достигалось бы наилучшее потребление. 
Для этого рассматривается функционал благосостояния:

                                      ,                                 (2)

где δ – коэффициент дисконтирования, U – функция благосостояния ([4]), 
c(t)=(1-s(t))y(t) – удельное потребление. Положим сначала δ=0. 

Из уравнения (1) можно найти функцию капитала. Подставив ее в 
производственную функцию (см. (2)), получим выражение V через s. Теперь 
нужно отыскать функцию s, на которой функционал V достигает максимума. 
Сначала решим уравнение (1). 

Запишем модельное уравнение в виде задачи Коши 

                        ,                    (3)

где 0 < σ < A. Произведя замену переменной 

                                    ,

из (3) получим соотношение:

                     .                     (4)

После замены v=u+λαt,  получим:
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                                  .                     (5)

Разделим переменные 

                                                                           (6)

и проинтегрируем соотношение (4) по t от 0 до t, учитывая, что , 
v(0)=u(0), v(t)=u(t)+λαt. Получим:

                                        (7)

и 

                              .                   (8)

3. Вычисление и исследование функционала благосостояния в 
случае постоянного коэффициента инвестирования

Пусть удельный выпуск y(t) выражается через функцию Кобба–Дугласа в 
удельных показателях: 

y=Akα.

Тогда формула удельного потребления примет следующий вид: 

                                                              (9)

где k(t) – решение уравнения (3) c σ = sA, , b=k(0)(1–α)– a, h=λ(1 – α). 
Рассмотрим («для удобства вычислений») функционал благосостояния в 

следующем виде: 

                                               ,                                    (10)

.

Подставив в (10) выражение (9), получим:

,
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где 

,

.

Рассмотрим функционал благосостояния в виде:

                                            .                                        (11)

Подставив (9) в (11), получим: 

,

где 

v = a + be-ht,  .

Пусть , где  — правильная дробь, тогда . В итоге 
получим:

.

Для функционала благосостояния с ненулевым коэффициентом дискон-

тирования (положим δ = h) и функцией благосостояния  

имеем: 

.

4. Случай 2-ступенчатого управления.
Пусть интервал [0,T] разбит на две равные части:  и . Пусть 

функционал благосостояния задан в виде: 

.
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Рассмотрим по отдельности каждый из интервалов. 

Пусть на интервале  s = s1. Тогда (1) примет вид: 

.

Его решение имеет следующий вид: 

.

Для функционала благосостояния на  получаем представление:

,

где  . 

Пусть на интервале  s = s2. Тогда система (1) примет вид:

.

Для нее имеем решение:

,

где  

Для функционала благосостояния на  имеем представление:

.

Таким образом, на интервале [0,T] функционал благосостояния примет 
вид: 

.

5. Пример
Рассмотрим частный случай: A = 2.8, λ = 0.8, α = 0.4, k0 = 1, T = 10. 

Функционал благосостояния сведется к функции:

4.685(1–s1)
1.5(1.894+10.869s1)+4.685(1–s2)

1.5(0.171+6.028s1+10.869s2),
максимум которой достигается при s1 = 0.51539, s2 = 0.2190. 

Рис.
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