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Цель: получение условия оптимальности взвешенного критерия для 
многокритериальной задачи о выпуске и сбыте продукции предпри-
ятия при перераспределении дохода от поставщика к посреднику. 
Обсуждение: разработка численного решения многокритериальной 
динамической задачи, для которой определены причины и различ-
ные траектории изменения параметра, начинающиеся в начальный 
момент времени в одном и том же состоянии. Результат: получен 
численный алгоритм, позволяющий находить оптимальное решение 
задачи о производстве и сбыте продукции предприятия при участии 
посреднических торговых организаций.
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Введение
Для существующего рынка товаров и услуг характерна привержен-

ность к значительному росту влияния торговых посредников. Это объясня-
ется прежде всего тем, что посредники имеют доступ к особенно важной ин-
формации о состоянии и поведении рынка, что позволяет производителям 
своевременно реагировать на происходящие на рынке изменения и исполь-
зовать перспективные возможности. Предлагаемые в настоящее время за-
рубежными и отечественными учеными экономико-математические модели 
и методы, включая прогнозы анализа и планирования рациональных реше-
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ний в условиях неопределенности, играют существенную роль в экономике 
управления для микро- и макроэкономических систем [6]. В общем, решение 
ряда управленческих задач в области экономики с применением математи-
ческих методов и моделей ограничивается рамками функциональных задач 
в сфере маркетинга, финансового менеджмента, логистики, инвестирова-
ния, стратегического управления, экономического анализа. В специальной 
экономической литературе не рассматривается самостоятельная задача 
комплексного применения математических методов и моделей для повы-
шения эффективности управления реальными микро- и макроэкономически-
ми системами. Поэтому задача, состоящая в разработке комплекса взаимо-
увязанных экономико-математических моделей и методов их реализации с 
учетом особенностей функционирования конкретных систем управления в 
условиях рыночной экономики, является особенно актуальной. 

Постановка и содержательная интерпретация задачи
Рассмотрим многокритериальную динамическую задачу, которая 

представлена упорядоченным набором
, ,Y, { ,Y, , }J U t xΣ Ψ 0 0 .  (1)

В (1) изменение управляемой системы Σ  описывается линейным диф-
ференциальным уравнением

∂ = −
∂

( )
x

u x
t

γ   (2)

с начальным условием 
=( )x t x0 0 , (3)

где Ψ – множество стратегий U  у ЛПР; Y  – множество неопреде-
ленностей Y ; ,{ ,Y, }J U t x0 0  – i-я компонента векторного критерия; 

=, , ,{ , , } { , , }.. { , , }NJ U Y t x J U Y t x J U Y t x0 0 1 0 0 0 0 . 
Применяется также множество номеров критериев N = {1,…,N}.
Рассмотрим многокритериальную задачу о выпуске и сбыте товара с 

участием посредника. Обозначим через Y1(t) – количество товара на складе 
у производителя; Y2(t) – количество товара на складе у посредника; Y3(t) – 
количество товара у потребителя. Пусть U(t) – темп производства; P1(t) –
количество продаж в единицу времени производителем; P2(t) – количество 
продаж в единицу времени посредником; k1 – коэффициент потребления; 
k2 – коэффициент затрат на хранение единицы товара производителя; k3 – 
коэффициент затрат на хранение единицы товара посредника; c1(t) – цена 
единицы товара у производителя; c2(t) – цена единицы товара у посредника. 
Динамика изменений введенных величин описывается следующей системой 
уравнений:

′ = −Y U P1 1 ;  (4)
′ = − ;Y P P2 1 2 ;  (5)
′ = −Y P kY3 2 3

;  (6)
= −( )P Y a b c1 1 1 1 1 ;  (7)
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= −( )P Y a b c2 2 2 2 2 ,  (8)
где , , ,a b a b1 1 2 2  – положительные постоянные.

Прибыль производителя и потребителя определяется функционалами:
= − − →∫( ) max

T

J c P k U k Y dt1 1 1 1 2 1
0

; (9)

= − − →∫( ) max
T

J c P c P k Y dt2 2 2 1 1 3 2
0

. (10)

Взвешенный доход J(t) с учетом введенных обозначений определяет-
ся равенством:

= + −( ) ( )J J Jα α α1 21 ; (11)
= − − − − + − + →∫( ) ( ) max.

T

J c P c P k U k Y k Y c P c P k Y dtα α α α1 1 1 1 1 2 1 3 2 2 2 2 2 3 2
0

2  (12)

Для решения задачи (12) применим принцип максимума Л.С. Понтря-
гина. Составим функцию Гамильтона

= − − − − + − +
+ − − − − − −( ) ( ) ( ),

H c P c P k U k Y k Y c P c P
k Y U P P P P kY

α α
α λ λ λ

1 1 1 1 1 2 1 3 2 2 2 2 2

3 2 1 1 2 1 2 3 2 3

2
  (13)

где λ1(t), λ2(t), λ3(t) – вспомогательные функции. 
В силу линейности гамильтониана по U его минимум по этой пере-

менной в зависимости от знака λ1+k1 достигается либо при U≡0 либо при 
U≡U0, т.е.:
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Сопряженные переменные удовлетворяют уравнениям (15) – (14):
=λ3 0 , (15)
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с начальными условиями
= = =( ) ( ) ( )T T Tλ λ λ1 2 3 0 .

Из условия максимума функции (13) по c1 и c2 получаем:
−= +

−
* ;
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При α=0,5 получим следующее частное решение данной задачи (4) – 
(8):

= − − →∫( ) max;
T

J c p k u k y dt1 1 1 1 2 1
0

 (20)

= − − →∫( ) max.
T

J c p c p k y dt2 2 2 1 1 3 2
0

 (21)

Взвешенный доход J(t) определяется равенством
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= + = − − − →∫( ) max.
T

J J J c p k u k y k y dt2 1 2 2 1 2 1 3 2
0

 (22)

Гамильтониан будет иметь вид
= − − − − − − − − −( ) ( ) ( ).H c p k u k y k y u p p p p kyλ λ λ2 2 1 2 1 3 2 1 1 2 1 2 3 2 3  (23)

Решение системы выпишется в виде:
=λ3 0; (24) 
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На рис. 1-8 показано численное решение систем (4)-(8), (15)-(21). 

Рис. 1. Зависимость λ1, λ2, λ3 от t при α=0,25

Рис. 2. Оптимальная цена на промежутке от 0 до t при α=0,25
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Рис. 3. Оптимальный темп производства на промежутке (0; t) при α=0,25
Анализируя данные, полученные на рис. 1-3, можно сделать вывод, 

что при достижении некоторого порогового значения (в нашем примере при 
t=18) производство «выключается» и на оставшемся до Т=20 промежутке 
происходит реализация уже произведенного товара.

Рис. 4. Зависимость y1, y2, y3 от t при α=0,25

Рис. 5. Количество продаж в единицу времени производителем  
и посредником при α=0,25

Рис. 6. Зависимость λ1, λ2, λ3 от t при α=0,5
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Рис. 7. Оптимальная цена на промежутке от 0 до t при α=0,5

Рис. 8. Оптимальный темп производства на промежутке от 0 до t при α=0,5
Заключение
Анализируя результаты экспериментов, показанных на рисунках 

4-8, можно сделать вывод, что при увеличении параметра α «выключе-
ние» производства наступает раньше, т.е. перераспределение дохода (при 
0,5<α<0,75) от производителя к поставщику негативно сказывается на про-
цессе производства.
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