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Введение
Задачам оценки эффективности инвестиций для усиления строитель-

ных конструкций против разного рода внешних воздействий посвящено 
значительное число исследований [3-9 и др.]. В качестве целевой функции 
для оптимизации конструкции применяется ее вес, показатели напряженно-
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деформируемого состояния, долговечность и другие параметры. Экономиче-
ской эффективности вложения средств в усиление конструкций посвящено 
особенно много исследований, из которых хотелось бы выделить фунда-
ментальные работы лауреата нобелевской премии, академика Л.В. Канто-
ровича и представителей его школы [8, 9] и многочисленные публикации 
профессора В.Д. Райзера [13, 14].

Во всех известных работах основное внимание уделяется поиску экс-
тремума целевой функции и параметры, по которым проводится оптимиза-
ция, принимаются в качестве рекомендуемых явно или неявно для окон-
чательного инженерно-технического решения. В процессе оптимизации, по 
существу, используется принцип равнопрочности конструкции, поскольку 
любое ослабление элемента приводит к нерациональному использованию 
материала в других элементах конструкции. Отметим, что в известных ис-
следованиях [9-12 и др.] не принимается во внимание, что входная инфор-
мация как о свойствах сооружений, так и о характере воздействия содержит 
случайную составляющую. В результате не учитывается, что оценка эффек-
тивности также является случайной. 

Целью настоящей работы является иллюстрация того факта, что учет 
случайного характера воздействия и свойств сооружения может не только 
привести к изменению оптимальных значений параметров, но принципиаль-
ным образом изменить подход к оптимальному проектированию. 

Иллюстративный пример оптимизации инвестиций
Иллюстративный пример оптимизации инвестиций показан на рис. 1 и 

рис. 2. На рис. 1 представлена зависимость целевой функции (прибыли E ) 
от объема инвестиций в некоторых условных единицах (у.е.). Экстремум це-
левой функции достигается при =оптI 60  у.е. и составляет 3600 у.е. На этом 
же рисунке приведены возможные зависимости ±E σ , где σ  – среднеква-
дратичное отклонение оценки эффективности. 

Рис. 1. Пример зависимости эффективности вложений E  от величины 
инвестирования I  

Точечная кривая – математическое ожидание эффективности,  
сплошные кривые = −minE E σ ; = +maxE E σ .
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На рис. 2 приведены функция плотности распределения (ф.п.р.) при-
были при = оптI I  и =I 20  у.е. Конечно, математическое ожидание прибыли 
при = оптI I  заметно выше (3600 против 2000), но и дисперсия оказывается 
значительно большей. Осторожный инвестор может предпочесть неболь-
шую, но достаточно надежную эффективность вложений. Особенно важно 
обеспечение малой дисперсии прогноза эффективности и прибыли для за-
дач государственного планирования и страхования. Если, например, инве-
стору нужна гарантированная прибыль 1000 у.е., то он предпочтет инвести-
ровать 2000 у.е. Хотя ожидаемая прибыль при таком решении будет в 1,8 
раза меньше, но вероятность того, что прибыль превысит 1000 у.е., будет 
больше. Вероятность неполучения прибыли при = оптI I  составляет 6,5%, а 
при =I 2000  у.е. – 3,7%.

Таким образом, первое, что хотелось бы отметить, это то, что макси-
мизация эффективности (дохода, прибыли и т.п.) далеко не всегда опреде-
ляет принятие решения при проектировании конструкции.

Рис.2. Ф.п.р. эффективности при двух значениях I 
= оптI I  – сплошная кривая; −I 2000  у.е. – точечная кривая

Дисперсия при определении эффективности инвестиций в 
сейсмостойкое строительство

Обратимся к оценке дисперсии эффективности или прибыли при ин-
вестировании. В развитие базовой формулы, приведенной в [7, 8], запишем

( )= − + − −E Inv f Inc Op R .	 (1)
Здесь E  – эффект (прибыль) инвестирования; Inv  – величина вло-

жений; Inc  – годовой доход от эксплуатации объекта; Op  – годовые экс-
плуатационные доходы; R   – риски (математическое ожидание годовых 
ущербов); f  – коэффициент приведения затрат, детально рассмотренный в 
литературе, например, в [6, 8]. Величина f  зависит от ожидаемого времени 
эксплуатации t  и ставки дисконтирования q  и определяется по формуле:

( )−
− +

=( , ) ,
t

q
f q t

q
1 1 .	 (2)

Годовой доход является здесь случайной величиной, для описания 
которой можно, как правило, использовать нормальное распределение.

Хотелось бы указать принципиальную разницу между эксплуатаци-
онными затратами и ущербами от возможных рисковых воздействий. Экс-
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плуатационные затраты на содержание объекта – обязательные ежегодные 
затраты, связанные с поддержанием нужного режима эксплуатации (обо-
грев, вентиляция, уборка помещений и т.п.). Это, безусловно, случайная ве-
личина, для которой можно использовать распределение подходящего вида 
(например, нормальное). 

Риски связаны с событиями, которые могут произойти или не произой-
ти. К их числу относятся наводнения, пожары, землетрясения и т.п. явле-
ния. Для описания случайного характера этих событий и связанных с ними 
ущербов в [5] введено δ -корректированное распределение, ф.п.р. которого 
показана на рис. 3. Ф.п.р. ( )Rp x  такого распределения представляет со-
бой комбинацию обычной ф.п.р., например, нормального распределения, и 
модифицированной δ -функции, площадь под которой равна − L1  (рис. 3). 
При этом 

∞

−∞
=∫ ( )Rp x dx 1 .	 (3)

Аналитически функцию Rp  плотности распределения величины риска 
R можно представить в виде суммы

( )= ⋅ + ⋅ −( )R Dp L p x Lδ 1 ,	 (4)
где Dp  – ф.п.р. ущерба D  при условии, что событие произошло, L  – вероят-
ность возникновения опасного события.

Математическое ожидание такой случайной величины определяется, как ∞

−∞

= ⋅ = ⋅∫ ( )RR x p x dx D L ,	 (5)

где D  – математическое ожидание ущерба в случае, если событие произойдет.
Величину R, следуя Л.В. Канторовичу [8] и другим работам в области 

рисков от стихийных бедствий [7, 9 и др.], будем называть риском. Таким 
образом, риск – это математическое ожидание возможного ущерба.

Рис. 3. Характер распределения величины возможного ущерба. Сверху – 
функция плотности распределения, снизу – функция распределения

Ф.п.р. Dp  будем называть функцией плотности распределения ущер-
ба от произошедшего события, а ф.п.р. Rp  – функцией плотности распреде-
ления возможного ущерба.

Дисперсия δ -скорректированного распределения для возможного 
ущерба оценивается следующим образом [5]:
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( ) ( ) ( )
∞ ∞

−∞ −∞

 = − = ⋅ − = ⋅ + − ∫ ∫( ) ( )R Dx DL q x dx L x DL q x dx L D Lσ σ
2 2 22 2 2

0 1 ,	 (6)

где Dσ  – среднеквадратическое отклонение для ущерба от произошедшего 
события.

Для случая, когда объект подвержен группе статистически независи-
мых событий с вероятностями возникновения 

iL , площадь под δ -функцией 
составит величину 

( )
==

= − ≈ − ∑∏
n n

i i
ii

S L L
11

1 1 ,	 (7)
где n  – число событий.

Математическое ожидание возможного ущерба в этом случае будет 
равно сумме ожидаемых рисков, т.е. 

=

= ∑
n

i i
i

R D L
1

, а дисперсия величины воз-

можного ущерба будет равна сумме дисперсий [5]:

 ( )
= =

 = = ⋅ + − ∑ ∑
n n

R i i Di i i
i i

L D Lσ σ σ 22 2 2 2

1 1
1 . 	 (8)

Функция плотности распределения суммарного возможного ущерба с 
учетом статистической независимости определяющего его процессов опре-
деляется сверткой функций распределения отдельных возможных ущербов 
и записывается [5] следующим образом

( ) ( ) ( )
( )

( )

= − − ⋅ + − ⋅ +

− ⋅ + ⋅ − ≈

− − ⋅ + ⋅ + ⋅

∫
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p q p q
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L L q x L L p z q x z dz

L L x L p x L q x

δ

δ

0

0 0 0
0

0 0

1 1 1

1

1 	 (9)
Полученные формулы достаточно важны для анализа рисков. 
Прежде всего дисперсия оценки возможного ущерба может значи-

тельно превышать дисперсию ожидаемого ущерба. 
Кроме того, для величины возможного ущерба его математическое 

ожидание уменьшается пропорционально падению вероятности возникно-
вения события L , а среднеквадратичное отклонение убывает пропорцио-
нально падению величины L . 

В соответствии с изложенным для оценки дисперсии возможного 
ущерба надо знать повторяемость опасных событий и ф.п.р. Dp  для ущерба 
D  от одного события. Для задания ф.п.р. Dp  следует учесть, что величи-
на относительного ущерба изменяется от 0 (ничего не пострадало) до 1 
(полная потеря объекта). Для описания такой случайной величины удобно 
использовать β -распределение. Функция плотности вероятности β -рас-
пределения имеет вид

( )
( )

⋅ −
=

,
x x

p
B

μν

ν μ
1 ,	 (10)

где μ  и ν  – параметры распределения, ( ),B ν μ  – β -функция.
Ф.п.р. ущерба от сейсмических воздействий различной силы для кир-

пичных зданий с классом сейсмостойкости 8 по данным приведены [15].
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Если учесть высокую дисперсию риска, то результаты традиционных 
процедур оптимизации с поиском оптимума математического ожидания в 
значительной мере обесцениваются. На рис. 4 приведена зависимость ма-
тематического ожидания экономического эффекта инвестиций в сейсмо-
стойкое строительство от класса сейсмостойкости сооружения для г. Сочи 
и аналогичная зависимость, но с эффектом, получаемым с вероятностью 
более 80%, с учетом дисперсии оценки эффекта за счет сейсмического ри-
ска. Естественно, величина эффекта упала, но и оптимальное усиление с 8 
баллов перешло на 9 баллов.

Всегда ли надо использовать решения с наибольшей ожидае-
мой эффективностью?

Как правило, учет дисперсии при оценке оптимальных решений в 
сейсмостойком строительстве ведет к увеличению затрат на усиление. Од-
нако есть принципиально иной путь решения проблемы – проектирование 
конструкций с заданными параметрами предельных состояний. Такой путь 
был предложен в сейсмостойком строительстве в бывшем СССР Я.М. Айзен-
бергом и Л.Ш.Килимником [3], а за рубежом В. Добриком [1] и Дж. Порком 
[2]. Указанный путь предусматривает проектирование заведомо неравно-
прочных конструкций. При этом в конструкции предусматривается слабое 
место, в котором и возникнет повреждение при экстремальных нагрузках. В 
мостах, например, это опорные части, допускающие подвижку пролетного 
строения, ведущую к разрушению верхнего строения пути, но исключаю-
щую повреждение опор и сброс с них пролетного строения. 

Рис. 4. Зависимость экономического эффекта от класса сейсмостойкости 
конструкци: сплошная кривая – математическое ожидание эффекта;  

точечная линия – эффект с вероятностью получения более 80%
Конструкции с ослаблениями не являются оптимальными с точки зре-

ния расхода материала, поскольку часть элементов имеет запасы, которые 
не используются при работе конструкции. Однако у рассматриваемых кон-
струкций существенно сокращается дисперсия прогнозных оценок эффек-
тивности. Для них может быть построен сценарий накопления повреждений 
и минимизированы затраты на ремонтные работы после чрезвычайных си-
туаций.

Резюмируя сказанное, можно отметить, что инженер при проектиро-
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вании должен решать два вопроса – оптимизацию стоимости и минимиза-
цию ее дисперсии. Технически эти задачи решаются по-разному. Для мини-
мизации дисперсии приходится отказываться от принципа равнопрочности, 
переходя к проектированию конструкций с заданными параметрами пре-
дельных состояний и проектировать в конечном счете сценарии накопления 
повреждений конструкции.

Заключение
Приведенные в статье данные позволяют заключить, что в оптими-

зационных задачах со случайными параметрами поиск ожидаемого экстре-
мума функции далеко не всегда позволяет принять наилучшее решение о 
вложении средств и параметрах проектируемой конструкции. 

В этом случае можно ставить задачу максимизации прибыли при огра-
ниченном среднеквадратичном отклонении прибыли или задачу минимиза-
ции среднеквадратичного отклонения прибыли при ограничении на ее ми-
нимальную величину. Такого рода задачи на условный экстремум хорошо 
известны [16]. 

Вместе с тем для решения задач оптимизации в этом случае мож-
но искать и безусловный экстремум, если предложить в качестве целевой 
функции Ф комбинацию математического ожидания и среднеквадратичного 
отклонения анализируемой величины Z

= − ZZα βσΦ ,	 (11)
где Z  – математическое ожидание Z ; Zσ  – среднеквадратичное отклоне-
ние Z ; α  и β  – весовые коэффициенты, зависящие от степени склонности 
собственника к риску. Чем больше готов рисковать собственник, тем мень-
ше величина β .

Особенно важен предложенный подход для учета редких событий, 
таких как землетрясения. В этом случае разброс прогноза оценок эффек-
тивности может в несколько раз превышать математическое ожидание этих 
оценок. В статье приведена формула для оценки дисперсии риска для тако-
го рода случаев.
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