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Цель: анализ функций полезности, которые можно использовать для 
построения инвестиционного портфеля. Обсуждение: в теории ожи-
даемой полезности затрагиваются вопросы рациональности действий 
экономических агентов. В эту теорию входят несколько аксиом, рас-
смотренных в исследованиях Джона фон Неймана и Моргенштерна. 
Эти аксиомы предъявляют определенные требования к свойствам 
функций полезности. Чтобы понять возможные варианты конфигу-
рации кривых безразличия функций полезности необходимо иссле-
довать возможные свойства этих кривых. Удобным инструментом 
такого исследования является графическое представление функций 
полезности. Результаты графического анализа обозначили проблемы, 
которые могут иметь место при аналитическом задании функций по-
лезности. При этом для осуществления выбора оптимального порт-
феля вкладчику необходимо объединить свои линии безразличия с 
эффективным множеством. Результаты: проведен анализ функций 
полезности, которые можно использовать для построения инвестици-
онного портфеля: рассмотрены основные аксиомы теории ожидаемой 
полезности, изучены основные типы функций полезности и рассмо-
трена процедура формирования инвестиционного портфеля с учетом 
функций полезности.
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Введение
Актуальность данной темы обоснована тем, что идеи теории портфель-

ного инвестирования в настоящее время стали использоваться при обосно-
вании решений по рациональному управлению финансами на современных 
предприятиях. Портфельные инвестиции дают возможность решать некото-
рые экономические задачи, совершенствовать структуру активов и наращи-
вать собственный капитал организаций путем эмиссии ценных бумаг с по-
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следующим их размещением среди российских и западных инвесторов [7]. 
Отметим, что инвестиционный портфель – это совокупность ценных бу-

маг, купленных с целью обретения заработка и гарантирования ликвидности. 
Значительным моментом, оказывающим влияние на процесс формирования 
инвестиционного портфеля, является то, каким будет поведение экономи-
ческих агентов на рынке ценных бумаг в определенный момент времени [5].

Рациональность поведения экономических субъектов является квинт
эссенцией большинства экономических моделей. Вопросы рациональности 
действий экономических агентов затрагиваются в теории ожидаемой полез-
ности, в которую входит несколько аксиом, рассмотренных в исследованиях 
Джона фон Неймана и Моргенштерна [9]. Стоит отметить, что эти аксиомы 
посвящены вероятностной совокупности предметов торговли. Покупатели 
при принятии решения стремятся максимизировать ожидаемую полезность, 
т.е. ожидаемое значение функции полезности, аргументами которой служат 
потенциальные варианты в условиях неопределенности и вероятность на-
личия данных вариантов. 

Ключевым объектом теории полезности служит лотерея. Лотерея  – 
ряд вариантов торговой сделки, выбор каждого из которых покупателем 
осуществляется с некоторой вероятностью. Следовательно, если считать, 
что вариант x1 выбирается с вероятностью р1, вариант x2 – с вероятностью 
р2 и, наконец, вариант  x r  – с вероятностью рr , то лотерею можно записать 
следующим образом: );...;,;,( 2
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rp  В случае, когда покупатель однозначно выбирает, например, ва-

риант x1, то лотерея записывается в виде (1, x1). А в случае, когда лотерея 
имеет вид )),1(;,( 21 xpxp − , то это значит вариант торговой сделки x1 выби-
рается с вероятностью p, а вариант x2 – с вероятностью (1 – р).

Проанализируем основные аксиомы теории ожидаемой полезности 
Джона фон Неймана и Моргенштерна.

1. Основные аксиомы теории ожидаемой полезности
Первая аксиома: вводится в рассмотрение гипотеза о наличии отно-

шения предпочтения. Предпочтение представляет собой совершенную по-
луупорядоченность всех лотерей, т.е. оно совершенно, транзитивно и реф-
лексивно. Имеют место следующие утверждения:

– совершенная (полная) полуупорядоченность  – слабое отношение 
предпочтения;

– транзитивность (согласованность) предпочтений – закон, который 
гласит: если вариант торговой сделки y предпочтительнее варианта x, а ва-
риант z – предпочтительнее y, то z – предпочтительнее x;

– рефлексивность предпочтений: если имеется в наличии два вариан-
та торговой сделки, но при этом не один из вариантов не хуже другого, то 
покупатель расценивает их как один и тот же вариант возможной торговой 
сделки.
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В дальнейшем будем использовать следующие специальные обозна-
чения:   – предпочтение, а ≅  – безразличие [1].

Вторая аксиома – это аксиома монотонности, суть которой в следую-
щем. Пусть имеются два варианта торговой сделки x1 и x2, для которых x1

  x2; в этом случае )),1(;,()),1(;,( 2121 xpxpxpxp −′−′   при pp >′ . Суть вы-
шеописанного заключается в том, что покупатель предпочтет лотерею с 
большей вероятностью выбора предпочитаемого варианта торговой сделки. 
Выбранный вариант торговой сделки )),1(;,( 211 xpxpx − для всех 10 << p  
предпочтительнее всякой лотереи, включающей в себя даже менее предпо-
чтительный вариант.

Третья аксиома – это аксиома непрерывности. Пусть имеются три ва-
рианта торговых сделок x1, x2, x3, для которых 321 xxx  ; в этом случае 
имеется вероятность p, для которой  231 )),1(;,( xxpxp ≅− , при 10 << p . Таким 
образом, происходит интерполяция выбранных лотерей по предпочтениям 
таким образом, что покупатель проявляет безразличие в выборе лотереей, 
находящихся на промежуточном уровне [2].

Четвертая аксиома – это аксиома о независимости некоррелирован-
ных между собой альтернатив. Пусть имеются два варианта торговых сде-
лок x1 и x2, для которых 21 xx ≅  в этом случае каждому третьему варианту x3 
соответствует )),1(;,()),1(;,( 3231 xpxpxpxp −≅− при всех 10 << p . Т.е. наличие 
третьего варианта торговой сделки не разрушает предпочтения [2].

Пятая аксиома – это аксиома о получении сложных лотерей. Пусть име-
ется m лотерей: L=p1ʹ, x1; p2ʹ , x2; ...; pmʹ, xm. Сложная лотерея – это лотерея, ис-
ходами которой также являются лотереи Li, вероятность выбора которых iq . 
Формально сложная лотерея записывается в виде ).,;...;,;,( 2211 mm LqLqLqL = В 
соответствии с пятой аксиомой сложную лотерею можно привести к лотерее 
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Симбиозом всех рассмотренных выше аксиом является главная теоре-
ма теории полезности фон Неймана – Моргенштерна. Она утверждает, что 
при выполнении всех описанных выше аксиом имеется функция полезности, 
вычисленная для всех лотерей, и однозначная с точностью до монотонного 
строгого возрастающего линейного преобразования. Напомним, что вариан-
ты торговой сделки являются одним из специфических видов лотереи (1, х) 
= х, которая по сути является функцией полезности U(x), которую можно вы-
числять для всех вариантов торговых сделок. При этом ),()( yUxU >  для yx  . 
В общем виде получаем ).(),;...;,;,(
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 Это равенство 

показывает, что полезность лотереи – это математическое ожидание полез-
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ности, равное взвешенной сумме полезностей вариантов торговых сделок, 
где весами являются вероятности.

Значительным следствием теоремы о математическом ожидании по-
лезности считается правило рационального поведения при принятии реше-
ния на фоне риска. Пусть имеется некий менеджер, который должен при-
нять решение, предпочитая одну из  m стратегий ),...,,( 21 mSSS , исходами 
которых будет лотерея iL .

Li= (p1ʹ , xi
1; p2ʹ , xi

2; ...; pmʹ, xi
m, i=1, 2, ..., m), 

где prʹ  – вероятность выигрыша xi
r при указанной стратегии Si. 

При этом полезность лотереи Li определяется следующим образом: 
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Менеджер при принятии решения предпочтет стратегию с максималь-
ным значением ожидаемой полезности ).(max)(max 2
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Пусть есть три потенциальные стратегии, для каждой из которых име-
ются вероятности выигрыша одной из двух альтернатив (m=3, S=2), тогда 
оптимальная стратегия представляет собой наибольший элемент главной 
диагонали рассмотренной ниже матрицы:
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где матрицей полезностей служит платежная матрица, а вторая матрица 
включает в себя вероятности.

При всем при этом поведение и конечный выбор менеджера иногда 
бывают нерациональными. В этих случаях применение правила рациональ-
ного поведения не уместно. В своих исследованиях Каннеман и Тверски рас-
сматривают эмпирический пример таких случаев [12].

2. Типы функций полезности
Неотъемлемой составляющей теории ожидаемой полезности является 

функция полезности. Она необходима для того, чтобы оценить удовлетво-
ренность менеджера численно, так как это удобно для количественного вос-
произведения качественного отношения предпочтения.

Функция полезности – это потребность, рассчитанная в количестве x1, 
х2, ..., xN, которую менеджер желает удовлетворить. Обозначим ее U=(x1, х2, 
..., xN).

Заметим, что важным вопросом является определение функции по
лезности. Проанализируем схему определения функции полезности в общем 
виде. Пусть X – множество точек х = (x1, х2, ..., xN) пространства EN.

Конечный выбор осуществляется следующим образом:
1. Формулируется цель, например: зарабатывание прибыли, уменьше-

ние расходов и т.п.
2. Выбираются способы достижения цели (альтернативы), например: 
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внести наличные в размере x0 в банк под процент или вложить в проект, по 
итогам которого сумма удвоится до 2x0 при вероятности 0,5.

3. Осуществляется анализ потенциальных исходов (последствий) 
предложенной альтернативы [4].

Введем обозначения. Пусть a  – допустимая альтернатива, а А   – 
множество всех допустимых альтернатив. Любому a из А соответствует n 
числовых признаков х1(a), ..., xN(a), значит признаки x1, х2, ..., xN отображают 
каждое a из A в точку х = (x1, х2, ..., xN) исходов (последствий) N-мерного 
пространства EN. Выбор делается в пользу той альтернативы, последствия 
которой более приемлемы для менеджера [9].

Проанализируем функции полезности, применяемые при рассмотре-
нии единственной цели производственного менеджмента – получение вы-
ручки от продаж.

Начнем с линейной функции полезности. Она используется при опре-
делении приращения полезности, соразмерной приращению первоначаль-
ного взноса. При этом объем первоначального взноса не имеет значения. 
В данной ситуации вводится в рассмотрение коэффициент пропорциональ-
ности а.

Рис. 1. Линейная функция полезности
Действия же нерискового вкладчика (менеджера) характеризует 

функция, представленная на рис. 2. Это означает, что вкладчику (менедже-
ру) свойственна следующая линия поведения: чем больше есть материаль-
ных ценностей, тем слабее стимул к их наращиванию.

Рис. 2. Действия нерискового вкладчика (менеджера)
А действия рискового вкладчика (менеджера) характеризует функция, 

представленная на рис. 3. Полезность каждой комплементарной единицы 
выручки для него растет с увеличением дохода. 
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Итоговой прибыли дается необъективно высокая оценка, а убыткам – 
необъективно низкая.

Рис. 3. Действия рискового вкладчика (менеджера)
Следующий тип поведения вкладчика (менеджера) характеризует 

функция, представленная на рис. 4. В этом случае наблюдается завышение 
предельной полезности внушительной выручки и занижение внушительного 
проигрыша. При х < х0 комплементарная единица выручки обладает ценно-
стью меньше предыдущей, а при х > x0 – больше.

Рис. 4. Действия зависят от точки x0

Далее рассмотрим тип поведения вкладчика (менеджера), который 
характеризует функция, представленная на рис. 5. В данной ситуации на-
блюдается занижение потерь и завышение прибылей, а значительный раз-
мер выручки и расходов воспринимается с риском [3].

Рис. 5. Действия также зависят от точки x0 
Перейдем к рассмотрению типа поведения вкладчика (менеджера), 

который характеризует функция, представленная на рис. 6. В данном случае 
действия вкладчика (менеджера) причисляют к «нормальным»: при некото-
рых значительных по абсолютной величине значениях аргумента наблюда-
ется умеренная тяга к риску, а при несущественных значениях аргумента – 
безразличие к расходам.
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Рис. 6. Действия по-прежнему зависят от точки x0 
Теперь рассмотрим тип поведения вкладчика (менеджера), который 

характеризует функция, представленная на рис. 7. В этом случае вкладчик 
(менеджер) неизменно вводит положительную за прибыль и отрицательную 
за потери «премию».

Рис. 7. Добавка премии
На последнем этапе рассмотрим тип поведения вкладчика (менедже-

ра), который характеризует функция, представленная на рис. 8. Для данной 
ситуации свойственно установление минимального размера прибыли для 
учета, а последующее ее увеличение не имеет значения.

Рис. 8. Установление минимального размера прибыли для учета
Самые широко распространенные виды функций полезности 

логарифмического типа представлены на рис. 9-10 [9]. 
Графики данных кривых значительно обусловливаются параметром 

b, где b равен 1,5; 2; 3. Аналитическое выражение функций полезности 
логарифмического типа можно записать таким образом:

U(x) = logb (x + b) – 1.
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Рис. 9. Учет риска и порога разорения при выборе функции полезности

Рис. 10. Вкладчики (менеджеры) полностью согласны между собой  
относительно затрат (порог разорения b = – 1), но не согласны 

в отношении полезности уровней прибыли
При этом основанием логарифма может быть каждое число (b > 1), 

а единица вычитается для эргономичности, чтобы полезность нулевой вы-
ручки равнялась нулю [6].

Порог разорения (чувствительности) функций полезности логарифми
ческого типа просто учитывать, так как эти кривые выявляют внушитель-
ные отрицательные значения полезности при приближении к подходящим 
порогам разорения. При этом параметр b – это относительный показатель 
объема денежных средств организации. И, следовательно, огромные зна
чения b подтверждают внушительные средства организации [9]. 

Наиболее часто функции полезности выбираются, исходя из рацио-
нальности действий вкладчиков (менеджеров) с учетом риска и порога разо-
рения. При этом функцию полезности можно найти из равносильного соот-
ношения:

xbB U =−+1 .
В этом случае параметр b – денежные средства организации, значи-

мость которых определяется вкладчиками (менеджерами).
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3. Формирование инвестиционного портфеля с учетом функ-
ций полезности

Получение оптимального портфеля ценных бумаг – это сложно реша-
емый злободневный вопрос. Для его решения разработано несколько вари-
антов оптимизационных моделей, но мы рассмотрим подход, основанный на 
функции полезности и использовании кривых безразличия [10], представ-
ляющих собой монотонно возрастающие функции. Известно, что функция 
полезности портфеля зависит от двух аргументов: от ожидаемой портфель-
ной доходности rp и от среднеквадратического (стандартного) отклонения 

pδ  (риска) [8]: 
).,( pprUU δ=

Портфели считаются равнозначными, если они расположены на одной 
линии безразличия или линии уровня функции, т.е.

,),( CrUU pp == δ .
Заметим, что линии безразличия показывают, как вкладчик относится 

к доходности и риску портфеля. Это кривые в координатах ( pδ , rp). 
Каждый портфель, расположенный на линии безразличия выше и 

левее, вкладчик расценивает как более предпочтительный в сравнении с 
портфелем, расположенным на линии безразличия ниже и правее [11]. 

При этом ожидаемая доходность портфеля, включающая в себя n цен-
ных бумаг, определяется следующим образом [10]:

,
1

i

n

i
ip rxr ⋅= ∑

=

где xi – часть первоначальной стоимости портфеля, инвестированная в i-й 
вид ценных бумаг; ri – ожидаемая доходность i-го вида ценных бумаг; n – 
количество видов ценных бумаг в портфеле.

Соответственно, дисперсия доходности портфеля определяется обыч-
ным образом через дисперсии и ковариации активов

= = = =

 
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 

 
∑ ∑ ∑∑( ) cov , cov( , )

n n n n

p i i j j i j i j
i j i j

D r x r x r x x r r
1 1 1 1

.

Один из параметров функции полезности инвестор определяет сам, 
руководствуясь правилом, в соответствии с которым чем больше ожидае-
мая доходность, тем больше риск. Рассмотрим на графике принципы выбора 
стратегии, которой должен руководствоваться инвестор при выборе опти-
мального портфеля.

Стоит отметить, что оптимальный портфель Q* существенно зависит 
от формы линий безразличия. Выделяются два основных семейства данных 
линий: семейство линий Q и семейство линий W (рис. 12). Семейство ли-
ний Q отличает меньшая выпуклость вниз, означающая, что вкладчик наце-
лен на меньший риск с более низкой ожидаемой доходностью. А семейство 
линий W, напротив, характеризуется увеличением выпуклости вниз, т.е. 
вкладчик выбирает больший риск, но с более высоким уровнем ожидаемой 
доходности (полезность Неймана – Моргенштерна) [13].
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Рис. 11. Множество всех созданных портфелей
Будем рассматривать достижимое множество, состоящее из всех порт-

фелей, которые можно получить из n видов ценных бумаг. Это множество 
представлено на рис. 11. Из рисунка становится очевидным, что множество 
портфелей, дающих минимальный риск при изменяющемся уровне ожидае-
мой доходности, расположено на левой части границы достижимого множе-
ства между точками А и В [10]. В результате приемлемыми для вкладчика 
будут портфели, лежащие на верхней и левой границе достижимого множе-
ства.

Множество портфелей, которые следует рассматривать инвестору – 
участок границы АС. Это множество называется эффективным множеством 
портфелей или множеством Парето, на котором вкладчик должен подбирать 
для себя оптимальный портфель.

При подборе оптимального портфеля вкладчику необходимо объеди-
нить свои линии безразличия с эффективным множеством. Оптимальный 
портфель  – точка, в которой кривая безразличия касается эффективного 
множества (портфель Q* на кривой безразличия I3).

Рис. 12. Формы линий безразличия
 Заключение
В теории ожидаемой полезности находят объяснения вопросы рацио-

нальности действий экономических агентов. Предполагается, что именно в 
соответствии с этой теорией на фондовом рынке осуществляют свою деятель-
ность рациональные инвесторы. Из этого следует, что в моделях оптимизации 
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портфельных решений должны использоваться принципы ожидаемой полез-
ности. В классических моделях портфельного инвестирования без труда об-
наруживаются эти принципы. В то же время рассмотренные в статье различ-
ные варианты функций полезности позволяют сделать вывод, что потенциал 
теории ожидаемой полезности использован недостаточно. Прежде всего, это 
касается вероятностного описания рыночных ситуаций, в которых вынужден 
действовать инвестор. Предположение о нормальности, доминирующее в те-
ории эффективного рынка, значительно упрощает представление о природе 
финансового рынка. Требуются модели, которые свободны от этих предпо-
ложений, но которые не противоречат принципам ожидаемой полезности.
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