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Цель: разработка эффективных методов и моделей для решения 
определенного ряда проблем сетевого распределения ресурсов на 
предприятии с учетом условий многокритериальности и присутствия 
недетерминированности данных. Обсуждение: предлагается много-
критериальная оптимизационная модель для решения задач произ-
водственного менеджмента, связанная с проблемой эффективного 
распределения ресурсов на предприятии. Представлена общая много-
критериальная постановка задачи оптимизации распределения про-
изводственных ресурсов в теоретико-графовой интерпретации с уче-
том недетерминированности в виде интервальных данных. Обозначен 
ряд проблем, возникающих при решении задачи с недетерминиро-
ванными данными, когда в случае интервальных данных нахождение 
оптимального решения связано с выбором наиболее целесообразного 
решения из множества несравнимых альтернатив. Результаты: раз-
работана эффективная методика решения определенного класса про-
блем сетевого распределения производственных ресурсов с учетом 
недетерминированных данных. Результаты построенной модели по-
зволят минимизировать затраты при распределении ресурсов и могут 
быть использованы при разработке автоматизированного средства 
контроля и управления производственными процессами предприятия.
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Введение
В работе предлагается многокритериальная оптимизационная мо-

дель для решения задач производственного менеджмента [8], связанных 

1 Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках проекта 18-010-
00891 А.
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с проблемой эффективного распределения ресурсов и учетом структурных 
особенностей системы. К таким задачам относятся: распределение произ-
водственных ресурсов [2], формирование групп исполнителей производ-
ственных задач [11].

Общая идея этих задач состоит в наилучшем распределении ресур-
сов среди элементов производственной системы, при котором достигаются 
оптимальные показатели экономических критериев. Распределение ресур-
сов происходит путем формирования групп исполнителей производствен-
ных процессов с учетом возможных отношений подчиненности в форми-
руемых группах. Сложность этих задач состоит в том, что они сводятся к 
комбинаторному выбору решений, которые с учетом большого количества 
переборных вариантов являются труднорешаемыми. Проблема усложняется 
в связи с тем, что выбор решения необходимо проводить с учетом разнород-
ных экономических требований, задаваемых в виде критериев. В результате 
говорят, что проблема рассматривается в многокритериальной постановке, 
при которой выбор рационального решения происходит из множества не-
сравнимых альтернатив.

При моделировании экономических задач часто параметры системы 
задаются в виде недетерминированных данных, что наилучшим способом 
отражает адекватность и реальность ситуации и является результатом экс-
пертного оценивания параметров системы. В качестве недетерминирован-
ных данных рассматриваются интервальные значения, задаваемые в виде 
числовых границ с нижними и верхними оценками. Проблема распределе-
ния производственных задач в условиях многокритериальности с учетом 
недетерминированности данных является более сложной задачей. В ра-
боте рассматривается некоторый класс задач, для которых представлена 
теоретико-графовая постановка задачи и предложены эффективные алго-
ритмы их решения.

Разработка адекватной модели для решения рассматриваемых задач 
позволит сократить расходы на эксплуатацию системы и создать средства 
автоматизированного контроля и управления производственными процес-
сами предприятия.

Рассмотрим задачу оптимального формирования групп исполнителей 
производственных задач. Суть ее заключается в том, чтобы в определенной 
структуре информационно-производственных связей распределить задачи 
по группам исполнителей с учетом заданных критериев и структурой отно-
шений подчиненности в группах.

При моделировании информационно-производственных отношений 
больших систем они, как правило, содержат определенного вида иерар-
хию связей производственной структуры предприятия. Сетевой моделью 
таких конструкций наилучшим образом являются предфрактальные графы 
[4, 5], где ранг соответствует уровню иерархии этого графа. Вершинами 
предфрактального графа являются исполнители производственных задач, 
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а ребрами – информационно-производственные связи между ними, которые 
оцениваются определенным набором разнородных оценок, заданных в виде 
числовых интервалов или интервальных весов. Интервальный вес может 
обозначать диапазон оценок, определяющий, например, стоимость комму-
никаций между двумя исполнителями, выраженную в баллах. В этом случае 
говорят, что математическая модель этой задачи базируется на предфрак-
тальном графе интервальными весами. 

Методология исследования
Предлагается общая теоретико-графовая постановка исследуемых за-

дач с учетом неопределенности, заданной в виде числовых интервалов. 
Рассмотрим предфрактальный граф ( , )L L LG V E= , порожденный 

множеством затравок { ( , )}H W QΗ = = , | |W n= , | |Q q= . В графе LG  мно-
жеству ребер ( )l

Le E∈  сопоставим некоторый набор из M интервальных 
весов ( )( ) [ , ]lw e w w= , в результате чего граф LG  назовем интервально-
взвешенным, где ( ) 1 1( ) [ , ] [ , ],l l lw e w w a bθ θ− −= ⊆  1,l L=  – ранг ребра, причем 

0, 0,a b> >  (0,1)θ ∈ .
Допустимым решением задачи или покрытием графа LG  назовем 

остовный подграф ( , ),L xx V E=  x LE E⊆ , каждая компонента связности 
которого изоморфна типовому подграфу kτ – простой цепи заданной дли-
ны, обозначаемых отношения подчиненности в выделяемых группах. Мно-
жеством допустимых решений (МДР) назовем совокупность всех решений 

{ }( )LX X G x= = , которые определены типовыми подграфами kτ .
На МДР задана векторно-целевая функция (ВЦФ):

1 1 2( ) ( ( ),..., ( ), ( ), ( ))M M MF x F x F x F x F x+ += , (1)

( ) ( ) min, 1,i
С x e C

F x w e i M
∈ ∈

= → =∑∑ , (2)

( )
С x e C

w e
∈ ∈

∑∑  – общая сумма весов x ;

1( ) | | minMF x x+ = → , (3)
где x – количество типовых подграфов из ;x

2 ( ) minMF x+ = →h , (4)
где – h  количество различных типовых подграфов из .x
Экономическая интерпретация критерия (2) заключается в минимиза-

ции общей стоимости расходов при выделении групп исполнителей произ-
водственных задач, в случае, когда весам ребер соответствуют стоимости 
коммуникаций между исполнителями. Критерий (3) отвечает за уменьшение 
времени обработки задачи. Критерий (4) отвечает за равномерное распре-
деление задач среди исполнителей.

Требуется найти на МДР X такое решение 0x , принимающее экстре-
мальные значения на ВЦФ (1) для критериев (2)-(4).

Основные трудности при решении задач с интервальными данными 
связаны с накоплением ошибок в исходном результате. Точность решения 
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этих задач связана с неопределенностью в задании исходных данных, окру-
глением в результате проведения операций с интервальными данными и 
приближенным характером применяемого численного метода.

Поиск допустимых решений { }, 1,iX x i m= =  по критериям ( ), 1,iF x i M=  
(2) предполагает использование метода граничного суммирования [6, 7]. В 
нем для нахождения суммы двух числовых интервалов 1 1 1( ) [ ( ), ( )]w e w e w e= , 

2 2 2( ) [ ( ), ( )]w e w e w e=  применяют сумму нижних и верхних оценок:
1 2 1 2 1 2( ) ( ) [ ( ) ( ), ( ) ( )]w e w e w e w e w e w e+ = + + . (5)

В результате применения (5 ) к критериям ( ), 1,iF x i M=  (2) получаем 
выражение:

( ) [ ( ), ( )] min,
x x

i
e E e E

F x w e w e
∈ ∈

= →∑ ∑ 1,i M= ,  (6)

где каждый из M критериев вычисляется по своему набору весов. Наборы 
весов 1,i M=  считаем несравнимыми, иначе эти критерии можно предста-
вить с помощью линейной свертки к одному весовому критерию. 

Так как критерии (3)-(4) являются топологическими и не учитывают 
веса ребер, то нахождение решений по ним с учетом интервальных весов не 
будет отличаться от случая с вещественными весами [2].

Когда ребрам поставлены в соответствие интервальные веса при на-
хождении оптимального решения, возникает проблема выбора из множе-
ства недоминируемых решений [8, 9]. Одной из важных проблем интерваль-
ного анализа является процедура сравнения интервалов. Назовем решение 

1x  предпочтительнее решения 2x  1 2( ),x xp  1 2, ,x x X∈  при выполнении кри-
терия (6), если будет справедливо неравенство 1 2( ) ( )w x w x≤ . При выпол-
нении 1 2( ) ( )w x w x⊂  или 2 1( ) ( )w x w x⊂ , где 1 2, ,x x X∈ интервалы называются 
несравнимыми. В случае совпадения соответствующих решений 1 2, ,x x X∈  

1 2( ) ( )w x w x= , интервалы называются эквивалентными.
Паретовским множеством называется решение x X∈% , состоящее из 

векторно несравнимых альтернатив, где x x%p , x X∈ .
Подмножество 0X X⊆ %  минимальной мощности называется полным 

множеством альтернатив, в котором представлено по единственному пред-
ставителю из каждого класса эквивалентности.

Решением задач с интервальными данными является паретовское 
множество или полное множество альтернатив и состоит из совокупно-
сти этапов. Вначале находится МДР, далее строится множество векторно-
несравнимых альтернатив и на окончательном этапе выбирается «компро-
миссный оптимум» 0x  с использованием методов теории выбора и принятия 
решений [6].

Для решения рассматриваемой задачи с интервальными данными 
предложен эффективный алгоритм intα . Под эффективностью понимается 
свойство, связанное с временем вычисления алгоритма, которое не слиш-
ком сильно зависит от размера входных данных задачи. Этот класс алгорит-
мов называется полиномиальным [10].
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В качестве элементов покрытия в алгоритме используются простые 
цепи типа , 1, 2,3k kτ = , соответствующие длинам входящих в них ребер: 
одно, два и три ребра. Алгоритм intα  выделяет покрытие L-ранговыми це-
пями типа kτ  для заданного набора весов. Алгоритм строит покрытия *

ix , 
используя все заданные наборы весов 1,i M= .

Алгоритм intα  представляет собой последовательную обработку каж-
дой из 1Ln −  подграф-затравки [4], на которых выполняется процедура по-
крытия затравки цепями (ППЗЦ).

Различие алгоритма intα  для каждого типа , 1, 2,3k kτ =  состоит в про-
цедуре ПЗЦ. Для выделения покрытия типа 1τ  в качестве процедуры ПЗЦ 
используется алгоритм Эдмондса, позволяющий находить совершенное па-
росочетание минимального веса (СПМВ) [12] на рассматриваемой подграф-
затравке.

Для покрытия подграф-затравки цепями типа 2τ  с помощью ал-
горитма Эдмондса строится СПМВ 1M , в котором рассматривается ребро 

1,jm M j J∈ ∈  с максимальным интервалом. У ребра jm  последовательно 
просматриваются все инцидентные ребра и выбирается одно имеющее ми-
нимальный интервал. В результате образуется цепь длины три 3ñ . В случае, 
когда у ребра jm  несколько инцидентных ребер, рассматривается каждая из 
образованных цепей в отдельности и выбирается цепь *

3ñ , имеющая мини-
мальную сумму интервальных весов. В *

3ñ  удаляется ребро из 1M  с макси-
мальным интервалом. В результате проделанных конструктивных операций 
получаем цепь длины два 2ñ . Повторив эти процедуры для всех оставшихся 
ребер из 1M , получим покрытие подграф-затравки типа 2τ .

При покрытии подграф-затравки цепями типа 3τ  дважды используется 
выделение СПМВ. При первом нахождении 1M  на подграф-затравке G  все 
ребра 1,jm M j J∈ ∈  запоминаются и стягиваются в вершину, в результате 
получаем граф 'G . Далее на 'G  повторяем процесс нахождения СПМВ 2M . 
Восстановив исходный граф G, выделяется покрытие 3τ  – цепями длины 
три.

ОБЩАЯ СХЕМА АЛГОРИТМА
ЭТАП 1. Для набора весов 1,i M=  выделить покрытия для каждой 

11, 2,..., Ls n −=  подграф-затравки ( , )L L LG V E=  цепями типа , 1, 2,3k kτ = , ис-
пользуя процедуру ПЗЦ.

ЭТАП 2. Для набора весов 1,i M=  объединить покрытия, найденные 
на этапе 1. В результате объединения будут составлять покрытия предфрак-
тального графа ( , )L L LG V E= .

ЭТАП 3. Из множества найденных решений найти предпочтительные 
альтернативы.

Трудоемкость алгоритма intα  покрытия цепями типа kτ  на предфрак-
тальном графе ( , )L L LG V E= , порожденного затравкой ( , )H W Q= , не пре-
восходит ( (2 3 / 2)), .LO nN n N n+ =
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Под понятием «трудоемкость» понимается асимптотическая оценка 
времени работы алгоритма в худшем случае. При сравнении результатов ра-
боты алгоритма на предфрактальном и обыкновенном графе трудоемкость 
алгоритма на первом в 2Ln  меньше, чем на втором.

Результаты
Результатом предложенной модели является разработка эффектив-

ного алгоритма intα , позволяющего использовать его в системах автомати-
зации управления и контроля производственных процессов. Обоснованием 
алгоритма является следующая теорема.

Теорема. Алгоритм intα  выделяет на интервально-взвешенном 
предфрактальном ( , )n L -графе ( , )L L LG V E= , порожденном затравкой 

( , )H W Q= , покрытие *x  цепями типа , 1,3k kτ = , оптимальное по *
2 ( )MF x+  

и с оценкой по *( )iF x , 1,i M=  и *
1( )MF x+ :

* 1 1( ) [ ; ]
L L

L L
i

n nF x a b
k k

θ θ− −⊆ , 1, ,i M=  1,3k = .

*
1( )

2

L

M
nF x+ ≤ .

Так как критерии 1( )MF x+  и 2 ( )MF x+  являются топологическими, то 
их оценка совпадает с оценкой для предфрактального графа, взвешенного 
вещественными числами, представленная в работе [2]. Доказательство по 
метрическим критериям ( )iF x , 1,i M=  строится на основании количества 
элементов покрытия и учета интервальных весов.

Применительно к задачам сетевого распределения производственных 
задач алгоритм intα  позволяет находить оптимальные распределения по 
элементам с учетом экономического эффекта (стоимости взаимодействия), 
надежности и других показателей системы.

Заключение
Предложен метод оптимального распределения задач (ресурсов) по 

структуре системы в условиях многокритериального подхода и учетом не-
детерминированных данных. Решение задачи представлено, как дискрет-
ная многокритериальная задача о покрытии предфрактального графа ти-
повыми подграфами. В качестве типовых подграфов использовались цепи 
определенной длины как наиболее общий тип отношений подчиненности и 
информационных связей в группах. Задача нахождения решений с интер-
вальными весами по векторно-целевой функции (1) не отличается от задачи 
с вещественными весами по топологическим критериям (3) – (4). Однако в 
интервальной постановке критерий (2) представляется в виде критерия (6). 
Решение по критерию (6) для работы с интервальными весами предполагает 
применение суммирования граничным методом. Для выбора предпочтитель-
ных альтернатив предлагается использовать сравнение интервалов. 

Использование данной модели имеет широкий ряд приложений в 
экономических задачах, связанных с проблемами производственного ме-
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неджмента при эффективном формировании групп исполнителей производ-
ственных задач и распределением производственных ресурсов по элемен-
там производственной сети.
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Purpose: development of effective methods and models for solving a certain 
number of problems of network distribution of resources in an enterprise, 
taking into account the conditions of multi-criteria and the presence of 
non-determinism of data. Discussion: the author proposes a multicriteria 
optimization model for solving production management problems related 
to the problem of efficient allocation of resources at the enterprise. The 
article also presents the general multicriteria formulation of the problem 
of optimizing the distribution of production resources in graph-theoretic 
interpretation, taking into account non-determinism in the form of interval 
data. It also identifies a number of problems that arise when solving a 
problem with non-deterministic data, when, in the case of interval data, 
finding the optimal solution is faced with the problem of choosing the most 
appropriate solution from a set of incomparable alternatives. Results: the 
author presents an effective method for solving a certain class of problems 
of network distribution of production resources, taking into account non-
deterministic data. The results of the model can be useful for an automated 
support and decision-making system to control and manage the production 
processes of the enterprise. The use of the model minimizes the cost of 
resource allocation in production management tasks.

Keywords: formation of groups of performers, distribution of production 
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