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Введение
Данная работа посвящена построению составной траектории для сба-

лансированного роста экономической системы [2, 4, 5, 9-12]. В качестве моде-
ли экономического роста выбирается динамический межотраслевой баланс, в 
котором матрица прямых затрат не изменяется во времени, а вектор конечно-
го продукта пропорционально зависит от валового выпуска. Если при данных 
условиях не корректировать матрицу приростной фондоемкости, то траектории 
развития некоторых отраслей на рассматриваемом промежутке времени могут 
оказаться убывающими, причем возможно убывание даже с начального момен-
та времени.
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Таким образом, для получения составной траектории развития необ-
ходимо в момент начала убывания траектории некоторым образом внести 
изменения в начальные условия. Такие изменения достигаются корректи-
ровкой матрицы приростной фондоемкости. Необходимые теоретические 
модели и алгоритмы решения будут введены далее. Кроме того, будут опи-
саны и функциональные возможности разработанных алгоритмов для по-
строения составной траектории сбалансированного роста экономической 
системы на основе модели динамического межотраслевого баланса [1, 3, 
6, 7, 8].

Модель экономического роста региона
В качестве модели экономического роста использовалась модель ди-

намического межотраслевого баланса [1, 2, 3, 4, 5]. 
Рассмотрим данную модель в общем виде как систему дифференци-

альных уравнений:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,A t X t K t X t Y t X t t t t X t X+ + = ∈ =  

0 0 0 1,  (1)
( )A t  – матрица коэффициентов прямых затрат; ( )K t  – матрица прирост-

ных фондоемкостей; ( )X t  – вектор валового выпуска в момент времени t ;
X( )t  – величина прироста (производственная); ( )Y t  – конечный продукт. 

Запишем (1) в координатной форме:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,
n n

ij ij ij i
j j

a t k t k t x t y t x t i n
= =

+ + = =∑ ∑
1 1

1  (2)

Напомним, что коэффициенты прямых материальных затрат 
( )

( )
( )

ij
ij

j

x t
a t

x t
=  означают, какое количество продукции i-ой отрасли, которое 

необходимо для производства единицы продукции j-ой отрасли.
Коэффициенты матрицы приростной фондоемкости K  показывают, 

какое количество продукции i-ой отрасли должно быть вложено в j-ую от-
расль для увеличения производственной мощности этой отрасли на единицу.

Будем полагать, что матрица прямых затрат A  и матрица прирост-
ных фондоемкостей K  не зависят от времени, а вектор конечного продук-
та пропорционален величине валового выпуска X , т.е. ( )A t A= , ( )K t K= , 

( ) ( )Y t X tα= , где α  – диагональная матрица, на диагонали которой рас-
положены коэффициенты iα , показывающие долю конечного продукта в 
валовом выпуске для отрасли i.

При данных предположениях получаем следующую формулу решения 
для задачи (1):

( ) ( )( ) ( )K E A t tX t e Xα− − − −=
1

0
0 3. (3)

Матрица K  может оказаться необратимой вследствие возможного 
присутствия в ней нулевой строки и нулевого столбца. Для исправления 
ситуации предлагаем процедуру ее корректировки.

Методы корректировки матрицы приростной фондоемкости
Рассмотрим матрицу приростной фондоемкости K . Пусть 1 – номер ну-
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левого столбца матрицы K . Требуется таким образом ввести поправки iα ,
чтобы определитель det ( , )K ε δ ε δ∈ − + . 

Обозначим через { },i jK  матрицу K  с вычеркнутым столбцов 1 и стро-
кой M . Тогда справедлива лемма 1.

Лемма 1
Для того чтобы detK , принадлежащая промежутку [ ]ε δ ε δ− , + , до-

статочно, чтобы ,i iα Ω∈ ∀ , где множество Ω  определяется как [ ],α αΩ = , 
где

{ } { } { } { }

{ } { } { } { }

, , , ,

, , , ,

det det det det

det det det det

n n n n

i l i l i l i l
i i i i

n n n n

i l i l i l i l
i i i i

K K K K

K K K K

εα

δ
− = = = − =

− = = = − =

= +
   

− − −   
   

   
− − −   

   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

{ } { }

{ } { }

{ } { }

, ,

, , , ,

det det
( )

det det det det

n n

i l i l
i i

n n n n

i l i l i l i l
i i i i

K K

K K K K

ε δα = − =

− = = − = =

 
− 

−  = +
   

− −   
   

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 2
1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

2 1 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1

.

Доказательство:
Запишем detK  в следующем виде:

{ } { } { }, , ,det ( ) * * det * det * det , , ,..,
n n n

i
i i ii l i l i l

i i i

K K K K i nα α α+

= − = =

= − = − =∑ ∑ ∑1

1 2 1 1 2 1
1 1 2

{ } { } { }, , ,det ( ) * * det * det * det , , ,..,
n n n

i
i i ii l i l i l

i i i

K K K K i nα α α+

= − = =

= − = − =∑ ∑ ∑1

1 2 1 1 2 1
1 1 2 .

Обозначим { },deti i lKγ = , причем iγ >>
1

0 , а iγ <
2

0 . И пусть 
max iα α=  и min iα α= . Тогда справедливо следующее неравенство:

* *

* *

n n n n

i i i i
i i i i

n n n n

i i i i i i i i
i i i i

n n n n

i i i i
i i i i

ε δ α γ γ α γ γ

α γ α γ α γ α γ

α γ γ α γ γ

− = = = − =

− = = = − =

− = = = − =

   
− = − − − ≤   

   
   

− − − ≤   
   

   
− − − =   

   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1
ε δ+

Выпишем в явном виде α  и α :

* *

, , ,...,

* *

n n n n

i i i i
i i i i

n n n n

i i i i
i i i i

i n

α γ γ α γ γ ε δ

α γ γ α γ γ ε δ

− = = = − =

− = = = − =

    
− − − = −    

     =
    − − − = +   
   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

1 2

Обозначим 
n n

i i
i i

Cγ γ
− = =

 
− = 

 
∑ ∑1 2
1 2

1
2 1 1 2 1

, 
n n

i i
i i

Cγ γ
= − =

 
− = 

 
∑ ∑1 2

1 2

2
2 1 2 1 1

. Перепи-
шем систему:
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( ) * С
С

ε δ αα − += 2

1

( ) *
* *

C
C C

C
ε δ αα ε δ− +− = +2

1 2
1

* ( ) * ( )
* ( )

C C
C

C C
α ε δα ε δ −− = + +

2
2 2

1
1 1

* (( ) ( ) ) * ( ) * ( )C C C Cα ε δ ε δ− = + + −2 2
1 2 1 2

* ( ) * ( )
( ) ( )

C C
C C

ε δ ε δα + + −=
−

1 2
2 2

1 2

C C C C
ε δα = +
− +1 2 1 2

( ) C
C C C C C C
ε δ ε δα

 −= + + − + 
1

1 2 1 2 1 2
Делая обратную подстановку, получаем:

{ } { } { } { }

{ } { } { } { }

, , , ,

, , , ,

det det det det

det det det det

n n n n

i l i l i l i l
i i i i

n n n n

i l i l i l i l
i i i i

K K K K

K K K K

εα

δ
− = = = − =

− = = = − =

= +
   

− − −   
   

   
− + −   

   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 2 1 1

{ } { }

{ } { }

{ } { }

, ,

, , , ,

det det
( )

det det det det

n n

i l i l
i i

n n n n

i l i l i l i l
i i i i

K K

K K K K

ε δα = − =

− = = − = =

 
− 

−  = +
   

− −   
   

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 2
1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

2 1 2 1 1

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1

Таким образом, для того, чтобы detK  попадал в необходимый нам 
промежуток, нужно, чтобы поправки iα  были ограничены сверху и снизу 
полученными значениями α  и α .

Прежде чем перейти к доказательству леммы в случае m  нулевых 
столбцов, для более ясного понимания рассмотрим случай с двумя столб-
цами.

{ }, ; ,det ( ) * * ( ) * * det
n n

i i
i j i j l l

i j

K Kα α+ +

= =

= − −∑ ∑ 1 2

1 1

1 1
1 1

Обозначим, как и выше, { }, ,, ; det i l l li j Kγ =
1 2

, причем i jγ >>
1 1

0 , а 
i jγ <
2 2

0  и перепишем равенство в виде:

,det * * , , , ,...
n n n n

i i j j i j
i i j j

K i jα α α α γ
− = = − = =

  = − − =  
   
∑ ∑ ∑ ∑

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1
1 2
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Выпишем слагаемые для ..i n− =2 1 1 :

, , ,

, ,

* * * *

* * , , , ,...

n n n n n n n

i j j i j i j i j i j i j
i j j i j i j

n n n n

i j i j i j i j
i j i j

i j

α α α γ α α γ α α γ

α α γ α α γ

− − − − −

− = − = = − = − = − = =

− −

− = − = − = − =

 
− = − = 

 

+ =

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 2

1 1 1 1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1
1 2

Обозначим max( , )i jα α α=  и min( , )i jα α α= . Тогда справедливо 
следующее неравенство:

, , , ,

, ,* *

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

n n n n

i j i j i j i j
i j i j

i
i

α γ γ α γ γ

α α γ α α γ

α

− − − −

− = − = − = = − = = − = − =

− −

− = − = − = − =

   
− − − ≤   

   
 

− − 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 2

1
1

1 1 1 122

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1

1 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

2
, ,

, , , ,

* *
n n n n

j i j i j i j
j i j

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

α γ α α γ

α γ γ α γ γ

− −

− = = − = =

− − − −

− = − = − = = − = = − = − =

 
− ≤ 

 
   

− − −   
   

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 1 2 2 2 2
1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1

1 1 2 1 2 1 1 2 1

1 1 1 12 2

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1

Выпишем в явном виде α  и α :

, , , ,

, , ,

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

n n n n n n

i j i j i j
i j i j i j

α γ γ α γ γ

α γ γ α γ γ

− − − −

− = − = − = = − = = − = =

− − −

= − = = = = =

   
− − − −   

   
 

− + − 
 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1
1 1 2 2 1 1

1 1 1 122

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1

1 1 12 2

2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1
,

, , , ,

, ,

n n

i j
i j

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

n n n

i j i j
i j i j

ε δ

α γ γ α γ γ

α γ γ

−

= − =

− − − −

− = − = − = = − = = − = − =

− −

= − = = =

 
= − 

 
   

− − − −   
   

−

∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

2 2
2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2
1 1 2 2

1

2 1 2 1 1

1 1 1 12 2

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1

1 1
2

2 1 2 1 1 2 1 2 1
, ,

,

, , ,...

n n n n n

i j i j
i j i j

i j

α γ γ ε δ
− −

= = = − =











    

− − = +    
    

=

∑ ∑ ∑ ∑ ∑1 1 2 2
1 1 2 2

1 12

2 1 2 1 2 1 2 1 1

1 2

Сгруппируем элементы при α 2  и α2 :

, , , ,

, , , ,

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j j

α γ γ γ γ

α γ γ γ γ

− − − −

− = = − = = = = = − =

− − − −

− = = − = − = = − = =

 
− + − − 

 

− + −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2

1 1 1 1
2

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

1 1 1 12

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1

, , , ,

, , ,

n

i

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

n n n n n

i j i j i j
i j i j i j

ε δ

α γ γ γ γ

α γ γ γ

=

− − − −

− = − = − = = = = = − =

− − −

− = = − = − = = − =

 
= − 

 
 

− + − − 
 

− +

∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

2

1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1
1 1 2 2 1 1

2 1

1 1 1 12

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1

1 1 1
2

2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 2 1 1
,

n n n

i j
i j

γ ε δ
−

= =











  

− = +  
  

∑ ∑ ∑ 2 2
2 2

1

1 2 1 2 1
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Обозначим , , , ,

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

Cγ γ γ γ
− − − −

− = − = − = = = = = − =

 
− + − = 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1

1
2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 

и , , , ,

n n n n n n n n

i j i j i j i j
i j i j i j i j

Cγ γ γ γ
− − − −

− = = − = − = = − = = =

 
− + − = 

 
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1

2
2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1

. Тогда 
 
решение системы, найденной выше, запишется:

С С С С
ε δα = +
− +1 2 1 2

, ( ) С
С С С С С С
ε δ ε δα

 −= + + − + 
1

1 2 1 2 1 2

.

Рассмотрим случай m > 1 нулевых столбцов матрицы K . Пусть
 

( ,..., )mS s s= 1 , где { }{ }{ }, ,is ∈ − −1 1 1 1  для ,i m∀ = 1 . Обозначим {S}  –

совокупность всех возможных векторов S . Введем 
k kk

n k

k i ii
α α α− +

− =
= ∑ 1

2 1 1 , 

k kk

n k

k i ii
b α α− +

=
= ∑ 1

2 1
. Введем также функцию : { , } { , }k kf S α α→ 1 , 

: { , } { , }k kf S α α→ 1 ,
,

( , )
,

m

k j
j

k m

j
j

s

f f S
s

α
α =

=


== = 

 = −

∏

∏
  1

1

1

1 1

,

( , . )
,

k

k

m

k i j
j f

k i m

j
j

s

f f S
s

α α
α α =

=


=

= = 
 = −

∏

∏
  1

1

1

1 1

,
( , )

,

m

j
j

k m

k j
j

s

f f S
s

α
α

=

=


= −= = 

− = −

∏

∏
   1

1

1 1

1

,

( , . )
,

k

k

m

j
j

k i m

k i j
j f

s

f f S
s

α α
α α

=

=


=

= = 
− = −


∏

∏
  

1

1
1 1

1,
 

тогда { }, ; ,det ( ) * * ( ) * * det
n n

i i
i j i j l l

i j

K Kα α+ +

= =

= − −∑ ∑ 1 2

1 1

1 1
1 1  можно записать в 

виде:

{ }

{ } { }

, ; ,

,..., ; ,...,

det ( ) * * ( ) * * det

* ( , , ) ( , , ) * det
k k m m

n n
i i

i j i j l l
i j

m

k i k iS i j l l
j

K K

f S a f S b K

α α

α α

+ +

= =

=

= − − =∑ ∑

∑ ∏  

1 2

1 1

1 1

1 1

1

1 1

,

где ( , ),( , ),( , ),( , )S ∈ − − − −1 1 1 1 1 1 1 1 .
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Для того чтобы переписать систему (4) в общем виде, введем сле-
дующие фильтрующие функции. Назовем первую пару фильтрующих функ-
ций – функциями фильтрования по корректирующему параметру, а вторую 
пару – функциями фильтрования по уменьшенному определителю.

( )
,

,

m

j
j

m

j
j

s

g S
s

=

=


== 

 = −

∏

∏
 1

1

1 1

0 1
 и ( )

,

,

m

j
j

m

j
j

s

g S
s

=

=


== 

 = −

∏

∏
 1

1

0 1

1 1

( ) { }

{ }

,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

, det

, det
m m

m m

i j l l

i j l l

K
q S

K

==  = −
 1 1

1 1

1 1
0 1

 и ( ) { }

{ }

,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

, det

, det
m m

m m

i j l l

i j l l

K
q S

K

==  = −

 1 1

1 1

0 1
1 1.

Воспользовавшись введенными функциями, перепишем системы урав-
нений следующим образом:

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( ) ( ) { }

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( )

,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

* max * * * *

, , , , * det

* max * * * *

, , , , * det

* max * * * *

, , ,

j j m m

j j m m

j

S

m

j i j i i j l l
j

S

m

j i j i i j l l
j

S

j i j

g S q S g S q S

f S a f S b K

g S q S g S q S

f S a f S b K

g S q S g S q S

f S a f S b

α

α α

α

α α ε δ

α

α

=

=

+

= −

∑

∏

∑

∏

∑

   

 

   

 

   

 

1 1

1 1

2

1
2

1

2

( ) { }

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( ) ( ) { }

,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

, , , ,...,

, * det

* max * * * *

, , , , * det

j m m

j j m m

m

i i j l l
j

S

m

j i j i i j l l
j

i j n

K

g S q S g S q S

f S a f S b K

α

α

α α ε δ

=

=











 =



 +





 = +


∏

∑

∏

   

 

1 1

1 1

1
2

1

1 2

Переобозначив через C1  и C2  выражения, стоящие соответственно 
при α , α , мы можем решить эту систему уравнений, как показано выше.

Докажем, опираясь на приведенные выше леммы, следующую теоре-
му.

Теорема о рациональной корректировке матрицы приростной фондо-
емкости

Пусть { },..., ml l1  номера нулевых столбцов матрицы K . Для того что-
бы det ( )K ε δ ε δ∈ − , + , необходимо и достаточно, чтобы ,i iα Ω∈ ∀ , где 
множество Ω  определяется как [ ]α αΩ = , , где 
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m
С С С С

ε δα = +
− +1 2 1 2

 , ( )
m

С
С С С С С С
ε δ ε δα

 −= + + − + 
1

1 2 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( ) ( ) { },..., ; ,...,

* max * * * *

, , , , * det
j j m m

S

m

j i j i i j l l
j

C g S q S g S q S

f S a f S b Kα α
=

= ∑

∏

   

 
1 1

1

1

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( ) ( ) { },..., ; ,...,

* max * * * *

, , , , * det
j j m m

S

m

j i j i i j l l
j

C g S g S q S q S

f S a f S b Kα α
=

= ∑

∏

    

 
1 1

2

1

Доказательство:
Допустим, что лемма верна для m −1 нулевого столбца. Покажем 

справедливость леммы для m  нулевых столбцов. Запишем detK  в следую-
щем виде:

( ) ( ) { },..., ; ,...,det * ...* * * detm

m m m
m

n n m
i j

j i j l l
i j

K Kα+

−
−

− ++

= =

= − −∑ ∑1 1

1 1 1
1 1

21

1 1
1 1 .

Представим { }ùùùùùdet
m mi j l lK

− −1 1 1 1
 в виде:

{ } ( ) { },..., ; ,..., ,..., ; ,...,det * * detm

mm m m m
m

n m
i

ii j l l i j l l
i

K Kα+

− −

− +

=

= −∑ 1

1 1 1 1 1 1

1

1
1

В силу верности утверждения для m −1 нулевых столбцов верно сле-
дующее неравенство:

( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

( ) ( ) { }

,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

* ... * det

* * * det

* ... * det

m

m m
m

m m

m m

n n m
i im

i j l l
i i

n n
i i

i i i j l l
i i

n nm i i

i j l l
i i

K

K

K

α

α α

α

−

−

− ++ +−

= =

−+ +

= =

−− + +

= =

− − ≤

− − ≤

− −

∑ ∑

∑ ∑

∑ ∑

1 1

1 1
1 1

1 2

1 2 1 1
1 2

1 2

1 1
1 2

21 11

1 1

11 1

1 1

11 1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

Основываясь на том, что мы можем представить { }ùùùùùdet
m mi j l lK

− −1 1 1 1
 

в виде:

{ } ( ) { }

{ } { }

{ }

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

det * * det

* det * det

* det

m

mm m m m
m

m mm m m m
m m

m m m

n m
i

ii j l l i j l l
i

n m n m

i ii j l l i j l l
i i

i i j l l

K K

K K

K

α

α α

α

− −

− + +

=

− + − +

− = − =

= − =

 
= − − 

  

−

∑

∑ ∑

1 1 1 1 1 1

1 2

1 1 1 11 2
1 2

1 12

1 1

1

1 1

2 1 1 2 1 1

2

1

{ },..., ; ,...,* det
m m m

m m

n m n m

i i j l l
i i

Kα
− + − +

= − =

 
− 

  
∑ ∑

2 2

1 12
2 2

1 1

1 2 1 1
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И оценить его снизу:

{ } { }

{ } { }

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,

* det det

* det det

* det

m m m m
m m

m m m m
m m

m m

n m n m

i j l l i j l l
i i

n m n m

i j l l i j l l
i i

i i j l

K K

K K

K

ε δ α

α

α

− + − +

− = =

− + − +

= − =

 
− = − − 

  
 

− − ≤ 
  

≤

∑ ∑

∑ ∑

1 2

1 1 1 1
1 2

2 2

1 1 1 1
2 2

1 11

1 1

2 1 1 2 1

1 1

2 1 2 1 1

{ } { }

{ } { }

{ }

..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,...,

* det

* det * det

* det

mm m m
m m

m mm m m m
m m

m m
m

n m n m

il i j l l
i i

n m n m

i ii j l l i j l l
i i

i j l l
i

K

K K

K

α

α α

α

− + − +

− = =

− + − +

= − =

− =

 
− − 

  
 

− − ≤ 
  

≤

∑ ∑

∑ ∑

1 2

1 12
1 2

2 2

1 1 1 12 2
2 2

1 1
1

1 1

2 1 1 2 1

1 1

2 1 2 1 1

2 1
{ }

{ } { }

,..., ; ,...,

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

det

* det det

m m
m

m m m m
m m

n m n m

i j l l
i

n m n m

i j l l i j l l
i i

K

K Kα ε δ

− + − +

=

− + − +

= − =

 
− − 

  
 

− − = + 
  

∑ ∑

∑ ∑

1 2

1 1
2

2 2

1 1 1 1
2 2

1 1

1 2 1

1 1

2 1 2 1 1

Обозначим теперь max( ,..., )
mi iα α α

−
=

1 1
 и min( ,..., )

mi iα α α
−

=
1 1

 и 
выпишем их в явном виде. Для этого в системе уравнений (6) введем сле-
дующие обозначения:

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( ) ( )* max * * * * , , , ,
j j

m

j i j i
S j

D g S q S g S q S f S a f S bα α
=

= ∑ ∏      1
1

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
{ }

( ) ( )* max * * * * , , , ,
j j

m

j i j i
S j

D g S g S q S q S f S a f S bα α
=

= ∑ ∏       2
1

Тогда в силу верности утверждения леммы для m −1 нулевого столб-
ца справедлива следующая запись:

{ } { }

{ } { }

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

* * det * * det

* * det * * det
m m m m

m m m m

i j l l i j l l

i j l l i j l l

D K D K

D K D K

α α ε δ

α α ε δ
− − − −

− − − −

 − = −


− = +

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 2

1 2

А используя представление { }ùùùùùdet
m mi j l lK

− −1 1 1 1
 через { }ùùùùùdet

m mi j l lK
1 1

 
будет верна и аналогичная система для случая m нулевых столбцов:

{ } { }

{ } { }

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

,..., ; ,..., ,..., ; ,...,

* * det * * det

* * det * * det
m m m m

m m m m

i j l l i j l l

i j l l i j l l

D K D K

D K D K

α α ε δ

α α ε δ

 − = −


− = +

1 1 1 1

1 1 1 1

1 2

1 2

Отсюда можем найти решение системы:

m
C C C C

ε δα = +
− +1 2 1 2

, ( )
m

C
C C C C C C
ε δ ε δα

−  
= + + − + 

1

1 2 1 2 1 2
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Таким образом, мы показали справедливость утверждения и для слу-
чая m  столбцов. 

Сущность и способ формирования составной траектории сбалансиро-
ванного роста региональной системы.

Если предположить, что все параметры X  не зависят от времени, то 
эта функция, определяемая формулой (3), может оказаться невозрастаю-
щей на всем промежутке ,  t T  0 . Поэтому возникает необходимость оценки 
реального состояния экономической системы, определения момента време-
ни, когда эта оценка должна быть осуществлена, и корректировки исходных 
параметров с помощью вложения дополнительных средств в систему. Кор-
ректируя в необходимые моменты времени матрицу приростных фондоемко-
стей, можно построить составную траекторию развития сбалансированного 
роста экономической региональной системы.

Траектория называется составной, если она определена как совокуп-
ность кусочно-непрерывных монотонно-возрастающих функций , , kf f…1 , 
где каждая из функций if  определена на отрезке ,   ,   ,i it t i k− =  1 1  и явля-
ется решением модели экономического роста.

В качестве модели экономического роста будем использовать модель 
динамического межотраслевого баланса (1). Обозначим траекторию, рассчи-
танную на промежутке времени   ,  i it t−  1  как ( ) ( )( ),   , , ,i

iX t f t K t A Y X= 0 . 
Для функции iX  справедливы следующие свойства: 

1) iX  непрерывна на интервале   ,  i it t−  1 ;
2) iX  дифференцируема на интервале   ,  i it t−  1 ;
Каждый из параметров функции , , ,tK A Y X0  рассчитывается на осно-

ве модели динамического межотраслевого баланса, причем матрица A  счи-
тается постоянной и не зависит от времени, матрица Y  вычисляется как 

Xα , а матрица tK  является постоянной на промежутке времени   ,  i it t−  1 , 
т.е. для данной функции iX . Таким образом, в моменты времени it  коррек-
тируется именно матрица приростных фондоемкостей K  и пересчитывается 
вектор валового выпуска X  уже с новыми параметрами.

Изменение матрицы K  в момент времени t  достигается с помощью 
решения следующей модели:

( ( ) ( )) max
n

i i
i

X t X t
=

− →∑ 1
1

( ) ( )

( )( ( ) ( )) , ,

, ,

n

ij ij i i j
i

ij ij ij

j i

k k X t X t I j n

k k k

X t X t i n

Δ

Δ Δ
=

 + − ≤ =

 ≤ ≤

 ≤ ≤ =

∑ 1
1

1

1

0 1

где t1  – некоторый будущий момент времени, до которого строится эле-
мент траектории; KΔ  – искомая величина изменения матрицы приростных 
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фондоемкостей; ( )iX t  – известная величина валового выпуска в момент 
времени t ; ( )iX t1  – прогнозируемая величина валового выпуска в момент 
времени t1  с новой матрицей приростных фондоемкостей K KΔ+ , рассчи-
тываемая по формуле (3); jI  – размер инвестиций, направляемых на j -ую 
отрасль.

Заключение
Анализ показал, что при неизменных параметрах (матрицах прямых 

затрат и приростных фондоемкостей) в модели динамического межотрасле-
вого баланса траектория для некоторых отраслей может убывать, причем 
возможно убывание даже с начального момента времени. Понятно, что в та-
кой системе нельзя говорить не то что об экономическом росте, но и вообще 
о целесообразности ее функционирования в таком регионе, т.е. необходим 
переход к новому региону.

Для перехода к новому региону необходим анализ ее состояния, кон-
троль, с помощью которого можно выявить несоответствие развития систе-
мы и поставленных целей. В случае выявления такого несоответствия кон-
тролируемую систему необходимо модернизировать, в частности изменить 
ее параметры с целью получения стабильного экономического роста. Для 
этого как нельзя лучше подходит изменение матрицы приростных фондо-
емкостей.

К сожалению, здесь не обойтись без дополнительных денежных вло-
жений, которые и представляют собой инвестиции для увеличения произ-
водственной мощности, отражающиеся в матрице приростных фондоемко-
стей и позволяющие увеличить валовый выпуск отстающей отрасли. Тем 
не менее иногда с помощью вложения не слишком большой суммы денег и, 
главное, перераспределения инвестиций можно получить устойчивый эко-
номический рост всей системы.
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Purpose: models and methods development of the trajectory formation of 
a balanced the regional economic growth (RES). Discussion: we consider 
the formation and analysis models technology of the regional economy 
growth, described as a dynamic intersectoral balance model on the 
assumption of possible changes in the RES growth. The analysis object is 
the matrix of differential capital intensity. Results: we prove the theorem 
on matrix rational adjustment of differential capital intensity, the need 
for which is caused by the zero rows and columns possible presence due 
to non-participation of some industries in the process of the equipment 
modernization. A formula of zero elements adjustments on which developed 
and analyzed zero elements variants to ensure balanced main indicators 
growth of the regional economy.

Keywords: composite trajectory, balanced RES growth, the matrix of 
differential capital intensity.
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