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В работе формулируется в общем виде задача оптимального 
управления рекламными расходами фирмы в непрерывном вре-
мени без ограничения терминального объема продаж. Динамика 
модели задается дифференциальным уравнением, описывающим 
изменение объема продаж фирмы. Приводятся две специфика-
ции общей задачи оптимального управления, основанные на ре-
кламной модели Видала – Вольфа и модифицированной модели 
Видала – Вольфа, с решением.
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Введение

Одним из инструментов, имеющихся в распоряжении фирмы для стиму-
лирования и поддержания продаж своей продукции, является реклама. При 
разработке рекламной кампании любая фирма среди прочих вопросов стал-
кивается с проблемой определения рекламного бюджета. Востребованность 
в разрешении этой проблемы нарастает по мере развития конкуренции на 
рынке и необходимости оптимизации фирмой своих расходов для успешной 
деятельности в насыщенной конкурентной среде. Чрезмерное расходование 
средств на рекламу повысит коммерческие издержки фирмы, недофинанси-
рование рекламной кампании может привести к потере потребительской ау-
дитории, что, как показывает практика, повлечет еще более негативные фи-
нансовые результаты. Особенную актуальность эти вопросы приобретают 
во время экономических кризисов, когда, с одной стороны, фирме приходит-
ся, насколько это возможно, сокращать свои расходы, с другой стороны – 
«бороться» за потребителей. Этим определена актуальность исследования 
математических моделей, позволяющих построить оптимальную рекламную 
стратегию фирмы в целях стимулирования и поддержания продаж ее продук-
ции в условиях ограниченного бюджета, чему посвящена настоящая работа. 
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Вопросами определения оптимального рекламного бюджета с примене-
нием достижений теории оптимального управления занимались такие зару-
бежные ученые, как С. Сети [9, 21, 23, 24, 25, 26, 27, 28], внесший наиболее 
значительный вклад в развитие данного направления, Б. Висколани [32], 
К. Дил [13], С. Йоргенсен [17, 18, 19], М. Нерлов [22], А. Прасад [9, 23], 
Г. Соргер [30], Дж. Фейхтингер [16], Р. Хартл [16], П. Чинтагунта [10, 11, 
12], Дж. Эриксон [14, 15], K. Эрроу [22] и др. Среди российских исследова-
телей данной проблематикой занимались Е.В. Астафьева [1], И.П. Бородина 
[5], А.Ф. Терпугов [2, 3] и др.

Формулировка оптимизационной задачи в общем виде

В общем виде динамическую детерминированную оптимизационную мо-
дель определения рекламных расходов при отсутствии ограничения на тер-
минальный объем продаж можно сформулировать следующим образом:

∫
∈

→
T

Utu
dttutxF
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где Т – горизонт планирования, х(t) – продажи в момент t, х0 – продажи в 
начальный момент времени, u(t) – расходы на рекламу в момент t, U – мак-
симальный размер средств, которые могут быть направлены на рекламу в 
момент t.

Функционал (1) представляет собой критерий оптимизации, который 
представляет приведенную на начальный момент времени прибыль фир-
мы от реализации своей продукции за вычетом рекламных расходов. Диф-
ференциальное уравнение (2) характеризует динамику изменения продаж 
фирмы под влиянием рекламы при заданном начальном объеме продаж. 
Ввиду естественных предположений о стимулирующем влиянии рекламы на 
объем продаж и постепенном снижении силы этого влияния по мере роста 

рекламных расходов можно ожидать, что 0≥
∂
∂
u
f

 и 0≤′′uuf . Ограничение (3) 
накладывает требование неотрицательности объема продаж. Ограничение 
рекламных расходов устанавливается в (4).

В рамках модели предполагается, что фирма производит ровно столько 
продукции, сколько приобретается потребителями, то есть отсутствуют из-
лишки продукции, которые не приносят выручки и увеличивают расходы, 
связанные с их хранением, а спрос определяется только двумя переменны-
ми – текущим объемом продаж и рекламными расходами. 

Параметры модели могут быть как фиксированными, так и изменяться во 
времени. Поскольку в случае меняющихся со временем параметров модели 
для ее решения необходимо определение функции их изменения, то для 
простоты решения будем полагать параметры и ограничение рекламного 
бюджета постоянными на всем горизонте T. В случае введения параметров, 
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зависящих от времени, методология решения не изменится, но возрастет 
сложность решения, связанная с вычислениями. 

Модель Видала – Вольфа

Американскими исследователями М. Видалем и Х. Вольфом [31] предло-
жена следующая модель изменения продаж под воздействием рекламы:

 )())(()( tx
M

txMtux δα −−= ,	 (5)

где x(t) – объем продаж, u(t) – расходы на рекламу, α>0 – коэффициент, 
характеризующий влияние рекламных расходов на продажи, [ ]1;0∈δ  – ко-
эффициент, характеризующий естественное снижение продаж вследствие 
«забвения» потребителями торговой марки фирмы, M – максимальный объ-
ем рынка, на котором реализуется продукция фирмы. 

В основу модели (5) положены следующие предположения:

1) продажи возрастают по мере увеличения рекламных расходов;

2) эффект влияния увеличения рекламных расходов на рост объема про-
даж уменьшается по мере того, как продажи достигают уровня насыщения 
М у потребителей;

3) продажи снижаются при недостаточном уровне рекламы.

Предположим, что влияние рекламных расходов на изменение объема 
продаж не линейно, а пропорционально квадратному корню. При таком ха-
рактере влияния рекламных расходов на объем продаж прирост положи-
тельного эффекта влияния рекламных расходов на изменение объема про-
даж будет уменьшаться по мере увеличения этих расходов, что связано с 
эффектом насыщения рекламными расходами. В литературе схожий подход 
к влиянию рекламных расходов на изменение объема продаж можно найти 
в работах С. Сети [21, 28] и Г. Соргера [30].

Тогда оптимизационная модель может быть представлена в виде задачи 
оптимального управления:

( )
];0[)(0

2

sup
)()()(

Utu

T

rt dt
e

tutxсp
∈

→
−−

∫ ,

)())(()( tx
M

txMtux δα −−= , 0)0( xx = , 	 (6)
0)( ≥tx , [ ]Utu ;0)( ∈ ,

где u2(t) – расходы на рекламу, u(t) – рекламное воздействие на изменение 
объема продаж при рекламных расходах u2(t), p>0  – цена единицы про-
дукции, с>0 – переменные издержки, связанные с производством единицы 
продукции, r – ставка дисконтирования. 

В целях упрощения записи задачи (6) произведем следующие замены:

M
xs = , 

M
a α= , Mcp )( −=π ,	 (7)

где s – доля рынка, занятая продукцией фирмы, [ ]1;0)( ∈ts .

Тогда задачу (6) можно представить в следующем виде:
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Задачу оптимального управления (8) можно решить с помощью принципа 
максимума [7, 20, 29, 33]. В целях решения задачи оптимального управле-
ния (8) запишем гамильтониан
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Поскольку гамильтониан (9) вогнут по s и по u, то необходимые условия 
оптимальности, согласно принципу максимума, становятся достаточными.

Из (9) оптимальный объем рекламного воздействия на изменение объема 
продаж
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при оптимальном объеме рекламных расходов 2*u .

Доля продаж фирмы s и сопряженная переменная λ, от которых зависит 
оптимальный объем рекламного воздействия в (10), определяются системой 
нелинейных дифференциальных уравнений 

, 0)0( ss = ,	 (11)

, 0)( =Tλ .	 (12)

Решение системы (11)-(12) возможно осуществить с помощью численных 
методов [2, 6]. 

Найдем в явном виде стационарное решение задачи (8). Стационарные 
доля продаж фирмы s  и сопряженная переменная λ  определяются из си-
стемы уравнений (13)-(14):

,

 

	 (13)

.	 (14)

Из (13) выражаем сопряженную переменную через долю продаж 

, подставляем ее в (14) и после тривиальных преобразований 
получаем уравнение 3-й степени относительно (1-s) 
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Уравнение (15) имеет единственный корень, который можно найти по 
формуле Кардано [8]:
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,	 (16)

при этом ]1;0[∈s . 

Тогда оптимальный стационарный объем рекламных расходов определя-
ется по формуле (17):
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Оптимальная стационарная доля рынка, описанная формулой (16), су-

ществует, если управление 
2

2
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Из (17) следует, что, чем больше стационарная доля рынка, занятая фир-
мой, тем выше ее стационарный объем рекламных расходов. Это связано 
с необходимостью фирме поддерживать свое присутствие на рынке в со-
ответствии с оптимальной стационарной долей s , которая определяется 
прибыльностью производства и реализации продукции π, эффективностью 
рекламы a и коэффициентом забвения потребителями продукции фирмы 
δ. При 0≠δ  нет такой политики управления рекламными расходами, при 
применении которой фирме удалось бы занять своей продукцией весь ры-
нок на долгосрочную перспективу. При 0=δ  в долгосрочной перспективе 
продукция фирмы займет весь рынок, и фирме не придется ничего тратить 
на рекламу в целях поддержки своего присутствия на рынке ввиду высокой 
толерантности потребителей к ее продукции.

Стационарная оптимальная доля рынка s  увеличивается при увеличении 
значений параметров α, характеризующего эффективность рекламных рас-
ходов на изменение продаж, и π, характеризующего прибыльность продаж, 
уменьшается при увеличении параметра δ, характеризующего снижение 
продаж со временем. Стационарный оптимальный объем рекламных рас-
ходов 2u  увеличивается при увеличении значения параметра π и умень-
шается при увеличении значения параметра δ. При увеличении значения 
параметра α до определенного уровня рекламные расходы 2u  растут, при 
дальнейшем увеличении α рекламные расходы 2u  снижаются.

Оптимальный объем рекламных расходов u*2(t) и соответствующий объ-
ем продаж x*(t) (рассчитаны с помощью метода Эйлера с шагом 0,0001 [2, 
6]) при M=50 000 и 0=M  на всем горизонте планирования T=5 и про-
чих параметрах модели p=25, c=15, r=0,06, δ=0,7, α=1,5, U=200 000, x0=0 
представлены на рис. 1. При данных параметрах оптимальное стационарное 
решение  и .
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Рис. 1. Графики оптимального решения задачи (6)  
при заданных параметрах

Модифицированная модель Видала – Вольфа

Развивая модель Видала – Вольфа, С. Сети [21, 23, 27, 28] предположил, 
что изменение продаж под воздействием рекламных расходов описывается 
следующим образом:

)())(()( tx
M

txMtux δα −−= .	 (18)

С учетом замен (7) задача оптимального управления 

,

, 0)0( ss = ,	 (19)

[ ]1;0)( ∈ts , [ ]Utu ;0)( ∈ .

В дифференциальном уравнении (18) 
M

txM ))(( − , или )(1 ts− , на ин-
тервале [ ]1;0)( ∈ts  можно представить как )(1)(1 2 tsts −≈−  или 

, где  характеризует эффект снижения 
эффективности рекламных расходов при насыщении рынка,  ха-
рактеризует распространение информации о продукции фирмы среди по-
требителей продукции фирмы, или «диффузию» информации о продукции 
фирмы между уже купившими и теми, кто мог бы ее приобрести (так назы-
ваемое «сарафанного радио») [30].

Задача оптимального управления (19), как и задача (8), решается с помо-
щью принципа максимума [7, 20, 29, 33]. Для решения задачи (19) запишем 
гамильтониан 

.	 (20)

Поскольку гамильтониан (20) вогнут по s и по u, то необходимые условия 
оптимальности, согласно принципу максимума, становятся достаточными. 
Из (20) можно выразить оптимальный объем рекламного воздействия на из-
менение объема продаж
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	 (21)

при оптимальном объеме рекламных расходов 2*u . 

Доля продаж фирмы s и сопряженная переменная λ, от которых зависит 
оптимальный объем рекламного воздействия в (21), определяются системой 
нелинейных дифференциальных уравнений 

, 0)0( ss =
,	 (22)

, 0)( =Tλ .	 (23)

Решение системы (22) – (23) возможно осуществить с помощью числен-
ных методов [2, 6]. 

Найдем стационарное решение задачи (19). Стационарные доля продаж 
фирмы s  и сопряженная переменная λ  определяются из системы уравне-
ний (24) – (25):

, 	 (24)

.	 (25)

Из (24) выражаем сопряженную переменную через долю продаж 

, подставляем ее в (25) и после тривиальных преобразований 
получаем уравнение 2-й степени относительно (1-s) 
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2242
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π
δπδδ +±−=− . Поскольку в отношении доли про-

даж должно выполняться ограничение [ ]1;0)( ∈ts , оптимальная стационарная 
доля продаж фирмы в общем объеме рынка определяется по формуле (26):
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Оптимальный стационарный объем рекламных расходов определяется по 
формуле (27):
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При 02 =u  или Uu =2  оптимальная стационарная доля рынка определя-
ется из уравнения ssua δ−−= 10 .
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Отметим, что стационарный оптимальный объем рекламных расходов 2u  
модели (19), как и в модели (8), прямо пропорционален стационарной опти-
мальной доле рынка s , занимаемой продукцией фирмы, за исключением 
случая при 0=δ , когда 1=s  и 02 =u . 

Стационарная оптимальная доля рынка s  увеличивается при увеличении 
значений параметров α, характеризующих эффективность рекламных рас-
ходов на изменение продаж, и π, характеризующего прибыльность продаж, 
уменьшается при увеличении параметра δ, характеризующего снижение 
продаж со временем. Стационарный оптимальный объем рекламных расхо-
дов 2u  увеличивается при увеличении значения параметра π и уменьшается 
при увеличении значения параметра δ. При увеличении значения параметра 
α до определенного уровня рекламные расходы 2u  растут, при дальнейшем 
увеличении α рекламные расходы 2u  снижаются. Это обусловлено тем, что 
с определенного значения эффективность рекламных расходов становится 
такой высокой, что становится возможным добиться необходимого реклам-
ного воздействия на продажи фирмы меньшими тратами на рекламу. 

Оптимальный объем рекламных расходов u*2(t) и соответствующий объ-
ем продаж x*(t) (рассчитаны с помощью метода Эйлера с шагом 0,0001 [2, 
6]) при M=50  000 и 0=M  на всем горизонте планирования T=5 и про-
чих параметрах модели p=25, c=15, r=0,06, δ=0,7, α=1,5, U=200 000, x0=0, 
представлены на рис. 2. При данных параметрах оптимальное стационарное 
решение  и .

 

Рис. 2. Графики оптимального решения задачи (19)  
при заданных параметрах

Выводы

В работе рассмотрены две задачи определения оптимального рекламного 
бюджета, в основе которых лежат рекламная модель Видала  – Вольфа и 
ее модификация, предложенная С. Сети. Хотя решение данных задач нахо-
дится численными методами, в явном виде удалось получить стационарное 
решение, к которому решение асимптотически стремится при ∞→T . Важ-
ным достоинством рассмотренных задач является наличие обратной связи 
между объемом продаж и рекламными расходами, а также «нерелейность» 
управления.
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Изложенный в работе подход к определению рекламных расходов мог бы 
применяться крупными и средними предприятиями при планировании своей 
рекламной кампании. Несмотря на то, что полученное при применении дан-
ного подхода решение является оптимальным, его применение на практике 
затруднено следующими проблемами: 

1) необходимость оценки параметров модели на горизонте T, что может 
быть весьма затруднительным на практике и в случае ошибки привести к 
неверным результатам;

2) условия, описываемые параметрами модели, могут меняться в течение 
горизонта Т, а решение по рекламному бюджету необходимо принять на на-
чальный момент времени.

Тем не менее указанные проблемы преодолимы путем повышения каче-
ства как самих моделей, так и методов определения их параметров. В ка-
честве направлений повышения качества моделей можно указать построе-
ние стохастических моделей, а также привлечение теории игр для случаев, 
когда на рынке есть несколько крупных участников, значительно влияющих 
на решения друг друга. Повышение качества оценок параметров модели 
целесообразно осуществлять посредством задействования статистических и 
эконометрических методов.
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In the article the problem of optimum control by advertising expenses 
of firm in continuous time without restriction of terminal sales 
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