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Введение
Математическое моделирование играет огромную роль в задачах эко-

номического планирования и прогнозирования. Это обуславливается, в пер-
вую очередь, принципиальной невозможностью экспериментов в экономике 
и важностью соответствующих задач. Многие вопросы экономической поли-
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тики предприятия в области производства, хранения и сбыта товара до сих 
пор остаются нерешенными. Всякий раз приходится рассматривать огром-
ное количество вариантов. Существующие концепции зачастую весьма по-
разному оценивают факты и при разной трактовке трудно решить, какой 
теоретический подход наиболее адекватный. При этом, исходя из самого 
характера экономической науки, невозможно однозначно доказательно про-
верить эти теоретические изыскания. И хотя понятно, что реальная эконо-
мическая деятельность предприятия не может быть полностью описана ни-
какой, даже самой предусмотрительной моделью, тем не менее необходима 
правильная расстановка акцентов при формализации.

Результаты моделирования задач планирования и управления пока-
зывают, что в реальной постановке эти задачи являются многокритериаль-
ными [5, 6, 7]. Так, часто встречающееся выражение «достичь максималь-
ного эффекта при наименьших затратах» уже означает принятие решения 
при двух критериях. Сложность и динамичность, а также высокий уровень 
неопределенности, являясь характерными свойствами экономических про-
цессов, порождают специфические условия, которые необходимо учитывать 
при разработке прогнозных моделей. Оценка деятельности предприятий, 
трактуемых как управляемые системы, производится на основе более десят-
ка критериев: выполнение плана производства по объему, по номенклатуре, 
плана реализации, прибыли по показателям рентабельности, производи-
тельности труда и т.д. При этом многокритериальные динамические задачи 
оптимального управления [8, 9] исследованы к настоящему времени недо-
статочно: существует небольшое число исследований [10, 11, 12], посвя-
щенных в основном линейным объектам с квадратичными функционалами.

Целью исследования является разработка и анализ математических 
моделей процесса оптимального производства, хранения и сбыта продукции 
с учетом интересов посреднических торговых организаций.

Постановка и содержательная интерпретация многокритери-
альной динамической задачи

Рассмотрим многокритериальную позиционную динамическую задачу 
при неопределенности (МДЗН), под которой понимается упорядоченный на-
бор:

, , , { , , , }J U t xΣ Ψ Ζ Ζ 0 0 .	  (1)

В (1) изменение управляемой системы Σ  описывается линейным век-
торным дифференциальным уравнением:

( )
x

u x
t

γ∂ = −
∂

	  (2)

с начальным условием: 
( )x t x=0 0 ,	  (3)

где Ψ – множество стратегий U  у ЛПР; Ζ  – множество неопреде-
ленностей Ζ ; ,{ , , }J U Z t x0 0  – i-я компонента векторного критерия; 
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, , ,{ , , } { , , }.... { , , }NJ U Z t x J U Z t x J U Z t x=0 0 1 0 0 0 0  применяется также множе-
ство номеров критериев { }, ,N N= …1 .

С точки зрения экономической динамики можно предложить следую-
щую интерпретацию задачи (1).

Рассматривается замкнутая (не имеющая прямых связей с внешним 
миром) экономическая система Σ  (которая называется «производителем»). 
В качестве производителей могут выступать отдельные предприятия, целые 
отрасли. Во главе производителя стоит орган управления, принимающий 
(на основе, например, маркетинговых исследований) те или иные решения 
с учетом тех или иных целей. Возможности органа управления могут за-
ключаться, в частности, в перераспределении фонда зарплаты, штрафах, 
премиях и других формах поощрения и наказания. Эти возможности для 
производителя обозначены в задаче (1) через Ψ. Состояние экономической 
системы Σ  в каждый момент времени t  описывается n-вектором ( )x t , ком-
поненты которого есть составляющие объема производства за время t t− 0 .
 Кроме того, координатами ( )x t  могут являться трудовые и природные ре-
сурсы, виды фондов и услуг, разного рода условные «товары». В теории мо-
делей экономической динамики изучаются в основном траектории движения 
экономики в пространстве «товаров» – траектории изменения векторов ( )x t  
с течением времени [1]. Вообще говоря, возможны различные траектории 
движения экономической системы, начинающиеся (при t t= 0 ) в одном и 
том же состоянии x0  (при одном и том же количестве начального товара). 
Иначе говоря, последующее состояние экономики неоднозначно определя-
ется предыдущим. Причиной этого являются:

во-первых, технологические возможности характеризуют не только 
производственные, но и потребительские, транспортные возможности, а 
также возможности сферы услуг, воспроизводство трудовых ресурсов и т.п.;

во-вторых, выбор решения органом управления, заключающегося в 
использовании конкретной стратегии u  при ( , ) ( ) ( )u t x P t x p t= + ; страте-
гии устанавливают, какая доля произведенных к моменту времени t  това-
ров ( )x t  ЛПР считает нужным направить на рост или убыль прироста этой 
продукции ( )x t  в единицу времени;

в-третьих, экономическая система, как правило, подвергается неожи-
данным, труднопрогнозируемым возмущениям как извне (изменение коли-
чества и номенклатуры поставок, изменение спроса на товары, выпускае-
мые данным производством), так и изнутри (появление новой технологии, 
поломка и замена оборудования, несовпадение реальных сроков пуска но-
вого оборудования с планируемыми сроками и т.д.)

В задачах выбора решения, формализуемых в виде модели векторной 
оптимизации [2], первым естественным шагом следует считать выделение 
области компромиссов (или решений, оптимальных по Парето).

В настоящее время наблюдается тенденция к значительному росту 
влияния торговых посредников на рынке товаров и услуг. Это объясняется 
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тем, что торговые посредники имеют прямой доступ к исключительно важной 
информации о состоянии и поведении рынка. Данные, поступающие с места 
продаж совместно со средствами связи, работающими в режиме реального 
времени, позволяют улавливать и учитывать изменения потребительского 
спроса сразу же, как только они возникают. Торговые посредники также 
успешно используют при реализации продукции частные торговые марки, в 
то время как производители сталкиваются со значительными сложностями 
и издержками при внедрении и распространении новых торговых марок. И, 
наконец, канал распределения развивается от стратегии «проталкивания» 
(в которой наиболее активная роль принадлежит производителям, побуж-
дающим торговых посредников приобретать и доводить до потребителей 
их продукты) к стратегии «вытягивания» (эта стратегия ориентируется на 
запросы конечного потребителя, исходя из которых посредники начинают 
диктовать свои запросы производителям). Только тогда, когда потребитель 
покупает товар, окончательно материализуется вся цепочка создания до-
бавленной стоимости в канале распределения, поэтому именно посредники 
лучше других участников канала распределения могут управлять процессом 
создания этой стоимости. 

Конкурентные позиции торговых посредников на рынке определяются 
следующими качествами: 

•	 готовностью развивать сотрудничество и партнерские отношения; 
•	 гибкостью логистической системы, позволяющей приспосабливаться к 

потребностям партнеров по каналу;
•	 «подстроенными» под конкретного потребителя программами марке-

тинга и продаж; 
•	 наличием информационных связей с партнерами для согласования 

действий; 
•	 коротким, чувствительным к требованиям рынка, гибким и надежным 

циклом исполнения заказа, обеспечивающим быстрое пополнение за-
пасов и удовлетворение запросов потребителей. 
Многокритериальная задача о производстве, хранении и сбы-

те продукции при участии посредника
Проведем обобщение задачи, предполагая, что производитель взаи-

модействует с посредником, который, в свою очередь, продает товар ко-
нечному потребителю. Эта задача является многокритериальной, так как и 
потребитель, и посредник стремятся максимизировать свой доход.

Рассмотрим многокритериальную задачу о производстве, хранении и 
сбыте товара с посредником. Обозначим через ( )Z t1  – количество товара на 
складе у производителя; ( )Z t2  – количество товара на складе у посредника; 

( )Z t3  – количество товара у потребителя. Тогда обозначим за ( )U t  – темп 
производства, ( )P t1  – количество продаж в единицу времени производите-
лем; ( )P t2  – количество продаж в единицу времени посредником; k1  – коэф-
фициент потребления; k2  – коэффициент затрат на хранение единицы то-
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вара производителя; k3  – коэффициент затрат на хранение единицы товара 
посредника; ( )c t1   – цена единицы товара у производителя; ( )c t2   – цена 
единицы товара у посредника. Динамика изменений введенных величин 
описывается следующей системой уравнений:

Z U P= −
1 1 ,	 (4)

;Z P P= −
2 1 2 ,	 (5)

Z P kZ= −
3 2 3 ,	 (6)

( )P Z a b c= −1 1 1 1 1 ,	  (7)
( )P Z a b c= −2 2 2 2 2 ,	 (8)

где , , ,a b a b1 1 2 2  – положительные постоянные.
Прибыль производителя и потребителя определяется функционала-

ми:
( ) max

T

J c P k U k Z dt= − − →∫1 1 1 1 2 1
0

,	 (9)

( ) max
T

J c P c P k Z dt= − − →∫2 2 2 1 1 3 2
0

.	 (10)

Взвешенный доход ( )J t  определяется равенством:
( ) ( )J J Jα α α= + −1 21 ,	 (11)

( )( ) max.
T

J dtc P c P k U k Z k Z c P c P k Zα α α α= →− − − − + − +∫ 1 1 1 1 1 2 1 3 2 2 2 2 2 3 2
0

2  	 (12)

Исследуем зависимость взвешенного функционала от параметра α .
Для упрощения выкладок введем следующие обозначения: 

( , );Z f Z u= ,	  (13)
( ) ;Z Z= 00 ,	  (14)
( )f fZ t Z= . 	  (15)

Обозначим через ( , )Z t α∗ , ( , )c t α∗  оптимальное решение задачи (13)-
(15), тогда в условиях гладкой зависимости функционала от параметра α  
получим:

* *( ( , ), ( , )) ( ) ( ( , ), ( , ))
fT

J f Z t c t f z t c tα α α α α α∗ ∗ ∗= + −∫ 1 2
0

1 .

Из условия стационарности dJ
dα

=0 получим

* * *( ) ( ) ( )
fT

f f fdJ f
f f Z c f Z c dt

d Z c Z cα α α αα α
α

∂ ∂ ∂∂ ′ ′ ′ ′= − + + + − + = ∂ ∂ ∂ ∂ ∫ 1 1 2
1 2 2

0

1

* *( ) ( ( ) ) ( ( ) )
fT

f f f f
f f Z c dt

Z Z c cα αα α α α∂ ∂ ∂ ∂ ′ ′= − + + − + + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∫ 1 2 1 2
1 2

0

1 1 . 	

С другой стороны,
( )H f f fα α λ= + − +1 21 .

И на оптимальных траекториях выполняются равенства:
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;
dH
dс

= 0, 	 (16)

dH
dZ

λ = − ,	  (17)

следствием которых являются соотношения:
,	  (18)

( ( ) )Z Z Zf f fλ α α λ′ ′ ′= − + − +
1 21 .	  (19)

Запишем их в виде:
( )c c cf f fα α λ′ ′ ′+ − = −1 21 ,	  (20)
( )Z Z Zf f fα α λ λ′ ′ ′+ − = − −

1 21 	  (21)
и подставим в (12):

*
*( )

fT
dJ df

f f Z dt
d dα λ λ
α α

 ′= − − −  ∫ 
1 2

0
.	 (22)

Преобразуем второе слагаемое (22):

* * * *( , )|
f f f

f

T T T
T d

Z dt Z d Z Z dt
dtα α α αλ λ λ λ′ ′ ′ ′− = − = − + =∫ ∫ ∫

0
0 0 0

* * * *( ) ( ) ( ( ), ( ))
f fT T

f

df
Z T Z Z dt Z dt

dα α αλ λ λ λ λ
α

′ ′ ′= − + + = +∫ ∫
0 0

0 0 0 .	 (23)

Подставив полученное соотношение в (12), получим равенство:

*( ) ( ( ), ( ))
ft

dJ df df
f f dt Z

d d d αλ λ λ
α α α

 = − + − +  ∫ 
1 2

0

0 0 .	 (24)

Так как dJ
dt

= 0 , то на оптимальных траекториях выполняется:

* * * * *( ( , ) ( , )) ( ( ), ( ))
fT

f Z c f Z c dt Zα λ′− = −∫ 1 2
0

0 0 . 	 (25)

Соотношение (25) определяет необходимое условие оптимальности 
взвешенного функционала (13) в многокритериальной задаче.

Одно из важных следствий соотношения (20) заключается в том, что 
если *( )Zα′ =0 0 , то на оптимальных траекториях выполняется равенство:

* * * *( , ) ( , )f Z c f Z c=1 2 , 	 (26)
которое легко получается дифференцированием по верхнему пределу. 

Это означает, что один из критериев является «лишним» и его можно 
заменить на уравнение связи

( , ) ( , )f Z c f Z c=1 2 ,	  (27)
что позволяет свести задачу (9)-(12) к традиционной задаче оптимального 
управления.

Заключение
В результате проведенного исследования решена многокритериаль-

ная задача о производстве, хранении и сбыте продукции предприятия при 
участии посредника, которая адекватно учитывает конкуренцию критериев. 
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В результате проведенного исследования решена многокритериальная за-
дача о производстве, хранении и сбыте продукции предприятия, при уча-
стии посредника, которая адекватно учитывает конкуренцию критериев. 
В результате получили решение, которое дает оптимальный результат по 
всем выбранным критериям, однако проведенное исследование не претен-
дует на решение всех вопросов, связанных с математическим моделирова-
нием многокритериальных задач экономики. 
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Purpose: multi-objective simulation for production, storage and distribution 
of goods with intermediaries. Discussion: the author pays attention to 
modeling the processes of production, storage and distribution in the 
interests of the intermediary trading companies. Analysis of the solution 
of the corresponding multi-objective problem revealed that the using the 
intermediary in this problem is necessary condition for increasing business 
profits. Results: we argued the expediency of using an intermediary to 
multi-objective problems on the production, storage and distribution of 
products. In addition, we developed an optimization model for production, 
storage and distribution of enterprise, taking into account the interests of 
the intermediary trading companies.
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