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Аннотация. При нелинейном характере зависимости случайных величин использование 
коэффициента корреляции может приводить к неверным выводам. Более универсальной 
характеристикой зависимости является взаимная информация, не требующая предполо-
жения о линейности связи случайных величин. Ее можно интерпретировать как среднее 
количество информации относительно случайной величины, содержащейся в распреде-
лении некоторой другой случайной величины. В статье описан метод непараметрической 
оценки величины взаимной информации по эмпирическим данным, заключающийся 
в минимизации регуляризованного квадратичного функционала в гильбертовом про-
странстве с воспроизводящим ядром. Используется замена скалярного произведения в 
обычном гильбертовом пространстве на значение неотрицательно определённой функ-
ции двух переменных. Аналитическим решением является линейная комбинация зна-
чений воспроизводящего ядра с коэффициентами, вычисляемыми как решение регуля-
ризованной системы линейных уравнений. Приведены результаты оценки связи между 
вариабельностью сердечного ритма и успешностью работы оператора системы управле-
ния через взаимную информацию и через коэффициент корреляции по данным реально-
го эксперимента. На примере выяснения зависимости успешности выполнения задания 
оператором системы управления от вариабельности сердечного ритма на малых интер-
валах времени показана эффективность использования предложенной оценки взаимной 
информации.
Ключевые слова: зависимые случайные величины, оценка взаимной информации, гиль-
бертово пространство с воспроизводящим ядром, регуляризация, вариабельность сер-
дечного ритма и успешность выполнения задания оператором.
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ВВЕДЕНИЕ

Вопрос о поиске зависимостей между слу-
чайными величинами важен и сложен как с 
теоретической, так и с практической сторо-
ны. Оценка взаимосвязи случайных величин 
является одной из центральных задач анали-
за данных. Неправильный учёт наличия ста-
тистической зависимости между факторами 
приводит к плохой обусловленности матри-
цы плана при построении регрессионных за-
висимостей [1] и к получению статистически 

ненадежных оценок влияния рассматривае-
мых факторов. При этом часто делается не-
верный вывод о характере существующей за-
висимости. Широко используемая мера связи 
случайных величин — коэффициент корре-
ляции эффективен при наличии линейной за-
висимости между изучаемыми величинами. 
В случае нелинейной зависимости коэффи-
циент корреляции дает неверное значение и 
даже может ошибочно свидетельствовать об 
отсутствии зависимости.

Другой характеристикой зависимости 
случайных величин является величина вза-
имной информации, не требующая предполо-
жения о линейности связи случайных вели-
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чин, которую можно интерпретировать как 
среднее количество информации относитель-
но случайной величины ,X  содержащейся в 
распределении случайной величины Y  [2].

В настоящей работе рассматривается ме-
тод построения непараметрической оценки 
величины взаимной информации по малому 
числу наблюдений и приводятся результаты 
оценки связи между вариабельностью сер-
дечного ритма (ВСР) и успешностью работы 
оператора системы управления

1. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Оценка взаимной информации ищется 
как точка минимума регуляризованного эм-
пирического квадратичного функционала в 
гильбертовом пространстве с воспроизводя-
щим ядром (RKHS). Аналитическим решени-
ем этой задачи является линейная комбина-
ция значений воспроизводящего ядра [3, 4] 
с коэффициентами, вычисляемыми как ре-
шение регуляризованной системы линейных 
уравнений. Приведены результаты оценки 
связи между вариабельностью сердечного 
ритма и успешностью работы оператора си-
стемы управления через взаимную инфор-
мацию и через коэффициент корреляции по 
данным реального эксперимента.

1.1. Метод оценки взаимной информации

Формально величина взаимной информа-
ции между случайными величинами Z  и ,T  
имеющими совместное распределение ( , )P z t  
с плотностью распределения ( , )p z t  опреде-
ляется соотношением

      
   

,
, , ln .

p z t
I Z T p z t dzdt

p z p t
 

Из определения следует, что для независимых 
случайных величин взаимная информация 
равна нулю, поскольку справедливо соотно-
шение ( , ) ( ) ( )p z t p z p t  и логарифм под инте-
гралом равен нулю.

Простой метод оценки взаимной инфор-
мации состоит в замене интегрирования 
усреднением по k  независимым выборочным 
значениям случайной величины 1{ , , }

k
z z z   

и m  независимым выборочным значениям 
случайной величины 1{ , , }mt t t 
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Недостатком такого подхода является необ-
ходимость прямого использования плотно-
стей распределения ( , ),p z t  ( )p z  и ( ),p t  для до-
статочно точной оценки которых необходимо 
большое число экспериментальных данных.

В [5] задачу оценки взаимной информа-
ции ( , )I Z T  авторы рассматривают как задачу 
минимизации квадратичного функционала

     2

2
1 1

1ˆ ˆ , 1 ,
n n

i j
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J w w z t
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   (1)

где ˆ ( , ) ( , ) / ( ) / ( ).w z t p z t p z p t  Преимущества 
такого подхода в том, что задача оценивания 
взаимной информации сводится к миними-
зации квадратичного функционала, а оценка 
взаимной информации вычисляется по фор-
муле
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1.2. Минимизация эмпирического
функционала в RKHS

Минимизация функционала (1) требует 
параметрического задания вида функции 
ˆ ( , ),w z t  однако, этого можно избежать, если 
искать оценку взаимной информации в бес-
конечномерном гильбертовом пространстве 
с воспроизводящим ядром [6]. Смысл рас-
смотрения таких пространств заключается в 
замене скалярного произведения в обычном 
гильбертовом пространстве на значение не-
отрицательно определённой функции ( , )K s r  
двух переменных — элементах RKHS. По 
определению неотрицательно определённой 
функцией называют симметричную непре-
рывную функцию двух переменных ( , )K s r  
такую, что для любой последовательности 
1, , nt t  и любых чисел 1, , na a  справедливо 
соотношение

  
1 1

, 0.
n n

i j i j
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Доказана теорема, что используя неотри-

цательно определённую функцию в качестве 
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ядра можно построить гильбертово про-
странство с воспроизводящим ядром (теоре-
ма Мерсера). Другая теорема, обобщённая 
теорема о представителе [3], позволяет найти 
оценку взаимной информации в непараме-
трическом виде без необходимости параме-
трического задания вида функции ˆ ( , ).w z t  
В силу этой теоремы минимум функционала 

     2ˆ ˆ ˆ,
2e K

J w J w w    (2)

в гильбертовом пространстве с воспроизво-
дящим ядром K  достигается на функции 
вида 
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В (2) ˆ( )eJ w  обозначает эмпирический функ-
ционал, величина 2ˆ

K
w  — квадрат нормы ре-

шения в RKHS с ядром ,K    — параметр ре-
гуляризации. Коэффициенты 1, , na a  в (3) 
вычисляются в процессе минимизации функ-
ционала (2). Если эмпирический функционал 

ˆ( )eJ w  квадратичный, то коэффициенты в (3) 
вычисляются аналитически.

1.3. Непараметрическая оценка
взаимной информации

Чтобы построить непараметрическую 
оценку взаимной информации, введём обо-
значение ˆ ( , ) ( , ) / ( ) / ( ),w z t p z t p z p t  рассмо-
трим квадратичный функционал с регуляри-
затором
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и его представление при замене интегрирова-
ния суммированием по элементам экспери-
ментальных данных — эмпирический риск
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Слагаемое C  обозначает независящий от ис-
комого решения член. Минимум функциона-
ла (4) ищется путём решения регуляризован-
ной системы линейных уравнений [4]

   ,a h H K
где элементы матрицы K  вычисляются по 
формуле 

 ( , , , ),ij i i j jK K z t z t
элементы матрицы H  вычисляются по фор-
муле
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h  — вектор с элементами
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Величина   является параметром метода 

и выбирается методом cross-validation [4].

2. Анализ связи коротких записей ВСР
с эффективностью работы оператора

робототехнической системы

Среди методов неинвазивной диагности-
ки функционального состояния человека и, 
в частности, сердечно-сосудистой системы 
широкое распространение получил метод 
анализа вариабельности сердечного ритма 
[7]. Основанный на анализе изменения R-R 
интервалов на электрокардиограмме пациен-
та этот метод позволяет количественно оце-
нить влияние каждого из звеньев регуляции 
сердечного ритма на синусовый узел сердца, 
который определяет частоту сердечных со-
кращений (ЧСС). Многочисленные исследо-
вания доказали высокую прогностическую 
значимость показателей ВСР в определении 
риска сердечно-сосудистых осложнений и 
внезапной кардиальной смерти [8–11]. Ве-
дутся исследования связи ВСР с состоянием 
как больных [12, 13], так и здоровых людей, 
находящихся под влиянием стресса: пилоты, 
машинисты локомоторных бригад, студенты 
и даже полицейские [14–17]. 

ВСР используются при профессиональ-
ном отборе операторов АЭС [18], оценке 
функционального состояния операторов си-
стем управления [19, 20]. С появлением че-
ловеко-машинных интерфейсов возникли 
новые задачи по использованию ВСР в рабо-
те оператора. Поскольку ВСР отражает эмо-
циональное состояние оператора, уровень 
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концентрации внимания, то по локальным 
изменениям ВСР можно судить о корректно-
сти действий и команд, даваемых оператором 
управляющему устройству. Существенной 
особенностью такой постановки задачи явля-
ется то, что для получения надёжных оценок 
статистических свойств ВСЗ необходимо ис-
пользовать записи ЭКГ не менее 5–10 минут 
[7], а для оперативного управления роботи-
зированным устройством требуется приня-
тие решения в течение более коротких интер-
валов времени.

Эффективность оценки зависимости слу-
чайных величин при малом числе наблюде-
ний с помощью взаимной информации про-
демонстрирована путём исследования связи 
характеристик ВСЗ, записанных на интерва-
лах длительности 0,5 минут, с эффективно-
стью работы оператора при управлении само-
ходным шасси с помощью окулографического 
интерфейса [21].

2.1. Организация эксперимента
по управлению робототехнической

системы с помощью окулографического 
интерфейса

Окулографический интерфейс основан 
на бесконтактной регистрации движения 
глаз. Отслеживая движение глаз, устройство 
определяет на каких объектах сфокусировано 
внимание пользователя, положение зрачка и, 
анализируя паттерны этих движений, форми-
рует команды по выполнению необходимых 
действий при реабилитации моторных и ког-
нитивных нарушений различной этиологии; 
управлении экзоскелетными решениями; 
управлении подвижными объектами; обе-
спечении взаимодействия пользователей с 
электронными и электронно-механическими 
устройствами [21].

Основной частью интерфейса является 
аппаратная часть с камерой, которая, детек-
тируя положение зрачка, передает изобра-
жение в программную часть, где оно сначала 
упрощается, а затем по упрощенному изобра-
жению происходит распознавание координа-
ты направления взгляда. 

До начала управления производится опре-
деление базисных точек направления глаза 
оператора — калибровка. И в процессе рабо-
ты, после получения координат расположе-
ния глаза — они сравниваются с базисом для 
определения команды, которую программная 
часть должна передать робототехнической 
системе. Именно на этапе определения ко-
манды возможно программное улучшение 
качества управления с помощью привлече-
ния ВСР, зарегистрированных на коротких 
интервалах времени. 

В экспериментах, проведённых в лабора-
тории медицинской кибернетики ФКН (CS) 
ВГУ, приняли участие 40 добровольцев: 22 
юноши и 18 девушек в возрасте от 19 до 23 
лет. Испытуемые не имели неврологической 
и психиатрической патологии, не принимали 
лекарств, влияющих на координацию дви-
жений и скорость принятия решения, име-
ли нормальное или скорректированное до 
нормального зрение. Испытуемые находи-
лись перед экраном монитора (22”) на ком-
фортном для себя расстоянии. Видеоокуло-
графический интерфейс позволял на основе 
стандартной видеокамеры с извлеченным 
инфракрасным (ИК) фильтром получить бо-
лее четкое по сравнению с камерой с остав-
ленным ИК фильтром изображение области 
глаза. После проведения калибровки на экра-
не монитора запускалось экспериментальное 
поле, представляющее собой область старта, 
прямоугольные границы ряда объектов и об-
ласть цели. В инструкции, которая в устной и 
письменной форме излагалась испытуемому, 
запрещалось совмещать маркер с объектами, 
обозначенными черными прямоугольниками 
на экране. Совмещение маркера с таким объ-
ектом расценивалось как ошибка управления. 
Программа фиксировала и распознавала дви-
жение зрачка глаза в четырех направлениях: 
«вверх», «вниз», «влево», «вправо». Каждо-
му испытуемому было предоставлено четы-
ре попытки для прохождения эксперимента, 
длительностью 2 мин. Каждая новая команда 
могла генерироваться пользователем не чаще 
1 раза в секунду, при регистрации положения 
зрачка 25 раз в секунду. Перед каждым экс-
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периментом проводилась необходимая кали-
бровка устройства [22].

Регистрация значений ВСР производился 
по ЭКГ прибором «Поли-Спектр 12» (произ-
водство ООО «Нейрософт») при частоте дис-
кретизации 1 кГц и включенном режекторном 
фильтре и фильтре дрейфа изолинии. Элект-
роды фиксировались на конечностях испы-
туемого согласно стандартной схеме [22]. Для 
дальнейшего анализа запись ВСР, совпадаю-
щая по времени с временем проведения экспе-
римента, разделялась на четыре непересекаю-
щихся участка по 0,5 минут, для которых рас-
считывались оценки базовых статистических 
характеристик: среднего значения и сред-
неквадратического отклонения. Эффектив-
ность работы оператора характеризовалась 
бинарным признаком 0 — ошибка при выпол-
нении задания и 1 — задание выполнено без 
ошибок. Попытки выполнения задания, при 
которых были зафиксированы записи ВСР 
короче 2 минут, не рассматривались.

2.2. Результаты эксперимента
Анализируемые данные о статистической 

связи характеристик ВСР, записанных на 
интервалах длиной 0,5 минут и показателя 
успешности выполнения оператором задания 
с помощью окулографического интерфейса 
записаны в таблицу, содержащую 9 колонок 
и 32 строки. Число строк соответствует числу 
экспериментов, в которых содержатся записи 
ВСР длиной не менее 2 минут. В первых че-
тырёх колонках содержатся средние значения 
ВСР в четырёх последовательных интервалах 
по 0,5 минут, записанные во время выполне-
ния задания. В следующих четырёх колонках 
содержатся среднеквадратичные значения 
ВСР, записанные на этих же интервалах. По-
следний девятый столбец содержит признак 
успешности выполнения задания операто-
ром: 0 — при выполнении задания допущена 
ошибка, 1 — задание выполнено без ошибок.

На рис. 1 представлены характеристики 
разброса среднего значения ВСР в исходных 

Рис. 1. Сравнительные характеристики распределения среднего значения ВСР в зависимости 
от порядкового номера интервала измерения и успешности выполнения задания оператором 

[Fig. 1. Comparative characteristics of the distribution of the average HRV value depending on the 
ordinal number of the measurement interval and the success of the task by the operator]
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данных для каждого из четырёх интервалов. 
Аналогичные характеристики для среднеква-
дратичных значений ВСР в исходных данных 
для каждого из четырёх интервалов пред-
ставлены на рис. 2.

Из рисунков видно, что для всех интер-
валов измерения области между нижним и 
верхним квартилями, на рисунках изображе-
ны заштрихованными прямоугольниками, в 
двух классах перекрываются. Это означает, 
что прямое использование среднего значения 
ВСР, как и его среднеквадратического откло-
нения, непригодно для определения успеш-
ности выполнения задания оператором.

В табл. 1 приведены результаты оценки 
коэффициента корреляции между характери-
стикой успешности выполнения задания опе-
ратором и средним значением и среднеква-
дратическим отклонением ВСР на различных 
интервалах измерения. Там же приведены со-
ответствующие значения p-value. Из таблицы 

следует, что для всех интервалов наблюдения 
ни среднее значение ВСР, ни его среднеквадра-
тическое отклонение не коррелирует с успеш-
ностью выполнения задания оператором, по-
скольку значения p-value, характеризующие 
достоверность гипотезы об отсутствии корре-
ляции, не принимают значения ниже 0.1.

Иная картина складывается, если срав-
нить распределения признаков в двух клас-
сах. На рис. 3 представлены эмпирические 
оценки функции распределения среднего зна-
чения ВСР для каждого из четырёх интерва-
лов и каждого класса.

Из рисунка видно, что распределение сред-
него значения ВСР различно в двух классах. 
Если среднее значение ВСР ниже некоторого 
порога, то распределения в классах близки, а 
если выше, то различаются существенно. Ви-
димо, в этом и заключается природа нелиней-
ности в зависимости успешности управления 
от среднего значения ВСР.

Рис. 2. Сравнительные характеристики распределения среднеквадратического отклонения 
ВСР в зависимости от порядкового номера интервала измерения и успешности выполнения 

задания оператором
 [Fig. 2. Comparative characteristics of the distribution of the standard deviation of HRV depending on 

the ordinal number of the measurement interval and the success of the task by the operator]
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Эмпирические оценки функции распре-
деления среднеквадратичного значения ВСР 
для каждого из четырёх интервалов и каждо-
го класса показаны на рис. 4. 

В отличие от распределения среднего 
значения ВСР, распределения среднеквадра-

тичного значения в классах 0 и 1 совпадают 
только для интервалов записи ВСР номер 1 и 
2. Для интервалов номер 3 и 4 распределения 
различаются если среднеквадратичное значе-
ние ВСР превышает некоторый порог.

Таблица 1. Оценки коэффициентов корреляции и p-value между успешности выполнения
задания оператором и средним значением или среднеквадратическим отклонением ВСР

на различных интервалах измерения 
[Table 1. Estimates of correlation coeffi  cients and p-value between the success of the task by the operator 

and the mean value or standard deviation of HRV at various measurement intervals]

Признак Среднее значение ВСР Среднеквадратическое
отклонение ВСР

Номер
интервала

Коэффициент 
корреляции p-value Коэффициент 

корреляции p-value

1 0.18 0.31 0.01 0.95
2 0.24 0.18 0.08 0.68
3 0.26 0.16 –0.29 0.10
4 0.22 0.23 –0.22 0.22

Рис. 3. Эмпирические оценки функции распределения среднего значения ВСР в классе 0
(открытые символы) и в классе 1 (чёрные символы) для записей на четырёх интервалах 

[Fig. 3. Empirical estimates of the distribution function of the mean HRV value in class 0
(open symbols) and in class 1 (black symbols) for entries at four intervals]
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2.3 Результаты оценки взаимной
информации

Для количественной оценки статисти-
ческой связи ВСР, записанной на коротких 
интервалах времени, с успешностью выпол-
нения задания оператором вычислялись не-
параметрические оценки величины взаимной 
информации между средним значением ВСР 
на интервале и меткой успешности выполне-
ния задания оператором. Вычисления прово-
дились по описанной выше методике в RKHS. 
При вычислениях использовалось экспонен-
циальное ядро вида
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где ix  и jx  — средние значения ВСР на интер-
вале для операторов номер i и ,j  а iy  и jy  — 

признаки успешности выполнения задания 
этими операторами, принимающие значение 
0 или 1. Параметр   является параметром 
метода, определяется методом cross-validation. 
Данные подвергались предобработки, в ре-
зультате которой значений ВСР ниже 500 не 
рассматривались

Для повышения точности изучаемых оце-
нок использовалась бутстреп-процедура, за-
ключающаяся в генерировании случайным 
образом дополнительных данных [23]. При 
каждой генерации вычислялась оценка вза-
имной информации. По полученному набору 
оценок строились гистограммы. На рис. 5 
приведены гистограммы, построенные по ре-
зультатам оценки взаимной информации при 
числе генераций в бутстреп-процедуре, рав-
ном 50. В целях нормировки оценки взаим-
ной информации каждый раз нормировались 
на величину энтропии распределения при-

Рис. 4. Эмпирические оценки функции распределения среднеквадратичного значения ВСР в 
классе 0 (открытые символы) и в классе 1 (чёрные символы) для записей на четырёх интервалах 
[Fig. 4. Empirical estimates of the distribution function of the root-mean-square value of HRV in class 0 

(open symbols) and in class 1 (black symbols) for entries at on four intervals]
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знака успешности выполнения задания .y  
Одновременно для сравнения рассчитывался 
и коэффициент корреляции. Гистограммы 
распределений полученных значений приве-
дены также на рис. 5. 

Из рисунка видно, что для всех интерва-
лов нормированная оценка взаимной инфор-
мации удалена от нуля дальше, чем коэффи-
циент корреляции, что говорит о наличии 
нелинейной зависимости, которую коэффи-
циент корреляции в данном эксперименте 
определяет с низкой надёжностью.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные в статье результаты де-
монстрируют эффективность использования 
непараметрической оценки величины вза-
имной информации при выяснении наличия 
статистической связи между двумя случай-
ными величинами при малом числе наблю-
дений. Графики, представленные на рис. 3, 
ясно демонстрируют различие распределений 

среднего значения ВСР в двух классах. В то же 
время, вычисление величины коэффициента 
корреляции, представленное в табл. 1 никакой 
зависимости не обнаруживает. 

На рис. 5 приведены гистограммы рас-
пределений оценок взаимной информации 
и коэффициента корреляции, построенные 
по 50 реализациям, сгенерированным проце-
дурой бутстреп при значениях ВСР не ниже 
500. Коэффициент корреляции увеличился, 
но его доверительный интервал оказался су-
щественно шире доверительного интервала 
для нормированной величины взаимной ин-
формации. Это явилось следствием наличия 
регуляризирующего компонента в алгоритме 
оценки, а нормированная величина взаимной 
информации оказалась близка к единице.

БЛАГОДАРНОСТИ

Работа выполнена при финансовой под-
держке РФФИ, проекты № 19-07-01037 А, 19-
29-01156 мк.

Рис. 5. Гистограммы распределения нормированной оценки взаимной информации (белые)
и коэффициента корреляции (серые), для четырёх интервалов записи ЭКГ 

[Fig. 5. Distribution histograms of normalized assessment of mutual information (white)
and correlation coeffi  cient (gray), for four EEG recording intervals]
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bution of some other random variable. Th e article describes a method for nonparametric estima-
tion of the value of mutual information based on empirical data, which consists in minimizing a 
regularized quadratic functional in a Hilbert space with a reproducing kernel. Th e replacement 
of the scalar product in the standard Hilbert space by the value of a nonnegatively defi ned func-
tion of two variables is used. Th e analytical solution is a linear combination of the values of the 
reproducing kernel with coeffi  cients calculated as the solution of a regularized system of linear 
equations. Th e results of the evaluation of the relationship between heart rate variability and the 
success of the operator of the control system using mutual information and using the correlation 
coeffi  cient according to the data of the real experiment are presented. By the example of fi nding 
out the dependence of the success of the task by the operator of the control system on the varia-
bility of the heart rhythm on small time intervals, the eff ectiveness of using the proposed mutual 
information assessment is shown.
Keywords: dependent random variables, mutual information estimation, Hilbert space with re-
producing kernel, regularization, heart rate variability and the success of the task by the operator.
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