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ОЦЕНКА ПАРАМЕТРОВ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
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Аннотация. В данной работе решена задача оценки параметров системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений первого порядка по неточным наблюдениям на коротком 
временном интервале. Речь идет о системах дифференциальных уравнений, разрешенных 
относительно производной (о нормальных системах), у которых число параметров совпа-
дает с числом уравнений, с заданными начальными условиями. По аналогии с линейным 
регрессионным анализом на рассматриваемом отрезке времени выбирается достаточно 
большое число наблюдений и оцениваются значения функций, стоящие в правых частях 
нормальной системы уравнений, и значения их производных в начальный момент вре-
мени. По аналогии с методом моментов по оценкам значений функций и ее производных 
определяются неизвестные параметры исходной системы дифференциальных уравне-
ний. В работе исследуется свойства полученных оценок и при определенных условиях, 
накладываемых на шаг разбиения временного отрезка, доказывается их асимптотическая 
несмещенность и состоятельность при увеличении числа наблюдений. Для двух частных 
случаев были проведены вычислительные эксперименты и их результаты продемонстри-
рованы в работе.

Предложенный в работе алгоритм оценивания параметров системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений по неточным детерминированным наблюдениям, в отли-
чие от классических оптимизационных алгоритмов, позволяет оценить скорость сходи-
мости полученных оценок к оцениваемым параметрам. А рассмотрение малого интервала 
временного наблюдения дает возможность построить процедуру планирования экспери-
мента. Наряду с системами обыкновенных дифференциальных уравнений предлагаемый 
алгоритм может быть применен и к системам уравнений в частных производных, что пла-
нируется реализовать авторами в дальнейшем.
Ключевые слова: обыкновенные дифференциальные уравнения, линейный регрессион-
ный анализ, теорема существования и единственности, теорема о неявной функции; ме-
тод моментов.
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ВВЕДЕНИЕ

Задача оценки параметров системы нели-
нейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений по неточным детерминированным 
наблюдениям с помощью известных опти-
мизационных алгоритмов решена в работах 
[1, 2]. Альтернативный подход для оценки па-

раметров детерминированной рекуррентной 
последовательности, наблюдаемой со случай-
ными аддитивными и мультипликативными 
ошибками, основанный на соотношениях 
между средними по траектории и их аппрок-
симации по неточным наблюдениям предло-
жен в [3, 4].

Преимуществом первого подхода явля-
ется возможность использования известных 
оптимизационных алгоритмов, а недостат-
ком — отсутствие оценок скорости сходи-
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мости к оцениваемым параметрам. Преиму-
ществом второго подхода является наличие 
теоретических оценок скорости сходимости 
к оцениваемым параметрам, а недостатком — 
необходимость установления предельных 
циклов или предельных распределений у ре-
куррентных последовательностей. При всех 
различиях в этих подходах общим является 
тот факт, что с увеличением длины отрезка 
наблюдения точность оценок повышается и 
при определенных условиях может стремить-
ся к нулю. В то же время интересной является 
задача оценки параметров на малом интерва-
ле наблюдений, что тесно связано с оптими-
зационными методами планирования экспе-
римента (см., например, [5, 6]).

В настоящей работе эта задача решает-
ся для системы нелинейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений. При этом 
оценка параметров этой системы по неточ-
ным наблюдениям решается в предположе-
нии, что на относительно коротком отрезке 
можно проводить большое число наблюде-
ний. Для оценки параметров используется 
метод линейного регрессионного анализа [6] 
применительно к функции регрессии, слабо 
отклоняющейся от исходной функции в ма-
лой окрестности наблюдаемого момента вре-
мени. Этот метод основан на минимизации 
среднеквадратичного отклонения последова-
тельности наблюдений от линейной функции 
регрессии с оптимизируемыми значениями 
коэффициентов регрессии. При этом под-
бирается такая зависимость между числом 
наблюдений и интервалом между соседними 
наблюдениями, чтобы возникающая погреш-
ность определения параметров стремилась к 
нулю при устремлении числа наблюдений к 
бесконечности. В работе также используется 
теорема о неявной функции, позволяющая 
установить, что полученные оценки параме-
тров являются состоятельными в зависимо-
сти от числа наблюдений. На основе получен-
ных результатов были проведены вычисли-
тельные эксперименты.

1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Рассмотрим систему дифференциальных 
уравнений при фиксированных значениях 
параметров 0= ,i i   = 1, ,i m

 0 0
1 1= ( , , , , , ), = 1, ,i

i m m
dx F x x i m
dt

    (1)

где 1 1= ( ), , = ( )m mx x t x x t  — некоторые функ-
ции. В [7] сформулирована и доказана теоре-
ма существования и единственности реше-
ния этой системы. 

Теорема 1. Пусть функции 
0 0

1 1= ( , , , , , )i i m mF F x x     непрерывны вме-
сте со своими частными производными ,i

i

F
x



 

= 1, ,i m  в прямоугольном параллелепипеде
0

1{( ,..., ) : | | , = 1, }.m
m i i iQ x x R x x a i m   

Тогда существует отрезок 0 0[ , ],t r t r   на 
котором система уравнений (1) имеет един-
ственное решение, удовлетворяющее началь-
ным условиям 0

0( ) = ,i ix t x  = 1, .i m
Замечание 1. Из теоремы Вейерштрасса 

для функций непрерывных на компакте следу-
ет, что функции ( ),ix t  = 1, ,i m  на отрезке 

0 0[ , ]t r t r   (непрерывность следует из диф-

ференцируемости) и функции ,i
i

i

FF
x



 = 1, ,i m  

на множестве Q  (в силу непрерывности iF  и 
i

i

F
x



) достигают своих наибольших конечных 

значений .iC  
Обозначим 

0
0( ) = , = 1, , ,i iF M F i m
0 0 0 0

0 1 1= ( , , , , , ),m mM x x   
* 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1= ( , , , , , , , , ),m m mM x x F F    

1 1 1( , , , , , , , , ) =i i m m mG G x x f f     
= 1 1( , , , , , ) ,i m m iF x x f   

где 1, , mf f  — некоторые переменные, и рас-
смотрим систему уравнений 

 = 0, = 1, , .iG i m  (2)
В [8] сформулированы условия, при кото-

рых систему (2) можно разрешить относи-
тельно переменных 1, , .m 

Теорема 2. Если функции ,iG  = 1, ,i m  не-
прерывно дифференцируемы в окрестности 
точки *

0M  и якобиан 
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*
0

1

1

( , , ) 0,
( , , )

m

m M

G G
 








 (3)

то существуют окрестности , ,U V W  точек 
0 0
1( , , ),mx x  0 0

1( , , ),mF F  0 0
1( , , ),m   соответ-

ственно, такие, что система уравнений (2) од-
нозначно разрешима в окрестности U V W   
точки *

0M  относительно переменных 1, , .m   
При этом, если 1 1= ( , , , , , ),i i m mg x x f f    
= 1, ,i m  — указанное решение, то все функции ig  

непрерывно дифференцируемы в окрестности 
U V  и 0 0 0 0 0

1 1= ( , , , , , ).i i m mg x x F F    
Замечание 2. При выполнении условий те-

оремы 2 функции ,ig  = 1,..., ,i m  непрерывны в 
точке 0 0 0 0

1 1( , , , , , ).m mx x F F   

2. ОБЫКНОВЕННЫЕ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Рассмотрим дифференциальное уравне-
ние при фиксированном значении параметра 

0=   

 0= ( , )dx F x
dt

  (4)

с начальным условием 0(0) = ,x x  полагая, что 
функция ( , )F x   непрерывно дифференци-
руема в окрестности точки 0 0 0( , )M x   и 

0

0.
M

F






 Пусть известны неточные наблю-

дения ( ) = ( ) ( )y t x t t  за состоянием ( )x t  в 
моменты = ,t kh  = 0, 1, , ,k n   .hn r  Обо-
значим 

= ( ), = ( ), = ( ) = ,k k k k kkh x x kh y y kh x    
0 0 0= ( , )F F x 

и предположим, что , = 0, 1, , ,k k nh    — 
совокупность независимых и одинаково рас-
пределенных случайных величин с нулевым 
средним и дисперсией 2.  Ставится задача 
оценки параметра 0  дифференциального 
уравнения (4) по этим наблюдениям.

Решение этой задачи проводится в два 
этапа. Сначала строятся с использованием 
модификации метода наименьших квадратов 
оценки 0 ,x  0F  и исследуется их сходимость 
при n  к оцениваемым параметрам 0 ,x  

0.F  Затем по аналогии с методом моментов 
строится оценка 0  и исследуется ее сходи-
мость к оцениваемому параметру 0.

Обозначим 

 = =
0 0

2

=

= , = .
2 1 ( )

n n

k k
k n k n

n

k n

y y kh
x F

n kh

 





 


 (5)

Теорема 3. Пусть = .h n   Тогда при > 1  
оценка 0x  являются асимптотически несме-
щенной и состоятельной оценкой параметра 

0.x  Оценка 0F  является асимптотически 
несмещенной оценкой параметра 0.F  При 
1 < < 3 / 2  оценка 0F  является состоятель-
ной оценкой 0.F  

Доказательство. Обозначим 
0 0= ,k ky x F kh  

=
0 0

2=

=

= , = .
2 1 ( )

n

kn
k k n

n
k n

k n

y kh
yx F
n kh















 

Оценки 0 ,x  0F  получены методом наименьших 
квадратов для коэффициентов 0 ,x  0F  линей-
ной регрессии и удовлетворяют следующим 
соотношениям 

 0 0 0 0= , = ,Mx x MF F

 
2 2

0 0
2

=

= , = .
2 1 ( )

n

k n

Dx DF
n kh

 



 
  (6)

В свою очередь, почти наверное выполняют-
ся равенства 

 =
0 0

( )
= ,

2 1

n

kk
k n

y y
x x

n







 


 =
0 0

2

=

( )
= .

( )

n

kk
k n

n

k n

y y kh
F F

kh













  (7)

Причем разности 0 0= ,k kky y x x F kh    
= 0, 1, ,k n   являются детерминирован-

ными величинами.
Из замечания 1 следует существование 

числа ,C  удовлетворяющего неравенству 

0
0

| | | |

( , )| "( ) |= ( , ) = 2 .sup sup
t nh t nh

F xx t F x C
x
 

 




Тогда из формулы Тейлора с остаточным чле-
ном в форме Лагранжа 
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2

0
( )( ) = (0) "( ),

2 k
khx kh x F kh x kh 

| | 1, = 0, 1, , ,k k n   
следуют неравенства 
 2

0 0| | ( ) , = 0, 1, , .kx x F kh C kh k n      (8)
Из формул (7), (8) при n  следует 

0 0
=

0 0

| |
| |

2 1

n

k
k n

x x F kh
x x

n


 
  






 

2 2
2 2

=1
2

~ ,
2 1 3

n

k
Ch k

Ch n
n





 (9)

0 0
=

0 0
2

=

| ( ) |
| |

( )

n

k
k n

n

k n

x x F kh kh
F F

kh





 
  






 

3 3

=1

2 2

=1

~ .
4

n

k
n

k

Ch k
Chn

h k





 (10)

Формулы (6), (9), (10) приводят к соотношениям

 
2 2

0 0| | ,
2

Ch nM x x  0 0=Dx Dx  (11)

 0 0
3| | ,

4
ChnM F F  0 0= .DF DF  (12)

В свою очередь, n na b  означает, что 
limsup / 1.n n
n

a b


  Тогда из условия = ,h n   

> 1,  и соотношений (11), (12) имеем 
   00 0 0| | 0, | | 0, ,M x x M F F n      (13)
что означает асимптотическую несмещен-
ность оценок 0 ,x  0.F

Из неравенства Бьеноме — Чебышева, ус-
ловия = ,h n   > 1,  и соотношений (9), (11) 
получаем для любого > 0  

0 00 0 0 0(| |> ) (| | | |) > ) =P x x P x x x x      

00 0 0(| | | |)P x x x x      
2

2
0 0

0, .
(2 1)( | |)

n
n x x




  
   

 (14)

Таким образом, при = ,h n   > 1,  оцен-
ка 0x  является состоятельной оценкой 0.x

В то же время из соотношений (10), (12), 
(13) при = ,h n   1 < < 3 / 2,  получим для 
любого > 0  

0 00 0 0 0(| |> ) (| | | |> ) =P F F P F F F F      

00 0 0(| |> | |)P F F F F     

 
2

2 3 2
0 0

3 0, .
( | |)

n
h n F F




  
  

 (15)

Следовательно, при выполнении условия 
= ,h n   1 < < 3 / 2,  оценка 0F  является со-

стоятельной оценкой 0.F  Теорема доказана.
Теорема 4. Уравнение 00( , ) =F x F имеет 

единственное решение 0 ,  являющееся со-
стоятельной оценкой параметра 0.  

Доказательство. Так как функция ( , )F x   
непрерывно дифференцируема в окрестно-

сти точки 0 0 0( , )M x   и 
0

0,
M

F






 то выпол-

няются условия теоремы для функции 
( , , ) = ( , ) .G x f F x f    Значит в некоторой 

окрестности точки *
0 0 0 0( , , )M x F   уравнение 

разрешимо относительно = ( , ),g x f  при 
этом 0 0 0= ( , ).g x F  Тогда из замечания 2 по-
лучаем, что для любого > 0  существует 

( ) > 0   такое, что в окрестности 
0 0{( , ) : | | ( ), | | ( )}x f x x f F        

точки 0 0( , )x F  неравенство 0| |     вы-
полняется.

В свою очередь, из соотношений (14), (15) 
следует, что для любых , ( )    существует та-
кое 0 ( , ( )),n     что при любом 0> ( , ( ))n n     
справедливы неравенства 

 0 0(| | ( )) 1 ,
2

P x x     

 0 0(| | ( )) 1
2

P F F       (18)

и, следовательно, из соотношений (18) имеем
0 0(| | ) 1 .P         Таким образом, для 

любого > 0  существует 0 ( )n   такое, что при 
0> ( )n n   0 0(| |> ) < ,P      что означает 

состоятельность (сходимость по вероятности 
при n) построенной оценки.

3. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим систему (1) с начальными ус-
ловиями 0(0) = ,i ix x  = 1, .i m  Полагаем, что 
функции 1 1( , , , , , ),i m mF x x     = 1,..., ,i m  
непрерывно дифференцируемы в окрестно-
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сти точки 0M  и якобиан 1

1
0

( , , ) 0.
( , , )

m

m M

F F
 








 

Пусть известны неточные наблюдения 
( ) = ( ) ( )i i iy t x t t  за состоянием ( ),ix t  = 1, ,i m  

в моменты = ,t kh = 0, 1, , ,k n   ,hn r  и 
( ),i kh  = 1, ,i m  = 0, 1, , ,k nh   — совокуп-

ность независимых и одинаково распреде-
ленных случайных величин с нулевым сред-
ним и дисперсией 2.  Ставится задача оцен-
ки вектора параметров 0 0

1( , , )m   системы 
уравнений (1) по этим наблюдениям.

Обозначим 

   
0 0= =

2

=

( ) ( )
= , = , = 1, .

2 1 ( )

n n

i i
k n k n

ii n

k n

y kh y kh
x F i m

n kh

 





 


 (19)

Теорема 5. Пусть = .h n   Тогда при > 1  
оценка 

0
ix  является асимптотически несме-

щенной и состоятельной оценкой параметра 
0.ix  Оценка 

0
iF  является асимптотически 

несмещенной оценкой параметра 0.iF  При 
1 < < 3 / 2  оценка 

0
iF  является состоятель-

ной оценкой величины 0 ,iF  = 1, , .i m  
Теорема 6. Система уравнений 
 0

1 1( , , , , , ) = , = 1, .mi m iF x x F i m    (20)
имеет единственное решение 

0 0

1( , ),m   ко-
торое является состоятельной оценкой век-
тора параметров 0 0

1( , , ).m   
Доказательства теорем 5, 6 почти дослов-

но повторяют доказательства теорем 3, 4. 

4. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Вычислительный эксперимент проводил-
ся сначала для задачи Коши 0= ,dx x

dt
  (0) = 1,x  

в случае 0 = 0,5.  Решение этого уравнения 
имеет вид 0= .b tx e  Мы предположили, что по 
наблюдением за процессом, описываемым 
этим уравнением, получены неточные наблю-
дения ( )0= b h k

k ky e 
   в моменты времени 

,kh  = 0,1,..., ,k n  5/4= ,h n  = 10000.n  Здесь 
,k  = 0,1,..., ,k n  независимые случайные ве-

личины, распределенные равномерно на от-
резке [ 1/ 2,1/ 2].  По формуле (5) оценива-
лись сначала параметры 0 ,x  0 0 0= ( , )F F x   
(в наших обозначениях 0 ,x  0F ), затем фор-

мула для оценки параметра 0  была найдена 
из уравнения 0 0 0= .F x   

Таблица 1
интервалы

распределения
относительные

частоты
0.387413–0.432612 0.027
0.432612–0.477811 0.238
0.477811–0.52301 0.477
0.52301–0.568209 0.229

0.568209–0.613408 0.029

В табл. 1 представлены результаты вычис-
лительного эксперимента, проведенного 1000 
раз, а именно, интервальное распределение (5 
интервалов) относительных частот 0.  

Также был проведен вычислительный экс-
перимент для системы уравнений Лоренца с 
заданными начальными условиями (0) = 1,x  

(0) = 2,y  (0) = 1,z  в случае 0 = 1,  0 = 2,r  
0 = 3:b

 

0

0

0

= ( ),

= ( ) ,

= ,

dx y x
dt
dy x r z y
dt
dz xy b z
dt

 

  

 

 (21)

с заданными начальными условиями (0) = 1,x  
(0) = 2,y  (0) = 1,z  в случае 0 = 1,  0 = 2,r  
0 = 3.b  Решение этой системы не выписывает-

ся в явном виде, а решается конечно-разност-
ным методом. Выпишем соответствующие 
уравнения для сетки { , = 0,1,..., }kh k n  с ша-
гом 5/4= ,h n  = 10000n :

 
( 1) 0

( 1) 0

( 1) 0

= ( ),

= ( ( ) ),

= ( ),

k k k k

k k k k k

k k k k k

x x h y x
y y h x r z y
z z h x y b z

    

     

     

  


  
  

0 0 0= 1, = 2, = 1.x y z  Мы предположили, что 
по наблюдением за процессом, описываемым 
этими уравнением, получены неточные на-
блюдения

1= ( ),k kX x hk    2= ( ),k kY y hk   

3= ( ), = 0,1,..., ,k kZ z hk k n   
где ( ),i hk   = 1,2,3,i  = 0,1,..., ,k n  — незави-
симые случайные величины, распределенные 
равномерно на отрезке [ 1/ 2,1/ 2].  По фор-
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мулам (19) оценивались сначала параметры 
0 ,x  0 ,y  0 ,z  0

0 0 0 0 0 0= ( , , , , , ),i iF F x y z r b  = 1,2,3,i  в 
наших обозначениях 0 ,x  0 ,y  0 ,z  

0
,iF  = 1,2,3.i  

Далее оценки параметров 0 0 0, ,r b  были най-
дены из соотношений 

 

0
1 00
0
2 00 0
0
3 00 0

= ( ),

= ( ) ,

= .

F y x

F x r z y

F x y bz

 

  



Таблица 2

интервалы
распределения 0

относительные 
частоты 0

0.883607–0.931473 0.035
0.931473–0.979339 0.275

0.979339–1.0272 0.486
1.0272–1.07507 0.192

1.07507–1.12294 0.015
интервалы

распределения 0r
относительные 

частоты 0r
1.89817–1.94253 0.038
1.94253–1.98689 0.242

1.98689–2.031262 0.471
2.03126–2.07562 0.224
2.07562–2.11998 0.025

интервалы
распределения 0b

относительные 
частоты 0b

2.87579–2.92301 0.021
2.92301–2.97022 0.267
2.97022–3.01744 0.457
3.01744–3.06466 0.231
3.06466–3.11188 0.024

В табл. 2 представлены результаты вычис-
лительного эксперимента, проведенного 1000 
раз, а именно, интервальное распределение 
относительных частот 0 ,  0 ,r  0.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Наряду с системами обыкновенных диф-
ференциальных уравнений предлагаемый 
метод оценки параметров может быть приме-
нен к уравнениям или системам уравнений в 
частных производных. В качестве основы для 

развития этого метода оценки параметров 
может быть взята теорема существовании ре-
шения системы уравнений в частных произ-
водных в окрестности некоторой точки (см., 
например, [14]).
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Annotation. In this paper, the problem of estimating the parameters of a system of ordinary 
diff erential equations of the fi rst order from inaccurate observations over a short time interval is 
solving. We are talking about systems of diff erential equations resolved with respect to the deriv-
ative (about normal systems), in which the number of parameters coincides with the number of 
equations, with given initial conditions. By analogy with linear regression analysis, a suffi  ciently 
large number of observations are selecting over the time under consideration and the values of 
the functions standing in the right parts of the normal system of equations and the values of their 
derivatives at the initial moment of time are estimating. By analogy with the method of moments, 
unknown parameters of the initial system of diff erential equations are determining by estimates 
of the values of functions and its derivatives. In the work, the properties of the obtained estimates 
are investigating and, under certain conditions imposed on the step of splitting the time interval, 
their asymptotic non-bias and consistency with an increase in the number of observations are 
proving. Computational experiments were carriing out for two special cases and their results are 
demonstrating in the work.

Th e algorithm proposed in the paper for estimating the parameters of a system of ordinary 
diff erential equations by inaccurate deterministic observations, in contrast to classical optimi-
zation algorithms, allows us to estimate the rate of convergence of the obtained estimates to 
the estimated parameters. In addition, the consideration of a small interval of time observation 
makes it possible to build an experiment planning procedure. Along with systems of ordinary 
diff erential equations, the proposed algorithm can be applying to systems of partial diff erential 
equations, which is planning to be implemented by the authors in the future.
Keywords: ordinary diff erential equations, linear regression analysis, existence and uniqueness 
theorem, implicit function theorem; method of moments.
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