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Аннотация. Динамические и статические байесовские сети являются эффективным 
инструментом моделирования стохастических процессов. Области практического вне-
дрения данных моделей существенно расширились за последнее время. Качество их 
применения при решении практических задач во многом определяется возможностями 
алгоритмов обучения структуры и вероятностных параметров моделей, позволяющих 
произвести настройку сети для решения рассматриваемого круга прикладных задач. 
В алгоритмах определения оптимальной структуры байесовских сетей и верификация 
алгоритмов настройки их параметров важную роль играют инструменты, основанные 
на принципах эквивалентности. На базе принципа эквивалентности формируются асим-
птотические оценки преобразований, получаемых в процессе добавления, изменения 
или удаления отдельных узлов графа байесовской сети и создается аппарат получения 
локального априорного распределение для каждого из параметров сети. В данной рабо-
те исследуются инструменты оценивания эквивалентности байесовских сетей на основе 
метрики Байеса — Дирихле, структурного расстояния Хэмминга и Кульбака — Лейблера. 
Данные инструменты можно применить и к динамическим байесовским сетям, для ра-
боты с которыми дополнительно нужно определить структуру модели перехода между 
временными срезами. В рамках исследования рассматриваются также вопросы эквива-
лентности априорных распределений вероятностей, формируемых в процессе обучения 
параметров. В заключительной части работы приведен вычислительный эксперимент, 
отражающий эффективность применения различных алгоритмов обучения с позиции 
сравнения их результатов с эквивалентными эталонными байесовскими сетями. Пред-
ложенные в работе инструментальные средства позволяют адаптировать статические и 
динамические байесовские модели для решения практических задач, оптимизируя про-
цессы обучения данных моделей за счет использования принципа эквивалентности гра-
фических вероятностных моделей.
Ключевые слова: эквивалентность байесовских сетей, асимптотические оценки, эквива-
лентная оценка Байеса — Дирихле, структурное расстояние Хэмминга.
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальным направлением исследований 
в области развития теории и алгоритмиче-
ской базы аппарата байесовских сетей, явля-
ется разработка инструментов повышения 
эффективности и качества обучения байе-
совских сетей. Процессы обучения включают 
обучение структуры и параметров графиче-

ской вероятностной модели. При обучении 
структуры вначале строится ненаправлен-
ный граф, а затем осуществляется процесс 
формирования направленности связей на ос-
нове решения оценочных задач. Одной из эф-
фективных метрик, существенно используе-
мых при обучении структуры и направленно-
сти связей является эквивалентная метрика 
Байеса — Дирихле (БДЭ), которая впервые 
приведена в работах Хекермана. Метрика 
Байеса — Дирихле используется для форми-
рования локальных оценок каждой вершины, 
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максимизация данной метрики направлена на 
получение оптимальной структуры байесов-
ской сети за счет изменения топологических 
связей. Формирование структуры осущест-
вляется на основе обучающей выборки, оце-
нивается правдоподобие структуры и экви-
валентность байесовских сетей. Для оценки 
эквивалентности используется вычисление 
структурного расстояния Хэмминга. Струк-
турное расстояние Хэмминга определяет раз-
ницу числа ребер, а также направленность 
ребер для каждой их сетей. Исследования по 
оценке эквивалентности байесовских сетей 
в общем виде описаны в работах [1], однако 
затрагивают лишь применение изложенного 
подхода исключительно к статическим байе-
совским сетям. В рамках данной работы ис-
следуются преимущества асимптотических 
оценок для определения оптимальной струк-
туры байесовской сети и рассматриваются 
оценки эквивалентности байесовских сетей 
на основе вычисления энтропии распределе-
ния параметров сети.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Байесовская сеть (БС) { , }B X G  представ-
ляет собой вероятностную модель с множе-
ством 1 2{ , , , }nX X X X   переменных, являю-
щихся вершинами направленного ацикличе-
ского графа (НАГ) и имеющих совместное 
распределение ( )P X  с выделенным марков-
ским покрытием. Марковское покрытие яв-
ляется мерой условной независимости вер-
шины X  при условии, что заданы ее роди-
тельские вершины ,Y  от других вершин сети. 
В предположении условной независимости 
априорное распределение вероятностей для 
всех переменных ,X  соответствующих байе-
совской сети ,B  имеет вид:

    1 2
1

, , , | ,
N

n i i
i

P X X X P x Y


   (1)

где N  — общее число переменных байесов-
ской сети, ( )iY Parents X  — множество ро-
дительских вершин, соответствующих пере-
менной .iX

В процессе работы с байесовской сетью 
при решении конкретной задачи или класса 

задач важным этапом является этап обуче-
ния сети, который функционально делится на 
обучение структуры и параметров. Обобщен-
ное решение задачи обучения можно сформу-
лировать в виде следующего выражения [2]:
   | , | ( | ) ( | , ),P BG P G X D P G D P X G D   (2)

где ( | )P G D  и  , ,P X G D  — распределения 
вероятностей, соответствующие процедуре 
обучения структуры и параметров, D  — обу-
чающая выборка для переменных .X

Для обучения структуры БС рассмотрим 
применение оценочных алгоритмов, в основу 
которых заложен принцип, что каждая опера-
ция добавления, удаления или изменение на-
правленности дуги графа БС будет приводить 
к изменению специальной оценки ( , ),S G D  
причем общая оценка БС может быть пред-
ставлена в виде суммы условных (в соответ-
ствии с родительскими вершинами) оценок 
для каждой из вершин:

  
1

, ( | ).
n

i i
i

S G D s x Y


  (3)

Критерий эквивалентности двух графов 
G  и G  представим в виде условия 

( , ) ( , ).S G D S G D  В качестве оценки 
( | ) ( , )P G D S G D  можно рассмотреть ме-

трику Байеса — Дирихле. В соответствии с 
введенной метрикой, задачу поиска опти-
мальной структуры БС можно представить в 
виде задачи поиска сети, отвечающей макси-
муму апостериорной вероятности (МАВ). 
В качестве оценочной функции для вычисле-
ния argmax ( | )P G D  в соответствии с МАВ 
рассмотрим эквивалентный критерий Байе-
са — Дирихле [3]. Предполагается, для ка-
ждой переменной X  при фиксированном 
числе родительских вершин Y  задано рас-
пределение Дирихле:
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где k  — экспоненциальный параметра рас-
пределения Дирихле, r — число возможных 
состояний для ,kX    — вектор параметров 
БС, соответствующий переменным ,X  ( )   — 
гамма-функция, такая что
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Математическое ожидание для параме-
тров   в соответствии с распределением Ди-
рихле (4) имеет вид:
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Для вычисления МАВ определим распре-
деления вероятностей, соответствующие вы-
полнению условий глобальной и локальной 
независимости для каждой из переменных kX  
байесовской сети:
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Перепишем выражение (4) с учетом усло-
вий глобальной и локальной независимости 
(7):
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В соответствии с полученным выражени-
ем (8) определим распределение структуры 
БС [4]
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где ijkN  — число случаев в k-й выборке, когда 
переменная ,X i  а родительские перемен-
ные принимают значение ,Y j  ,i jN  — число 
случаев для всей совокупности выборок ,D  в 
которых переменная , X i  а родительские 
переменные принимают значение .Y j

Логарифмируя выражение (9), получим 
метрику Байеса — Дирихле (БД):
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 (10)

Тогда из формулы (11) получим оценку 
максимума апостериорной вероятности

  maxˆ | .
G

G arg P G  (11)

Для определения эквивалентной метрики 
Байеса — Дирихле, введем понятие эквива-
лентности байесовских сетей, сформулиро-
ванной Перлом и Верма [5, 6]. Две байесовские 
сети будут считаться эквивалентными, если 
им соответствует одинаковая совокупность 
высказываний о разделении. Эквивалентные 
байесовские сети имеют одинаковый набор 
высказываний об условной независимости, и 
следовательно, одинаковые ограничения на 
параметры распределения. Справедливо так-
же утверждение о том, что две сети эквива-
лентны тогда и только тогда, когда они имеют 
одинаковый скелет и V-структуры. Эквива-
лентная метрика Байеса — Дирихле (БДЭ) бу-
дет соответствовать БД-метрике, но только 
при оценке графов имеющих эквивалентный 
набор классов. В таком случае мера БДЭ по-
зволяет преобразовать распределение ( | )P X G  
к ( | , ).P X Y G  Распределение ( | , )P X Y G  будет 
формироваться из классов эквивалентности, 
соответствующих вершинам X  и множеству 
их родителей .Y  В качестве процедуры оцен-
ки эквивалентности графов G  и ,G  форми-
руемых в соответствии с классами эквива-
лентности будем использовать условие экви-
валентности правдоподобия (ЭП). Оно за-
ключается в том: если существует два графа 
G  и ,G  такие что ( ) 0P G   и ( ) 0P G   экви-
валентны, то справедливо следующее равен-
ство [7]:

  | ( | ).P G P G    (12)

C учетом условия ЭП, экспоненциальный 
параметр распределения можно выразить в 
следующем виде:
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 , , ( , | ),i j k i jN P X k Y j G     (13)
где N   — размер эквивалентной выборки, со-
ответствующий распределению ( | ).P G

C учетом условия ЭП и выражения (13) 
получим метрику БДЭ за счет упрощения вы-
ражения (11):
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где N   — размер эквивалентной выборки
Для оценки метрики БДЭ рассмотрим не-

равенство, характеризующее взаимную ин-
формацию между ,iX  iY  и ,Z  условную неза-
висимость iX  и iY  при наличии множества 
переменных :Z
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Взаимную информация ( , )I X Y  между пе-
ременными X  и Y  определим в следующем 
формализованном виде:
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а условную взаимную информацию X  и Y  
при наличии :Z
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Из выражения (17) следует, что метрика 
Байеса — Дирихле Ĝ  будет является эквива-
лентной, если она принимает одно и тоже зна-
чение для графов, имеющих один и тот же на-
бор эквивалентных классов размерностью 

.N   Эквивалентный класс может включать в 

себя направленные и ненаправленные дуги. 
Покажем, что метрика БДЭ является эквива-
лентной с точки зрения правдоподобия. Для 
этого введем следующую функцию, завися-
щую от переменной :X

     
  

|
,

|
k

k

N P X k G N
L X

N P X k G



  


   (18)

где k  — число возможных состояний, кото-
рые может принимать ,X  kN D  число вы-
борок, в которых .X k

Правдоподобие для выборки D  можно за-
писать в следующем виде:

        
 1 1

| , .
n n

i i

i i i

L X Y
P D G L X Y

L Y 


    (19)

Воспользуемся теоремой эквивалентно-
сти Чикерина [8], обобщающей определение 
эквивалентности байесовских сетей, введен-
ное Перлом и Верма. Пусть заданы два графа 
структуры G  и G  и множество дуг ,. .,G GA   
характеризующих различие в направленно-
сти дуг графов G  и .G  Тогда два графа БС G 
и G  будут являться эквивалентными, когда 
существует множество противоположно на-
правленных дуг , ,G GA   которые могут быть 
добавлены к графу ,G  чтобы получить G  и 
удовлетворяющие следующим условиям: по-
сле добавления всех дуг ,G Ga A   результиру-
ющая структура БС не содержит циклов и эк-
вивалента ;G  если x y  есть каждая следу-
ющая дуга, для которой происходит измене-
ние направления, то x  и ,y  будет иметь од-
них и тех же родителей в G  и .G

Следствие теоремы Чикерина заключает-
ся в том, что любая структура БС может быть 
преобразована в эквивалентную форму за 
счет последовательных изменений направ-
ленностей дуг , .G GA   Несложно доказать, что 
метрика БДЭ является эквивалентной с точки 
зрения правдоподобия. Пусть G  и G  два 
графа, описывающих структуры БС и отлича-
ющиеся лишь направленностью дуги i jX X  
в ,G  iY  — множество родительских верши для 

.iX  Согласно теореме Чикерина j i iY X Y   — 
родительские вершины для jX  в графе G  и 
i j jY X Y   для .G  С учетом того, что G  и G 

отличаются лишь направленностью дуги 
,i jX X  правдоподобие выборки для G 

имеет следующий вид:



139ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, № 2

Анализ эквивалентности байесовских сетей на основе асимптотических оценок Байеса — Дирихле

      
 

  
 

,
, .

i j ji j

j i j

L X X YL X Y
L X Y

L Y L X Y





 (20)

Для графа G  имеем:
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Так как в обоих графа iX  и jX  имеют 
одни их тех же родителей ,i jY Y  ( , )L X Y  и 

( , )L X Y  будет эквивалентными. Следова-
тельно, ( | ) ( | ),P D G P D G  и условие экви-
валентности правдоподобия для БДЭ показа-
но. В процессе обучения структуры сети мо-
гут быть использованы различные алгоритмы 
поиска, основной задачей которых является 
нахождение  arg max |

G
P G  на основе вы-

числения метрики БДЭ. Наиболее оптималь-
ными являются алгоритмы: минимаксного 
восхождения [9], Питера — Кларка (PC-алго-
ритм) [10], марковского покрытия с примене-
нием статистических оценок. Первые два ал-
горитма базируются на методе поиска с вос-
хождением, последний на методе Левенбер-
га — Марквардта (ЛМ). Отметим, что приме-
нение метода ЛМ в значительной степени по-
зволяет повысить правдоподобие структуры 
сети, так как метрика БДЭ является неразло-
жимой, следовательно, она будет зависеть 
только от множества родительских узлов ,Y  
связанных с текущей переменной .Y  Опера-
циями, влияющими на изменение метрики 
БДЭ являются: добавление, удаление и изме-
нение направленности дуг. Неразложимость 
метрики БДЭ дает возможность ее одновре-
менного вычисления сразу для нескольких 
вершин. В таком случае при изменении дуг, 
связанных с текущей вершиной iX  требуется 
лишь перерасчет слагаемых БДЭ, отвечаю-
щих за вклад, вносимый родителями .iY  Сле-
довательно, алгоритмы обучения на основе 
вычисления метрики БДЭ могут быть распа-
раллелены, что дает возможность повысить 
интенсивность обучения и снизить времен-
ные затраты. В результате выполнения алго-
ритмов обучения подразумевается получение 
наиболее правдоподобной структуры сети, 
отвечающей текущей предметной области и 
формируемой в соответствии с полученной 

обучающей выборкой .D  Для верификации 
алгоритмов обучения рассмотрим структур-
ное расстояние Хэмминга (СРХ), а также 
оценку метрик БДЭ на основе принципа мак-
симальной энтропии (МПЭ). В качестве рас-
стояния СРХ * ,( )H G G  понимается число 
направленных дуг, на которые будут отли-
чаться графы G  и ,G  чем больше отличий в 
множестве дуг G  и ,G  тем больше значение 
структурного расстояния Хэмминга. 

Далее рассмотрим подход на основе МПЭ. 
Для этого введем классическое определение 
энтропии Шеннона применительно к семан-
тике БС с учетом выражения (1)

    
1

| | ,
i

N

i X
i

H X H X 


  (22)

где ( | )
ii XH X   — энтропия iX  при наличии 

множества родительских вершин 
( ).iY Parents X

В таком случае, апостериорное математи-
ческое ожидание энтропии ( )iH X  при задан-
ной обучающей выборки D  запишем в следу-
ющем виде
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где ( | )
iX

P D  — распределение Дирихле, име-
ющее следующий вид
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Тогда перепишем выражение (24) для вы-
числения ( ( ) | )iP H X D  с учетом метрики БД
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Выражение для вычисления математиче-
ского ожидания   , ,| ,i i j kH X D   получим 
с использованием подхода, предложенного 
Андерсоном [11]
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Сформулируем принцип ПМП для оцен-
ки энтропии графов G  и ,G  отличающихся 
добавлением дополнительного родительской 
вершины в :G

      | | ,P H X D P H X D  (27)
где H   и H   значения энтропий, соответ-
ствующие графам G  и G  соответственно.

Рассматривая МПЭ применительно к се-
мантике БС, Сузуки [12] установил зависи-
мость энтропии и метрики БД. Следствие 
данной зависимости сформулируем в виде 
следующих неравенств:
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    | , | , .i i i iBD X Y BD X Y    (29)
При увеличении числа обучающих выбо-

рок D  наблюдаем сходимость вероятностей 
, |i j kp  к значениям ijk . Следовательно, асим-

птотически (29) будет эквивалентно следую-
щему неравенству:

    | , | , , 

.
i ijk i ijkH X Y H X Y

Y Y

  

  

  (30)

Из неравенств (29) и (30) вытекает обрат-
ная зависимость между энтропией и метри-
кой Байеса — Дирихле. 

Применительно к эквивалентной метрике 
Байеса — Дирихле, с учетом того, что 

/ijk i rq   выражений (36) и (30) сформули-
руем МПЭ:
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В том случае, если выборка D  содержит 
пропуски данных для некоторого множества 
переменных 1 2 , , ,, n

h h h hX X X X   области вы-
борок, соответствующие графам G  и G  мо-
гут отличаться. Как следствие получаем слу-
чай обучения с неполными данным, а оценка 
iX  на основе метрики БДЭ для случая G  и 

G  могут отличаться, так как значение роди-
тельских вершены Y   соответствующие гра-
фу G  в соответствии с обучающей выборкой 
не определены. В таком случае в выражении 
(31) уточняется параметр i  в правой части 
неравенства:
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 (32)

где q  — число возможных состояний, для ко-
торых , , 0.i j kN 

Применение МПЭ позволяет произвести 
верификацию значений оценок ( | , )i iBDe X Y   
и ( | , ),i iBDe X Y   формируемых в результа-
ты выполнения алгоритмов обучения для 
двух графов G  и G  и характеризующих по-
лученную по результатам обучения БС и эта-
лонную БС, заданную экспертным путем. 
В рамках оценки эквивалентности G  и G 
будем использовать комбинацию методов 
ПМП и вычисления расстояния СРХ.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В экспериментальной части исследования 
проведем оценку правдоподобия существу-
ющих алгоритмов обучения структуры БС 
с учетом СРХ и ПМП. В качестве эталонных 
БС будем использовать общедоступные сети 
с заранее определенным набором обучающих 
данных и известной структурой. В качестве 
таких сетей будем использовать: Alarm (37 уз-
лов, 46 дуг, 509 параметров), Water (32 узла, 
66 дуг, 10082 параметра) и Mildew (34 узла, 
46 дуг, 540150 параметров), Andes (223 узла, 
338 дуг, 1157 параметров), Link (724 узла, 
1125 дуг, 14211 параметров).

Рассмотрим оценку расстояния СРХ для 
каждой из сети Mildew, Andes и Link в зависи-
мости от размерности обучающей выборки. 
Чем меньше значение СРХ, тем выше правдо-
подобие структуры на основе алгоритма 
МПСО. В процессе проведения вычислений 
предполагается, что формирование оценок 
БДЭ для каждой переменной БС iX  произво-
дится независимо друг от друга. После фор-
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мирования оценок производится поиск опти-
мального значения критерия БДЭ и выполне-
ние операций добавления, удаление или из-
менение направленности дуг БС.

На рис. 1 приведем численную оценку 
СРХ от объема обучающей выборки каждой 
их сетей Mildew, Andes и Link для алгоритмов 
МПСО, минимаксного восхождения (ММВ), 
возрастания-сокращения (ВС) и алгоритм 
Питера —Кларка (PC).

Рис. 1, характеризующий зависимость 
СРХ от размера выборок, а также от числа 
параметров БС, наглядно показывает эффек-
тивность применения описанных в статье 
комбинаций оценочных алгоритмов. Алго-
ритмы МПСО и ММВ позволяют получить 

минимальное значение расхождение обучен-
ной структуры и эталонной, и, как следствие, 
оптимальную модель БС в соответствии с об-
учающей выборкой, формируемой в соответ-
ствии с решением задач заданной предметной 
области.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Решение задачи оценки эквивалентности и 
правдоподобия структуры графа БС является 
важным аспектом проверки корректности ра-
боты алгоритмов обучения. Для решения дан-
ной задачи могут быть использованы различ-
ные алгоритмы на основе принципа макси-
мальной энтропии, вычисления структурного 

Рис. 1. Усредненное значение расстояния СРХ от объема обучающей выборки ДБС 
[Fig. 1. Average value of SHD distance from DBN training sample volume]
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расстояния Хэмминга. Особую роль при фор-
мировании оценок Байеса — Дирихле и экви-
валентной оценки Байеса — Дирихле является 
оценка их состоятельности с учетом определе-
ния перекрестной энтропии в соответствии с 
критерием условной независимости. Прове-
денный анализ существующих алгоритмов об-
учения БС на основе предложенного подхода, 
позволяет оценить эффективность каждого из 
них, а также определить алгоритмы, в большей 
степени подходящие для решения конкретных 
задач из заданной предметной области. Осо-
бое внимание в работе уделено вопросам оцен-
ки эквивалентности структуры БС с точки 
зрения правдоподобия за счет обобщения тео-
ремы Чикерина и определение условий для 

( , )L X Y  и ( , ).L X Y  Применение данного подхо-
да позволят показать, что при выполнении од-
них и тех же правил условной независимости 
для X  и Y  при заданном множестве X  получа-
ем эквивалентные структуры графом G и .G

Практические результаты показывают эф-
фективность рассматриваемых комбинаций 
оценочных алгоритмов. Использование МПЭ 
позволяет определить энтропию H  и H  с 
учетом эталонной структуры графа, а также 
описать связи между iX  и iY  в соответствии с 
неравенством (31) и (32) для случая полного и 
частичного наблюдения родительских пере-
менных iY . Рассмотренные подходы являются 
научно-обоснованными и имеют высокую 
практическую значимость при решении задач 
верификации моделей на основе БС и алго-
ритмов их обучения.
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Annotation. Dynamic and static Bayesian networks are an eff ective tool for modeling stochastic 
processes. Th e areas of practical implementation of these models have signifi cantly expanded re-
cently. Th e quality of their application in solving practical problems is largely determined by the 
capabilities of algorithms for learning the structure and probabilistic parameters of models that 
allow the network to be confi gured to solve the range of applied problems under consideration. 
Tools based on equivalence principles play an important role in the algorithms for determining 
the optimal structure of Bayesian networks and the modifi cation of algorithms for setting their 
parameters. On the basis of the equivalence principle, asymptotic estimates of transformations 
obtained in the process of adding, changing or deleting individual nodes of the Bayesian network 
graph are formed and an apparatus for obtaining a local a priori distribution for each of the net-
work parameters is created. In this paper, we study tools for estimating the equivalence of Bayes-
ian networks based on the Bayes-Dirichlet metric, the Hamming and Kullbak-Leibler structural 
distance. Th ese tools can also be applied to dynamic Bayesian networks, for working with which 
it is additionally necessary to determine the structure of the transition model between time slic-
es. In the framework of the study, the issues of equivalence of a priori probability distributions 
formed in the process of parameter learning are also considered. In the fi nal part of the paper, 
a computational experiment is presented that refl ects the eff ectiveness of using various learning 
algorithms from the point of view of comparing their results with equivalent reference Bayesian 
networks. Th e tools proposed in the work allow adapting static and dynamic Bayesian models 
to solve practical problems, optimizing the learning processes of these models by equivalence 
principle of graphical probabilistic models.
Keywords: Bayesian network equivalence, asymptotic score, Bayesian — Dirichlet equivalence 
score, structural Hamming distance.
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