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Аннотация. В статье исследуется динамика системы, задаваемая модифицированным 
отображением Эно. Гистерезисный элемент формализуется, посредством, конструктив-
ной модели. В работе исследуются задачи связанные, с управлением динамикой такой 
системы. В частности, изучаются возможные модификации предельного множества (ат-
трактора) отображения Эно в условиях гистерезисного воздействия. Для анализа дина-
мики проводится численное моделирование при различных значениях параметров ис-
следуемого отображения, для которых свойственна хаотическая динамика. На основе 
полученных данных, производится сравнительный анализ странных аттракторов моди-
фицированного и классического отображения Эно. Для идентификации различных ди-
намических режимов построены бифуркационные диаграммы, рассчитан старший пока-
затель Ляпунова на основе алгоритма Розенштейна и произведен 0-1 тест в зависимости 
от параметров системы, а также от параметра гистерезисной нелинейности. Отмечается 
регуляризирующая роль гистерезисного элемента в модифицированной системе в срав-
нении с классическим отображением, и изменение положения точек бифуркации в про-
странстве параметров системы.
Ключевые слова: нелинейная динамика, хаос, отображение Эно, гистерезис, модель 
Прейзаха.
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ВВЕДЕНИЕ

В современной науке большую роль игра-
ют нелинейные модели динамических систем, 
так как большинство практически важных 
явлений протекают в нелинейной области. 
Среди таких моделей можно выделить класс 
динамических систем с хаотическим поведе-
нием, — один из важнейших разделов совре-
менной нелинейной динамики [1–3]. В насто-
ящее время принято считать, что существуют 
три принципиально различных формы детер-
минированного хаоса. Это диссипативный 

хаос, математическим образом которого яв-
ляется странный аттрактор; консервативный 
хаос, для которого все фазовое пространство 
является большим «хаотическим морем» с 
беспорядочно расположенными внутри него 
эллиптическими островами; и смешанная ди-
намика, характеризующаяся принципиаль-
ной неотделимостью в фазовом пространстве 
аттракторов, репеллеров и консервативного 
поведения траекторий [4].

Все эти динамические системы обладают 
свойством, которое состоит в том, что для 
них невозможно предсказать поведение, не-
смотря на то, что эволюция такой системы 
задается детерминированными дифференци-
альными уравнениями. Такие системы сверх-
чувствительны к начальным условиям, и 
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сколь угодно малая неточность в их значении 
приводит со временем к экспоненциальному 
росту отклонений от изначальной траекто-
рии, что делает предсказание для достаточно 
больших интервалов времени принципиаль-
но невозможным. Например, ни одна тра-
ектория, принадлежащая аттрактору дисси-
пативной хаотической системы, не является 
устойчивой. Таким образом, проблема пред-
сказуемости поведения хаотических систем, 
управления их динамикой и возможность 
подавления хаоса является важной задачей в 
прикладных исследованиях этого нелинейно-
го явления.

Еще одним примером явления, играюще-
го значительную роль в современной теории 
нелинейных динамических систем, является 
гистерезис. Такая нелинейность присуща мно-
гим физическим, физико-химическим, биоло-
гическим и экономическим процессам и явле-
ниям и связанно, либо со внутренней структу-
рой этих процессов, либо является следствием 
их динамических особенностей [5, 6].

В настоящее время для моделирования 
динамики систем с гистерезисом исполь-
зуются конструктивные модели (неидеаль-
ное реле, преобразователь Прейзаха, модель 
Ишлинского) и феноменологические (модель 
Боука — Вена, Айвана, Дьюема) [6–18].

Основы математической теории систем 
с гистерезисом, трактующей гистерезисные 
нелинейности как операторы или преобразо-
ватели с соответствующими пространствами 
состояний, были созданы М. А. Красносель-
ским и его учениками. Предложенный еди-
ный подход к математическому описанию, 
охватывающий многие феноменологические 
модели гистерезиса, позволил развить эффек-
тивные методы качественного и численного 
исследования моделей с гистерезисными эле-
ментами. Наиболее полно конструктивные 
модели гистерезисных преобразователей, 
трактуемых как операторы, зависящие от сво-
его начального состояния как от параметра и 
определённые на широком функциональном 
пространстве, изложены в монографии Крас-
носельский М. А., Покровский А. В. [4]. 

Математические модели систем с гистере-
зисом, как правило, одновременно включают 

дифференциальные уравнения (или их дис-
кретные аналоги) и операторные соотноше-
ния между частью переменных. В настоящий 
момент свойства многих классов гистерезис-
ных операторов достаточно хорошо изучены. 
С другой стороны, вопросы, относящиеся 
к различным аспектам динамики систем с 
включённым в них гистерезисом, остаются не 
исследованными.

Гистерезисные преобразователи обладают 
свойством диссипативности по отношению к 
энергии, запасенной в системе и хорошо из-
вестно, что площадь петли связана с энерге-
тическими потерями.

Это же свойство позволяет использовать 
гистерезисные преобразователи в качестве 
перспективного инструмента управления 
хаотической динамикой. В связи с чем, осо-
бый интерес представляет разработка новых 
алгоритмов стабилизации, управления хао-
тической динамикой, основанных на дисси-
пативных свойствах гистерезисных преобра-
зователей. Этот подход использовался в рабо-
тах [19–21], где рассматривалась система ги-
стерезисно-связанных осцилляторов Ван дер 
Поля. Однако, применительно к хаотическим 
системам с дискретным временем указанный 
выше метод не применялся. 

В настоящем исследовании в качестве
такой динамической системы использует-

ся, отображение Эно, предложенное Мешелем 
Эно, как упрошенная модель отображения 
Пуанкаре для аттрактора Лоренца [22]. Для 
классического отображения точка на плоско-
сти будет либо приближаться к множеству 
точек, известному как странный аттрактор 
Эно, либо уходить на бесконечность. Сам ат-
трактор в одном направлении представляет 
собой гладкий фрактал, а в другом канторово 
множество. Таким образом, описанные выше 
свойства выбранного отображения делают 
его любопытным примером дискретной во 
времени динамической системы. 

Далее формулируется модификация для 
классического отображения Эно с гистере-
зисной нелинейностью, формализуемой по-
средством модели Прейзаха [5–7]. И прово-
дится моделирование динамики двух систем 
с дальнейшим сравнительным анализом, где 
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отмечается влияние гистерезисной компо-
ненты на динамику системы в сравнении с 
динамикой классического отображения Эно. 
Дальнейший анализ производится с помощью 
бифуркационных диаграмм. Для них рассчи-
тывается старший показатель Ляпунова на 
основе алгоритма Розенштейна [23] и произ-
водится 0-1 теста [24]. В результате, отмеча-
ется регуляризирующая роль гистерезисного 
элемента в модифицированной системе.

1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

1.1. Нелинейность Прейзаха

Остановимся подробнее на конструк-
тивной модели гистерезиса, известной как 
нелинейность Прейзаха, являющейся конти-
нуальным аналогом преобразователя, состо-
ящего из неидеальных реле, соединенных па-
раллельно. Изначально модель была описана 
Вейсом [8], где использовалась для описания 
магнитных свойств сплошных сред. В работе 
Прейзаха [7] эта модель была окончательно 
формализована, а также представлена элек-
трическая схема, её реализующая, конструк-
тивной частью которой было семейство неи-
деальных реле, соединённых параллельно как 
на рис. 1.

В рамках формального подхода рассмо-
трим гистерезисную нелинейность, как пре-
образователь (оператор), определенный на 
пространстве непрерывных функций, дина-
мика которых описывается соотношениями: 
«вход-состояние» и «состояние выход».

Через , 0, 0
ˆ [ , , , ]Rβ α β α χ τ  обозначим гисте-

резисный преобразователь, соответствую-
щий недельному реле с пороговыми числами 
β  и ,α  где 0 { 1,1}= −χ  — начальное состоя-
ние, 0τ  — начальный момент времени. Про-
странством состояний неидеального реле яв-
ляется двухэлементное множество { 1,1}.−  
Входом будет непрерывная при 0≥τ τ  функ-
ция ( ),ψ τ  а выходом ступенчатая функция 

( ),χ τ  которая определяется операторным со-
отношением

 , 0, 0
ˆ( ) , , , ( ). =  Rβ αχ τ β α χ τ ψ τ  (1)

В этом случае, начальное состояние 0χ  пре-
образователя должно удовлетворять условию

 0

1, (0) ,
1, (0) ,

≥
= − ≤

ψ α
χ

ψ β
åñëè

åñëè
 (2)

если выполняется неравенство (0) ,< <β ψ α  
то величина 0χ  будет любым числом из мно-
жества { 1,1}.−  Значения выхода ( )χ τ  при не-
прерывном входе ( )ψ τ  для ( )0 ,∈ ∞τ τ  при 
каждом = Tτ определяются по правилу:
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 (3)

Схематично взаимосвязь между входом и 
выходом преобразователя изображена на рис. 2. 

Рис. 1. Дискретный вариант модели Прейзаха
[Fig. 1. Discrete version of the Preisach model]

Рис. 2. Взаимосвязь между входом и выходом 
преобразователя , 0, 0

ˆ [ , , , ]Rβ α β α χ τ
[Fig.2. Relationship between input and output 

for operator , 0, 0
ˆ [ , , , ]Rβ α β α χ τ ]
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Как отмечалось ранее, преобразователь 
Прейзаха является континуальным аналогом 
семейства неидеальных реле, соединённых 
параллельно. Пространство состояний этого 
преобразователя состоит из пар ( , ( ; )),ψ η β α  
где ψ  — произвольное число, a ( ; )η β α  — ха-
рактеристическая функция подмножества 
полуплоскости <β α  (рис 3).Выход такого 
преобразователя Γ̂  определяется следующим 
соотношением:

  
( ) 0, 0

, 0, 0 0

ˆ ( , ), ( )

ˆ , , ( ) ,
<

 = Γ = 

 = ≥ ∫∫
z

R d dβ α
β α

τ η β α χ τ ψ τ

β α χ τ ψ τ β α τ τ  (4)

Полученный двойной интеграл аппрокси-
мируется суммой для конечного количества 
реле. Например, на рис 3 рассматривалась ап-
проксимация из 820 реле с пороговыми чис-
лами ( ; ) ( 1,1),= −β α  которые распределены 
на интервале с шагом 0.05.=h  Начальное со-
стояние всех реле в цепи имеет значение 1.−  
Далее подается вход, который меняет состоя-
ние реле на противоположное или нет по пра-
вилу (3). Таким образом, пространство состо-
яний динамически зависит от прошлых мо-
ментов. Эта особенность преобразователя 
называется нелокальной памятью, что явля-
ется качественно новым свойством, возника-

ющим вследствие коллективного взаимодей-
ствия с множеством простых и качественно 
подобных друг-другу компонентов [6].

1.2. Отображение Эно с гистерезисной 
нелинейностью Прейзаха

В настоящем разделе рассматривается ди-
намическая система с дискретным временем, 
обладающая странным аттрактором, являю-
щаяся модификацией классического отобра-
жения Эно [22]. В ней, на модельном уровне, 
учитывается «гистерезисное» трение. Указан-
ная система может служить моделью динами-
ки ферромагнитной частицы, в вязкой среде, 
перемещающейся под воздействием крат-
ковременных импульсов с периодом .T

Пусть частица c массой µ  движется вдоль 
оси ,x  как показано на рис. 4. В промежутках 
времени между импульсами, динамика систе-
мы будет описываться простым линейным 
дифференциальным уравнением второго по-
рядка и легко интегрироваться: 

 
0 0

0

( ) 1 ,

( ) ,

−

−

  
= + −     


 =

k t

k t

x t x v e
k

v t v e

µ

µ

µ

 (5)

где 0x  и 0v  — начальные условия 

В силу периодичности внешнего воздей-
ствия удобно перейти к дискретному аналогу 
рассматриваемой системы.

Для этого введем переменные ,nx  ,nv  со-
ответствующие координате и скорости непо-
средственно перед n-м воздействием на ча-
стицу импульсом .P  Импульс воздействует 
на частицу кратковременно с периодом вре-
мени .T  В этих условиях координата после 
толчка остается неизменной, но скорость ста-
новится .= +nv v P µ  Будем считать, что ве-

Рис. 3. Пространство состояний 
преобразователя Прейзаха

[Fig. 3. State space of the Preisach operator]

Рис. 4. Исследуемая механическая система
[Fig. 4. The investigated mechanical system]
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личина импульса зависит от положения ча-
стицы в пространстве в момент воздействия, 
как функция ( ),nP x  тогда перед 1+n -м воз-
действием имеем:

 
( )( )

( )( )

1

1

1
,

.

−

+

−

+

  
= + + −     


 = +

k T

n n n n

k T

n n n

x x v P x e
k

v v P x e

µ

µ

µ µ

µ

 (6)

Сделав замену

 1 ,
− 

= + −  
 

k T
y x v e

k
µµ  

получим из (6):

 1

1

( ) ,
,

+

+

 = − ⋅


=
n n n

n n

x f x b y
y x

 (7)

где

 
( )

,
1( ) (1 ) (1 ) .

−
=

= − + −

k T

n

b e

f x x b P x b
k

µ

 (8)

Далее, предположим, что пространствен-
ное распределение воздействующей на части-
цу импульсной силы таково, что 2( ) 1 .= −f x ax  
С учетом вышесказанного, получим класси-
ческое отображению Эно:

 
2

1

1

1 ,
.

+

+

 = − ⋅ − ⋅


=
n n n

n n

x a x b y
y x

 (9)

Однако, в модели (9) игнорируется тот 
факт, что движение происходит условиях 
трения гистерезисной природы. Поэтому, в 
этой работе мы в качестве модели гистерезис-
ного трения используем нелинейность Прей-
заха. Для чего в первое уравнение системы (9) 
добавим член :nzε

 
2

1

1

1 ,
.

+

+

 = − ⋅ − ⋅ −


=
n n n n

n n

x a x b y z
y x

ε
 (10)

Здесь ε  — параметр, отвечающий за вклад 
гистерезисного трения в совокупную дина-
мику, 1 0, 0 1

ˆ ( , ), ( )− = = Γ  n nz τη β α χ τ ψ τ  — вы-
ход гистерезисного преобразователя Γ̂  (пре-
образователь Прейзаха), ( )ψ τ  — вход 

( )1 1( ) .− −= + − ⋅n n nx x xψ τ τ

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Рассмотрим задачу управления динами-
кой системы Эно, где целью управления бу-
дет модификации предельных множеств у 
соответствующего отображения. Следует от-
метить, что подобная цель включает так же 
такие частные задачи, как изменение типа 
равновесия, изменение положения и типа би-
фуркации. 

В настоящей работе динамика систем (9) и 
(10) будет моделироваться при 1000=n  ите-
рациях. Гистерезисная нелинейность Прейза-
ха будет аппроксимироваться дискретными 
аналогами по 1485 и 5050 реле. В этих случаях 
пороговые числа для каждого реле ( ; )β α  вы-
бираются из интервалов ( 0.54; 0.54)−  и 
( 1; 1),−  соответственно, с шагом 0.02.=h

Далее, проведем сравнительный анализ, 
так как учет гистерезисного трения в системе 
должен привести к заметным изменениям ди-
намики, например, к изменению форм пре-
дельного множества. Отобразим полученные 
странные аттракторы для классического ото-
бражения (9) при 1.4,=a  0.3= −b  (рис. 5) и 
модифицированного (10) при 1.4,=a  0.3,= −b  

1,=ε  соответственно (рис. 6 a, б). 

 

Рис. 5. Аттрактор Эно с без учета 
гистерезиса 

[Fig. 5. The Henon attractor without hysteresis]
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Из рис. 5–6 видно, что учет гистерезиса 
в системе, приводит к ожидаемым измене-
ниям предельного множества. При этом для 
каждого случая у рис. 6 в нижнем левом углу 
реконструируется соответствующая петля 
гистерезиса.

Используя эти же параметры продолжим 
сравнительный анализ с помощью метода 
бифуркационных диаграмм, старшего пока-
зателя Ляпунова и 0-1 теста. Первый метод 

наглядно идентифицирует хаос, однако, не 
является точным способом. Старший показа-
тель Ляпунова и 0-1 тест напротив, является 
наиболее объективными характеристиками в 
исследованиях хаотической динамики. Рас-
чет показателя осуществлялся с помощью ал-
горитма Розенштейна [23], а 0-1 тест произ-
водился с помощью алгоритма, что подробно 
описан в работе [24]. 

Далее смоделируем динамику при различ-
ных сочетаниях параметров [0;1.4]∈a  с 

0.3= −b  и отобразим на плоскости ( , )na x  
точки бифуркационной диаграммы, а под ней 
построим старший ляпуновский показатель 
Λ  (пунктирная линия) и результат 0-1 теста 
T  (сплошная линия), как на рис. 7. 

Из рисунков видно, что наличие гистере-
зисной нелинейности в системе приводит к 
существенным изменениям её динамики. При 
учете гистерезисного трения переход к неу-
стойчивому, хаотическому режиму наступает 
позже, в сравнении с классическим случаем (9).

Например, при 0Λ =  происходит удвое-
ние периода колебаний и в дальнейшем реа-
лизуется сценарий Фейгенбаума перехода к 
хаосу за счет бифуркации удвоения периода. 
И переход к неустойчивости наступает поз-
же. За счёт этого, увеличивается область зна-
чений параметров, при которых реализуются 
другие динамические режимы: стационар-
ные, периодические или квазипериодические. 
Таким образом, наблюдается регуляризация 
и уменьшение области значений параметра ,a  
при которых идентифицируется хаос ( 0).Λ >

Для изучения этого факта произведем те 
же расчеты, но относительно параметра ,ε  
характеризующего вклад в динамику гистере-
зисного элемента. На рис 7 показаны резуль-
таты при различных значениях параметра .ε

Полученные результаты согласуются с 
предыдущими расчетами. Из рис. 7 видно, 
что, с ростом значения ,ε  происходит посте-
пенный переход от хаотического режима к 
регулярному (периодическому или квазипе-
риодическому). Однако, дальнейшее увеличе-
ние параметра ε  не приводит к окончатель-
ной регуляризации. И динамика представля-
ет собой смену устойчивых и хаотических 
режимов в зависимости от .ε

а) 1,=ε  ( , ) ( 0,54;0,54),= −β α

б) 1,=ε  ( , ) ( 1;1),= −β α
Рис. 6. Аттрактор Эно с учетом 

гистерезиса (а, б)
[Fig. 6. The Henon attractor with hysteresis (а, б)]
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Тем не менее, учет гистерезиса в рамках 
рассматриваемой модели приводит к доволь-
но широким окнам регулярной динамики си-
стемы. Таким образом, подтверждается регу-
ляризирующее влияние гистерезиса, но при 
этом не гарантируется, что с ростом значения 
параметра ε  динамика будет соответство-
вать исключительно устойчивым режимам. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе исследована модель хаотическо-
го отображения Эно с гистерезисной нели-
нейностью, которая формализуется при по-
мощи оператора Прейзаха. При проведении 
сравнительного анализа модифицированного 
и классического отображения Эно, было уста-
новлено, что наличие гистерезисной нели-
нейности, приводит к регуляризации дина-
мики и увеличению области значений пара-
метра ,a  для которых характерны отличные 
от хаоса динамические режимы. 

Реализован скрипт на языке программи-
рования Python для расчета и визуализации 
полученных данных при моделировании ди-
намики исследуемой нелинейной системы.

КОНФЛИКТ ИНТЕРЕСОВ

Авторы декларируют отсутствие явных и 
потенциальных конфликтов интересов, свя-
занных с публикацией настоящей статьи.

a) 0=ε

б) 1,=ε  ( , ) ( 0,54;0,54)= −β α

в) 1,=ε  ( , ) ( 1;1)= −β α
Рис. 7. Бифуркационная диаграмма, старший 

показатель Ляпунова Λ  и 0-1 тест T  для 
отображения Эно без учета (а) и с учетом 

(б, в) гистерезиса
[Fig. 7. Bifurcation diagram and the largest 

Lyapunov exponent and 0-1 test T  for the Henon 
map without (а) and with (б,в) hysteresis]

a) 1,=ε  ( , ) ( 0,54;0,54)= −β α

б) 1,=ε  ( , ) ( 1;1)= −β α
Рис.8. Бифуркационная диаграмма, старший 

показатель Ляпунова Λ  и 0-1 тест T  
в зависимости от ε

[Fig. 8. Bifurcation diagram and the largest 
Lyapunov exponent and 0-1 test T  depending on ε ]
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for various values of the parameters, which are characterized by chaotic dynamics. The compar-
ative analysis between classical Henon map and modified ones are given based on obtained data. 
To detect various dynamic regims, bifurcation diagrams were ploted, the high Lyapunov expo-
nent was calculated based on the Rosenstein algorithm and the 0-1 test was produced depending 
on the system parameters, and the hysteresis nonlinearity parameter. Established, that hysteresis 
term regularize dynamics of the system compared to the classical map and changed in the posi-
tion of bifurcation points in the space of system parameters.
Keywords: nonlinear dynamics, chaos, Henon map, hysteresis, Preisach model.
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