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Аннотация. В статье представлены результаты решения задачи оптимизации режимных 
и конструктивных параметров механических перемешивающих устройств вертикальных 
емкостных аппаратов с применением алгоритма, который гарантирует получение опти-
мального решения задачи при минимальных затратах времени. Алгоритм разработан 
на основе метода перебора, реализованного с применением языка программирования 
Python и библиотеки SciPy, которая предназначена для выполнения научных и инженер-
ных расчётов. Представлена структурная схема и поэтапная реализация разработанного 
алгоритма. Оценка быстродействия произведена на примере решения задачи определе-
ния конструктивных и режимных параметров открытой турбинной мешалки, установ-
ленной в вертикальном емкостном аппарате с эллиптическим днищем, которые обеспе-
чивают максимальную интенсивность перемешивания.
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ВВЕДЕНИЕ

Самым распространённым процессом 
химических, фармацевтических и пищевых 
производств является процесс перемешива-
ния гомогенных или гетерогенных сред в вер-
тикальных емкостных аппаратах с механи-
ческими перемешивающими устройствами 
(МПУ) [1, 6, 14].

При описании кинетики процесса механи-
ческого перемешивания используются слож-
ные математические конструкции, основан-
ные на решении систем дифференциальных 
уравнений с частными производными [3, 20]. 
Реализация этого подхода на практике тре-
бует значительных вычислительных ресур-
сов и затрат времени на вычисления, поэто-
му обычно в промышленности применяется 
либо физический эксперимент в конкретной 
производственной ситуации, либо инженер-
ная методика, рекомендованная к примене-
нию головными организациями [1].

В свою очередь, использование инже-
нерных методик и проведение физического 
эксперимента также связано со значитель-
ными затратами времени на проведение не-
обходимого количества экспериментов на 
лабораторных установках фиксированной 
конструкции [1, 6]. Помимо этого, требуют-
ся значительные финансовые затраты на из-
готовление масштабных моделей аппаратов 
и мешалок.  Однако затраченные ресурсы не 
гарантируют получение оптимального ре-
шения, по причине ограниченности числа 
возможных сочетаний конструктивных и ре-
жимных характеристик МПУ. Иными слова-
ми, не всегда предоставляется возможность 
исследовать все сочетания из-за ограничен-
ности во времени или финансах. 

С целью снижения финансовых затрат и 
повышения точности определения значений 
искомых параметров используют системы 
инженерного анализа, такие как ANSYS Fluent 
или COMSOL Multyphysics [3, 14]. Однако эти 
системы очень требовательны к вычисли-
тельным мощностями квалификации персо-
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нала, ориентированы на решение широкого 
круга задач и требуют настройки на рассма-
триваемую предметную область, в ходе кото-
рой возможны потери скорости вычисления 
и точности получаемых результатов. 

Более эффективным подходом к оптими-
зации параметров  МПУ является разработка 
проблемно-ориентированной системы управ-
ления и оптимизации (СУиО) конструктивных 
(диаметра мешалки, ширины и толщины ее 
лопастей, высоты установки мешалки над дни-
щем аппарата) и режимных параметров (часто-
ты вращения мешалки). Ее применение позво-
лит получать оптимальные значения параме-
тров, при которых достигается максимальная 
эффективность перемешивания, за счет при-
менения специализированных математических 
методов и алгоритмов оптимизации.

1. АНАЛИЗ ОПУБЛИКОВАННЫХ
РАБОТ ПО ТЕМЕ ИССЛЕДОВАНИЯ

Вопросами гидродинамики в аппаратах с 
МПУ занимались многие ученые во всем мире 
в течении достаточно продолжительного вре-
мени. Среди современных отечественных 
ученых следует отметить труды Брагинско-
го Л. Н., Барабаш В. М. и Бегачева В. И. Про-
веденные ими фундаментальные исследова-
ния [1] в области моделирования процессов 
механического перемешивания (ПМП) легли 
в основу современных инженерных методик 
расчета МПУ.

На данный момент, применение вычисли-
тельной гидродинамики (англ. CFD — Com-
putational Fluid Dynamics) получило широ-
кое распространение в различныхсферах 
деятельности человека. Анализ публикаций 
по рассматриваемой тематике, показал, что 
наиболее интересные результаты содержатся 
в трудах отечественных ученых Войтовича Р. 
[2], Минибаевой Л. Р. [11] и Морданова С. В. 
[1 2], а также у зарубежных исследователей: 
А. К. М. Мохиуддин [13], Максимилиан Ф. Эг-
гль [16],  А. Очиенг [18] и Лей Ши [19]. 

Некоторые из них датируются 2008 г., это 
связано с тем, что исследования ПМП, а также 
процессов оптимизации конструкции МПУ 
не представляло большого интереса в науч-

ном сообществе. Однако данный процесс яв-
ляется ключевым в любой из производствен-
ных цепочек, где он применяется. Поэтому 
для создания более целостной картины по 
выбранной тематике связанной именно с ис-
следованием ПМП в аппаратах с МПУ были 
использованы более ранние работы.

В представленных работах [2, 11–13, 16, 
18, 19], как было сказано ранее, для определе-
ния значений параметров ПМП использована 
вычислительная гидродинамика, применение 
которой требует больших вычислительных 
мощностей, а также связано с принятием не-
которых допущений при моделировании, ко-
торые влияют на достоверность получаемых 
результатов. Несмотря на отмеченные недо-
статки, данный подход является наиболее 
эффективным при условии, что применяемая 
модель ПМП адекватно его описывает.

В упомянутых выше и других подобных 
работах ставятся и решаются задачи опреде-
ления одного конкретного параметра, либо 
представлены результаты однократного про-
счета фиксированной конструкции аппарата 
и мешалки, иными словами задача оптимиза-
ции комплекса конструктивных и режимных 
параметров МПУ не рассматривается. 

В представленном нами исследовании за-
дача решается посредством применения ал-
горитма оптимизации основанного на методе 
перебора.

Помимо применения CFD на данный мо-
мент начинает развиваться новое направле-
ние в исследования ПМП, а именно примене-
ние нейронных сетей для прогнозирования 
и определения целевых показателей готовой 
продукции.

Представителм данного направления яв-
ляются Микито Кониси, Масанобу Инубуси и 
Сусуму Гото [17]. В его работах описана тре-
нировка нейронной сети с целью обучения ее 
возможностям прогнозирования конечного 
состояния целевого продукта на основе име-
ющихся входных данных. 

Данный подход очень интересен с точки 
зрения реализации, однако при этом точность 
получаемых результатов сильно зависит от 
достоверности полученных статистических 
данных, на которые нейронная сеть должна 
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ориентироваться. Как известно, для получе-
ния этих данных необходимо проводить до-
статочно сложные эксперименты. В статье 
[18] наглядно проиллюстрирована сложность 
организации подобного физического экспери-
мента, который необходимо производить для 
получения значений с заданной точностью.

2. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Для расчета конструктивных и режимных 
параметров МПУ использована модель кине-
тики ПМП (1)–(22) [8].

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
L L L L

L R

uu u u uu u
t l r r

ϕ

ϕ

 
2 2

2 2

1 1∂ ∂ ∂ ∂
= − + + + +∂ ∂ ∂ ∂

L L L LP u u uv
l l r r rρ

( ) ( )
2

2
2 2

1 1 1∂ ∂ ∂ ′ ′ ′+ + − + − + ∂ ∂ ∂
L

L L R
u u ru u

r l r r
ρ ρ

ϕ ρ

 ( )1 ,∂ ′ ′+ − ∂ 
Lu u

r ϕρ
ϕ

 (1)

 
2∂ ∂ ∂ ∂

+ + + − =
∂ ∂ ∂ ∂

R R R R
L R

u uu u u uu u
t l r r r

ϕ ϕ

ϕ

 
2 2

2 2

1 1∂ ∂ ∂ ∂
= − + + + +∂ ∂ ∂ ∂

R R R R
R

P u u uF v
r l r r rρ

 
2

2 2 2 2

1 2 ∂ ∂
+ − − +∂ ∂ 

R R uu u
r r r

ϕ

ϕ ϕ

 ( ) ( )21 1∂ ∂ ′ ′ ′+ − + − +∂ ∂
L R Ru u ru

l r r
ρ ρ

ρ

 ( ) ( )21 1 ,∂ ′ ′ ′+ − + − ∂ 
Ru u u

r rϕ ϕρ ρ
ϕ

 (2)

 
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

R
L R

u u u u u u u
u u

t l r r r
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ

 
2 2

2 2

1 1∂ ∂ ∂ ∂
= − + + + +∂ ∂ ∂ ∂

P u u u
F v

r l r r r
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ρ ϕ

 
2

2 2 2 2

1 2 ∂ ∂
+ − + ∂ ∂ 

Ru u u
r r r

ϕ ϕ

ϕ ϕ

 ( ) ( )1 ∂ ∂ ′ ′ ′ ′+ − + − +∂ ∂
L Ru u u u

l rϕ ϕρ ρ
ρ

 ( ) ( )21 2 ,∂ ′ ′ ′+ − + − ∂ 
Ru u u

r rϕρ ρ
ϕ

 (3)

 ( ) ( ) ( )1 0,∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂L Rru ru ru
l r r ϕϕ

 (4)

где ,Lu  ,Ru  uϕ — осредненные значения состав-
ляющих вектора скорости, м/с; ,′Lu  ,′Ru  ′uϕ  — 
пульсационные составляющие вектора ско-
рости, м/с; t  — время, с; l  — уровень жидко-
сти в аппарате, м; r — радиус емкости, м; ϕ  — 
полярный угол, град; ν  — кинематическая 
вязкость, м2/с; ρ — плотность жидкости, кг/м3; 

,LP  ,RP  Pϕ  — гидродинамическое давление, 
Па; ,LF  ,RF  Fϕ  — массовые силы, Н.
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где g  — ускорение свободного падения, м/с2.
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так как рассматривается однородная гомо-
генная жидкость, в которой не происходит 
процесса осаждения или расслоения.
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где R  — радиус-вектор точки в рассматрива-
емой системе координат.
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где .Päâ  — мощность электродвигателя ме-
шалки, Вт:
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где NAK  — аналитический коэффициент 
мощности; n  — частота вращения мешалки, 
об/мин; mD  — диаметр мешалки, м.

В данном конкретном исследовании ис-
пользуется коэффициент NAK  для открытой 
турбинной мешалки:
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где k  — кинетическая энергия, Н; ε  — дисси-
пация энергии; effµ  — эффективная вязкость; 

,ka  aε  — обратные эффективные числа Пранд-
тля для k  и ε  соответственно ( 1.393);= =ka aε  

kG  — турбулентная кинетическая энергия, 
Вт; bG  — кинетическая энергия выталкиваю-
щей силы, Вт; 1 1.42,=C ε  2 1.68,=C ε  3 1=C ε  — 
эмпирические константы [2, 6, 11, 14, 21].
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где 0.0845,=Cµ  0 4.38,=η  0.012=β  — эмпи-
рические константы [2, 6, 10, 13, 18].
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Представленная выше модель (1)–(22) об-
ладает рядом отличий от классической вари-
ации уравнений Навье — Стокса. 

Главное отличие заключается в представ-
лении ее в цилиндрической системе коорди-
нат, что позволило сократить время, затрачи-
ваемое на расчет, а также упростить уравне-
ния массовых сил (8)–(10) и при этом не поте-
рять в точности получаемых результатов. Так-
же используется оригинальный способ фор-
мализации гидродинамического давления 
жидкости (5)–(7) основанный на интеграле 
Бернули. Помимо этого в ней не используется 
эмпирический коэффициент мощности ,NK  а 
предложен его аналог ,NAK  выведенный анали-
тически (12). Более подробное описание дан-
ной системы, а так же анализ ее эффективности 
представлены в литературе [10].

Ввиду того, что рассматривается задача 
условной одномерной оптимизации, то в ка-
честве метода оптимизации параметров МПУ 
выбран метод перебора. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ
И ИХ АНАЛИЗ

Определяющие размеры аппарата, а имен-
но его диаметр tD  и высота ,tH  как правило, 
являются стандартизированными и опреде-
ляются технологическими возможностями 
производства [5, 6], поэтому данные параме-
тры фиксированы:

 0.35=tD  м, (23)
 0.5=tH  м. (24)
Так как частота вращения МПУ является 

одним из определяющих параметров пере-
мешивания, она задается интервалом, харак-
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терным для открытой турбинной мешалки 
[1, 14]:

 [ ]150,350∈n  об/мин, (25)

Помимо частоты вращения, на интенсив-
ность перемешивания влияют конструктив-
ные параметры, см. рис. 1: диаметр mD  ме-
шалки, высота ,mH  ширина mL  и толщина 1S  
ее лопасти, а также количество лопастей .N  
Помимо этого, к конструктивным параме-
трам можно отнести диаметр диска ,dD  его 
толщину 2S  и высоту установки мешалки над 
днищем аппарата .hmh

Диаметр mD  мешалки также задается ин-
тервалом, характерным для открытой тур-
бинной мешалки [1, 14]:

 [ ]0.3 , 0.4∈m t tD D D  м. (26)
Однако не все конструктивные параме-

тры могут свободно изменяться в заданных 
пределах, поэтому применяются следующие 
зависимости, выявленные  в предыдущих ис-
следованиях [9]:

– количество лопастей мешалки 6;=N
– отношение диаметра диска к диаметру 

мешалки 0.8;=mD D
– отношение ширины лопасти к диаметру 

мешалки 0.25;=m mL D
– отношение высоты лопасти к диаметру 

мешалки 0.3;=m mH D
– отношение высоты расположения ме-

шалки над днищем аппарата к высоте уровня 
жидкости в нем 0.3;=hmh l

– отношение толщины лопасти мешалки к 
ее ширине 1 0.1;=mS H

– отношение толщины диска мешалки к ее 
ширине 2 0.1.=mS H

В данном исследовании в качестве рабо-
чей среды используется вода с характеристи-
ками:

– температура — 20 °С;
– плотность — 1027 кг/м3;
– кинематическая вязкость — 1,006⋅10–6 м2/с.
В качестве критерия оптимальности ре-

шения задачи предлагается использовать 
суммарный вектор скорости жидкости в ап-
парате SVSK  [15]:

 2 2 2

1
,

=

= + +∑
z

SVS L R
i

K u u uϕ  (27)

где z  — общее число узловых точек в расчет-
ной модели.

Таким образом, задача оптимизации пара-
метров МПУ с открытой турбинной мешал-
кой формулируется следующим образом: при 
фиксированном диаметре tD  и высоте tH  ап-
парата найти диаметр мешалки mD  и частоту 
ее вращения n, при которых достигается мак-
симально возможное значение ,SVSK  а затра-
ты мощности на перемешивание .Päâ  не пре-
восходят допустимые более, чем на 10 %. 

В формализованном виде задача пред-
ставлена условиями (28)–(30):

 max,→SVSK  (28)
 . min,→Päâ  (29)
 . 1.1 ,≤ ⋅P Päâ äâ.äîï  (30)

где .Päâ.äîï  — допустимое значение мощности 
(~ 1 кВт на 1 м3 рабочего объема).

Перед исследованием с использованием 
алгоритма, основанного на применении ме-
тода перебора, необходимо выбрать шаг пе-
ребора значений параметров mD  и .n  Резуль-
таты тестовых расчетов для различных значе-
ний этих параметров приведены в табл. 1 и 
табл. 2.

По результатам расчетов, приведенным в 
табл. 1, выбрано значение шага перебора па-
раметра n, равное 30 об/мин, т.к. в этом слу-
чае разница между последующим и предыду-
щим значениями критерия SVSK  не превысит 
20 %, что удовлетворяет принятым требова-

Рис. 1. Эскиз открытой турбинной мешалки
[Fig. 1. Sketch of an open turbine agitator]
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ниям к точности решения рассматриваемой 
задачи. Другими словами, рекомендуется про-
водить 7 расчетов с шагом 30 об/мин: 150, 180, 
210, 240, 270, 300 и 330 об/мин, а так же еще 
один расчет для верхней границы рассматри-
ваемой области (350 об/мин). В результате 
расчет производиться в 8 точках (31).

Таким же образом, на основании результа-
тов расчетов, приведенных в табл. 2, шаг пере-
бора параметра mD  выбран равным 0,01 м. 
т. е. для диаметра мешалки будет проведен 
расчет в 4 точках (32): 0,11; 0,12; 0,13 и 0,14 м.

Таблица 1. Результаты расчетов частоты 
вращения мешалки при фиксированном 

значении ее  диаметра 
[Table 1.The results of calculations of the rotation 

speed at a fixed value of the diameter 
of the stirrers]

№ 
п/п

Частота 
вращения 
мешалки 
n, об/мин

Диаметр 
мешалки 

mD , м

Значение 
суммарного 

вектора 
скорости 

SVSK , м/с
1 150

0,14

62186
2 160 64765
3 170 69172
4 180 74761
5 190 75005
6 200 76232
7 210 81380
8 220 84003
9 230 87313

10 240 94971
11 250 98845
12 260 100535
13 270 103569
14 280 108366
15 290 108506
16 300 117755
17 310 121992
18 320 122966
19 330 129849
20 340 131585
21 350 134846

Как видно, использование алгоритма ос-
нованного на методе перебора, см. рис. 2, 
потребует реализации 32 расчетов (33), на 
каждый из которых в среднем затрачивается 
2 часа машинного времени, т. е. на решение 
задачи затрачивается порядка 65 часов.

 8,=i  (31)
 4,=j  (32)
 32.⋅ =i j  (33)
Отметим, что применение метода перебо-

ра дает возможность нахождения глобально-
го экстремума целевой функции при обосно-
ванном выборе диапазонов рассматриваемых 
значений параметров задачи и величины шага 
перебора значений каждого из параметров.

Таблица 2. Результаты расчетов  диаметра 
мешалки при фиксированном значении 

скорости вращения
[Table 2.Results of calculations of the diameter 

of the stirrer at a fixed value of the rotation speed]

№ 
п/п

Частота 
вращения 
мешалки 
n, об/мин

Диаметр 
мешалки 

mD , м

Значение 
суммарного 

вектора 
скорости 

SVSK , м/с
1

250

0,110 59 273
2 0,115 65 026
3 0,120 69 734
4 0,125 75 272
5 0,130 82 041
6 0,135 92 123
7 0,140 98845

Однако применение этого подхода при по-
вышенных требованиях к точности решения 
может потребовать весьма значительных за-
трат времени: при использовании стандарт-
ного ПК поиск экстремума критерия (28) для 
реального объекта может занять в среднем 
15–20 суток. Эта проблема решается исполь-
зованием мощного ПК или удалённых да-
та-центров, но оба этих варианта ускорения 
расчетов требуют дополнительных, иногда 
значительных, финансовых затрат.

Представленный в исследовании алго-
ритм оптимизации (рис. 2), основанный на 
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Рис. 2. Схема работы проблемно-ориентированной системы управления и оптимизации
[Fig. 2. Scheme of operation of problem-oriented control and optimization system]
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методе перебора, является неотъемлемой ча-
стью разработанной ранее системы по расче-
ту конструктивных параметров и режимов 
функционирования МПУ, более подробное 
описание данной системы и ее ключевые осо-
бенности представлены в литературе [15]. 
Произвести достоверные сравнения пред-
ставленной СУиО (1)–(30) с другими подоб-
ными системами не представляет возможно-
сти по причине того, что в аналогичных про-
дуктах отсутствуют алгоритмы оптимизации 
как базовый инструмент, а так же в общедо-
ступных источниках и сети интернет не было 
обнаружено СУиО МПУ или любого другого 
аналогичного продукта. 

Предложенный алгоритм решения по-
ставленной задачи и соответствующий ал-
горитм взаимодействия информационных 
потоков в СУиО применим и к задачам про-
ектирования других технически сложных 
объектов, математическое описание которых 
включает системы дифференциальных урав-
нений с частными производными.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

На примере задачи оптимизации пара-
метров открытой турбинной мешалки было 
проиллюстрировано применение  разрабо-
танной СУиО для задач оптимизации слож-
ных технических объектов и в частности для 
расчета конструктивных и режимных пара-
метров аппаратов с МПУ.

Дальнейшее развитие данной тематики 
позволит создать прикладное программное 
обеспечение, которое повысит эффектив-
ность и качественные показатели выпуска-
емой продукции и оборудования, а также 
снизит финансовые затраты на действующих 
предприятиях.
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Annotation. The article presents the results of solving the problem of optimizing the operating 
and design parameters of mechanical mixing devices of vertical capacitive apparatuses using an 
algorithm, that guarantees an optimal solution to the problem with minimal time. The algorithm 
is developed on the basis of the brute force method implemented using the Python programming 
language and the SciPy library, which is designed to perform scientific and engineering calcula-
tions. A block diagram and a step-by-step implementation of the developed algorithm are pre-
sented. The evaluation of the performance was carried out by the example of solving the problem 
of determining the design and operating parameters of an open turbine agitator installed in a 
vertical capacitive apparatus with an elliptical bottom, which provide maximum mixing intensity.
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