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Аннотация. Предложен комбинированный метод для прогнозирования температурных 
полей атмосферы, на основе статистических данных реанализа параметров атмосфе-
ры. Первой составляющей метода является получение МНК-оценок параметров конеч-
но-разностной схемы Кранка — Николсон. Однако, эти оценки оказываются смещенны-
ми в силу наличия ошибок в регрессорах. С целью уменьшения указанного смещения 
в качестве второй составляющей метода применяется расширенный фильтр Калмана. 
С помощью найденных оценок параметров, подставленных в конечно-разностную схе-
му Кранка — Николсон, прогнозировались значения температуры во внутренних узлах 
по тестовой части выборки. Приводится натурный вычислительный эксперимент, под-
тверждающий эффективность предложенной методики, на основе данных временных ря-
дов температур атмосферы, полученных из системы NCEP/DOE AMIP II Reanalysis. Про-
веденные исследования показали, что на качество оценок параметров моделей в форме 
дифференциальных уравнений параболического типа существенное влияние оказывает 
выбор типа разностной аппроксимации; качество оценок повышается при использова-
нии устойчивых конечно-разностных схем и повышении их порядка. Разработанная в 
результате исследований комбинация МНК и расширенного фильтра Калмана с моделью 
эволюции на основе конечно-разностной схемы Кранка — Николсон, обеспечивает по-
вышение точности прогноза изменения температурных полей атмосферы в среднем на 
38 %. Полученные математические модели температурных полей атмосферы могут быть 
использованы при исследовании метеорологической обстановки, определяющей безо-
пасность полетов авиации.
Ключевые слова: оценка параметров, МНК, конечно-разностная схема Кранка — Никол-
сон, расширенный фильтр Калмана.
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ВВЕДЕНИЕ

Модельные исследования метеорологиче-
ских процессов необходимая компонента в 
системах прогнозирования и учета погодных 
явлений в различных практических областях: 
авиации, сельскохозяйственном производ-
стве и др. Моделирование поведения темпера-
турных полей в атмосфере — важная состав-
ляющая этих исследований. При этом широко 
используются модели, представленные диф-
ференциальными уравнениями параболиче-

ского типа, например, модели конвективной 
диффузии. Диффузия и адвекция — основ-
ные факторы, определяющие динамику тем-
пературных полей в атмосфере на заданных 
изобарических поверхностях. При заданной 
структуре модели возникает необходимость 
в оценке ее параметров, т. е. возникает задача 
параметрической идентификации. Несмотря 
на значительное количество исследований, 
проведённых в области параметрической 
идентификации моделей температурных по-
лей атмосферы [1–5], исследования в этой об-
ласти являются актуальными и по сей день. 
При этом практически все известные работы 
основаны на статистических методах исследо-
ваний [6–10], позволяющих получать стати-
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стические оценки истинных значений пара-
метров моделей реальных динамических объ-
ектов или явлений. Однако, не всегда качество 
полученных оценок удовлетворяет требова-
ниям приложений, в частности, в метеороло-
гических задачах, работающих с той или иной 
математической моделью, особенно в услови-
ях сильной зашумленности наблюдаемых пе-
ременных. В этой связи актуальной остается 
задача повышения качества оценок параме-
тров модели при ее заданной структуре.

В настоящем исследовании для прогно-
зирования температурных полей атмосфе-
ры предлагается комбинация расширенно-
го фильтра Калмана и МНК, служащего для 
оценки начальной точки рекурсивных вычис-
лений. При этом предполагается, что каче-
ство оценивания параметров расширенным 
фильтром Калмана будет зависеть от выбора 
его важнейших компонент: типа конечно-раз-
ностной схемы аппроксимации исходного 
дифференциального уравнения и начального 
приближения оценки параметров.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Продолжая исследования, начатые в [11–
14], рассмотрим простейшую модель, описы-
вающую поведение поля температур на задан-
ной изобарической поверхности, ей является 
двумерное уравнение диффузии-адвекции:
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где 1,D  2D  — коэффициенты диффузии, 1,v  
2v  — компоненты вектора скорости адвек-

ции, 1l  — широта, 2l  — долгота. 
Задача заключается в идентификации не-

известных параметров 1,D  2 ,D  1,v  2v  уравне-
ния (1) по наблюдаемым данным с целью 
дальнейшего прогноза значений температу-
ры при имеющихся начальном и краевых ус-
ловиях.

2. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Для решения задачи идентификации мож-
но использовать комбинацию МНК-оценок и 
расширенного фильтра Калмана. МНК-оцен-

ки дают начальную точку в пространстве по-
иска для реализации рекурсивного алгорит-
ма Калмана. 

2.1. Метод наименьших квадратов

Для решения поставленной задачи составим 
явную разностную схему для уравнения (1):
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где ∆t  — шаг по времени, 1∆l  — шаг по ши-
роте, 2∆l  — шаг по долготе. Обозначим 
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Приводя подобные, уравнения (2) можно 
переписать в виде:

 
3

1

1
, 1 1,

1 2 , 1,

, 1 ,

3

2 4 2 4 1

( )

(1 2 2 ) ( )

( ) ( ) .

+
−

+

− +

= + +

+ − − + − +

+ + + −

k k
i j i j

k k
i j i j

k k
i j i j

x x

x x

x x

θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ

θ  (3)

Обозначим 1 1 3,= +a θ θ  2 1 21 2 2 ,−= −a θ θ  
13 3,= −a θ θ  24 4 ,= +a θ θ  25 4.= −a θ θ  Получим 

систему уравнений
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относительно неизвестных 1,a  2 ,a  3,a  4 ,a  5.a  
Переходя к наблюдаемым значениям , ,k

i jy  
получим МНК-оценки 1ˆ ,a  2ˆ ,a  3ˆ ,a  4ˆ ,a  5â  па-
раметров 1,a  2 ,a  3,a  4 ,a  5 ,a  минимизируя
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Далее, решая систему уравнений
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относительно неизвестных 1̂,θ  2̂ ,θ  3̂ ,θ  4̂ ,θ  на-
ходим:
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и затем оценки исходных параметров 1,D  2 ,D  
1,v  2:v
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Оценки 1ˆ ,a  2ˆ ,a  3ˆ ,a  4ˆ ,a  5â  будут смещен-
ными, как показано в главе 1, из-за наличия 
ошибок в регрессорах и, как следствие, будут 
смещенными оценки 1

ˆ ,D  2
ˆ ,D  1̂,v  2ˆ .v

2.2. По явной разностной схеме

Уравнение (3) можно переписать в виде:
 1

, 1 2 ,

1, 1, , 1 , 1

(1 2 )

( )( , , , ) , 0, , 1,

2+

− + − +

= − +

+ = −

−



k k
i j i j

k k k k T
i j i j i j i j

x x

x x x x k n

θ θ

Γ θ
 

где 1 3 1 3 2 4 2 4( , , ,( .) )= + − + −θ θ θ θ θ θ θ θΓ θ  Тогда 
рассматриваемая линейная динамическая мо-
дель может быть записана в пространстве со-
стояний следующим образом:
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Поскольку θ  — постоянный вектор, впол-

не естественно положить
 1 , ., 0 , 1+ = = … −k k k nθ θ   (6)
Тогда система (5) вместе с предположени-

ем (6) может быть переформулирована как 
нелинейная модель:
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Теперь расширенный фильтр Калмана мо-
жет быть применен для оценки вектора со-

стояния, содержащего kθ  в качестве своих 
компонент. Алгоритм расширенного фильтра 
Калмана в этом случае выглядит следующим 
образом [15]:
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Здесь σ̂  — оценка стандартного отклоне-

ния σ  погрешностей наблюдений , ,k
i jε  

2
4

ˆ ˆ=Q Iσ  — оценка ковариационной матрицы 
шума процесса, 4I  — единичная матрица раз-
мера 4 4.×  

В качестве итоговой оценки вектора пара-
метров θ  можно использовать последнее зна-
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чение оценки |ˆ ˆ ,= n nθ θ  полученное при .=k n  
Тогда вектор оценок исходных параметров 

1,D  2 ,D  1,v  2v  имеет вид
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2.3. По неявной разностной схеме

Составим неявную разностную схему для 
уравнения (1):
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нения (7) можно переписать в виде:

 

1 1
1 1, 1 2 ,

1 1
1, , 1

3

3 1 2

1
, ,

4

2 14

( ) (1 2 2 )

( ) ( )

( ) .

+ +
−

+ +
+ −

+
+

− + + + + +

+ − − + +

+ − =

k k
i j i j

k k
i j i j

k k
i j i j

x x

x x

x x

θ θ θ

θ θ θ θ

θ

θ

θ
Или в виде:

1
1 2 , ,

1 1 1 1
1, 1, , 1 , 1

(1 2 2 )

( )( , , , ) , 0, , 1,

+

+ + + +
− + − +

+ + = +

+ = −

k k
i j i j

k k k k T
i j i j i j i j

x x

x x x x k n

θθ

θΓ
(8)
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Разделим левую и правую части уравне-
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Поскольку θ  — постоянный вектор, впол-

не естественно положить

 1 , ., 0 , 1+ = = … −k k k nθ θ   (10)
Тогда система (9) вместе с предположени-

ем (10) может быть переформулирована как 
нелинейная модель:
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Теперь расширенный фильтр Калмана мо-
жет быть применен для оценки вектора со-
стояния, содержащего kθ  в качестве своих 
компонент. Алгоритм расширенного фильтра 
Калмана в этом случае выглядит следующим 
образом:
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Здесь σ̂  — оценка стандартного отклонения 
σ  погрешностей наблюдений , ,k

i jε  2
4

ˆ ˆ=Q Iσ  — 
оценка ковариационной матрицы шума про-
цесса, 4I  — единичная матрица размера 4 4.×

В качестве итоговой оценки вектора пара-
метров θ  можно использовать последнее зна-
чение оценки |ˆ ˆ ,= n nθ θ  полученное при .=k n  
Тогда вектор оценок исходных параметров 
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2.4. По схеме Кранка — Николсон
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Разделим левую и правую части уравне-
ний (12) на 1 21 2 2 .+ + θθ  Тогда рассматривае-
мая нами линейная динамическая модель мо-
жет быть записана в пространстве состояний 
следующим образом:

   
1 1 2

, ,
1 2 1 2

, , ,

1 2 2 ( )( ) ,
1 2222 1

,

+ − − +
= + + + + +

 = +

uk k
k k
i j i j

k k k
i j i j i j

x x

y x

θ θ
θ θ
ε

θ θ
θΓ ε

 (13)

где вектор управляющих воздействий имеет 
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и шум процесса имеет вид
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Поскольку θ  — постоянный вектор, впол-
не естественно положить

 1 , ., 0 , 1+ = = … −k k k nθ θ   (14)
Тогда система (13) вместе с предположе-

нием (14) может быть переформулирована 
как нелинейная модель:
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Теперь расширенный фильтр Калмана мо-

жет быть применен для оценки вектора со-
стояния, содержащего kθ  в качестве своих 
компонент. Алгоритм расширенного фильтра 
Калмана в этом случае строится аналогично 
алгоритму расширенного фильтра Калмана, 
построенного по неявной разностной схеме.

В качестве итоговой оценки вектора пара-
метров θ  можно использовать последнее зна-
чение оценки |ˆ ˆ ,= n nθ θ  полученное при .=k n  
Тогда вектор оценок исходных параметров 

1,D  2 ,D  1,v  2v  имеет вид
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3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Для экспериментальной апробации пред-
ложенных методов использовались статисти-
ческие данные реанализа параметров атмос-
феры за 2020 год [16], приведенные к среднесу-
точным значениям. Рассматривались процес-
сы изменения температуры на поверхности 
300 ГПа в узлах регулярной сетки от 0 до 180° 
восточной долготы и от 40 до 70° северной ши-

роты с шагом 2,5°. Исходная выборка, состоя-
щая из 366 слоев, была разбита на обучающую 
(первые 256 слоев) и оставшуюся тестовую ча-
сти. Сначала по обучающей части выборки для 
каждого внутреннего узла сетки ( , )i j  были 
найдены оценки значений параметров 1,D  

2 ,D  1,v  2v  уравнения диффузии-адвекции (1) 
четырьмя методами: МНК, комбинацией МНК 
с расширенным фильтром Калмана, построен-
ным по явной разностной схеме (МНК-ЯФК), 
комбинацией МНК с расширенным фильтром 
Калмана, построенным по неявной разност-
ной схеме (МНК-НФК) и комбинацией МНК с 
расширенным фильтром Калмана, построен-
ным по схеме Кранка — Николсон (МНК-КН-
ФК), используя значения температуры в пяти 
узлах. Затем с помощью найденных оценок па-
раметров, подставленных в разностную схему 
Кранка — Николсон, прогнозировались значе-
ния температуры во внутренних узлах по те-
стовой части выборки. Далее для последнего 
слоя, соответствующего последнему дню в 
году, прогнозные значения температуры срав-
нивались с наблюдаемыми значениями.

В качестве показателя эффективности каж-
дого метода использовался коэффициент де-
терминации:
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где 365 365
, ,ˆ,i j i jy y  — наблюдаемые и расчетные 

значения температуры на последнем слое со-
ответственно, y  — среднее значение темпе-
ратуры на последнем слое.

Для сравнения фактических и прогнозных 
значений использовался также показатель 
процентной погрешности прогноза MAPE:
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Результаты работы МНК, МНК-ЯФК, 
МНК-НФК, МНК-КНФК в табл. 1.

Результаты сравнения методов, представ-
ленные в табл. 1, показывают очевидное пре-
восходство комбинации МНК и расширенно-
го фильтра Калмана, построенного по схеме 
Кранка — Николсон.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Комбинирование МНК-оценок и расши-
ренного фильтра Калмана с моделью эволю-
ции на основе разностной схемы Кранка — 
Николсон, как показывают результаты прове-
денных исследований представленных в табл. 
1, существенно повышает точность прогно-
зирования температурных полей в среднем на 
38 % за счет рационального выбора начально-
го приближения (в виде смещенных МНК-о-
ценок) рекурсивной процедуры оценивания 
параметров алгоритма расширенного филь-
тра Калмана. Полученные в ходе исследова-
ния математические модели температурных 
полей атмосферы могут быть использованы 
при исследовании метеорологической обста-
новки, определяющей безопасность полетов 
авиации.
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second component of the method. Using the found parameter estimates, substituted into the 
Crank-Nicholson finite-difference scheme, the temperature values at the internal nodes were 
predicted from the test part of the sample. A full-scale computational experiment is presented, 
confirming the effectiveness of the proposed method, based on the data of time series of atmos-
pheric temperatures obtained from the NCEP/DOE AMIP II Reanalysis system. The conducted 
studies have shown that the quality of model parameter estimates in the form of parabolic differ-
ential equations is significantly affected by the choice of the type of difference approximation; the 
quality of the estimates improves when stable finite difference schemes are used and their order 
is increased. The combination of LSM and the extended Kalman filter with an evolution model 
based on the Crank-Nicolson finite-difference scheme developed as a result of research provides 
an increase in the accuracy of forecasting changes in atmospheric temperature fields by an aver-
age of 38%. The obtained mathematical models of temperature fields of the atmosphere can be 
used in the study of the meteorological situation, which determines the safety of aviation flights.
Keywords: parameter estimation, LSM, Crank-Nicholson difference scheme, extended Kalman 
filter.
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