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Аннотация. Рассматривается задача построения опережающих индикаторов экономиче-
ских процессов. Такие индикаторы предоставляют информацию о начале трендов, кото-
рые еще явно себя не проявили. Научная новизна исследования, проведенного в данной 
статье, состоит в том, что задача построения опережающих индикаторов сводится к за-
даче автоматического прогнозирования некоторого класса сигналов, т. е. к задаче синтеза 
автоматического прогнозатора некоторого класса сигналов. Задачи синтеза автоматиче-
ских прогнозаторов возникают как в теории автоматического управления, так и в различ-
ных приложениях, где требуется получить прогноз по наблюдаемой реализации. Класс 
рассматриваемых в статье сигналов достаточно широкий. Синтез автоматических про-
гнозаторов осуществляется с помощью дифференцирующих устройств: для решения по-
ставленной задачи используется разложение экспоненциальной передаточной функции 
в ряд Бурмана — Лагранжа по степеням передаточной функции реализуемого дифферен-
цирующего звена. Аппроксимируемая передаточная функция является трансцендентной 
и бесконечномерной. Разложение в ряд Бурмана — Лагранжа позволяет осуществить 
регуляризацию некорректной задачи. Точность прогнозирования может быть увеличена 
за счет параметра регуляризации, а также за счет увеличения числа членов ряда Бурма-
на — Лагранжа. Приводятся результаты моделирования опережающего индикатора, по-
строенного с помощью автоматического прогнозатора. Сравнение построенного в статье 
опережающего индикатора с широко применяемыми на практике индикаторами, постро-
енными на основе фильтра Калмана и фильтра Савицкого — Голея, показывает хорошую 
точность прогнозирования тренда экономического процесса. Предложенный метод по-
строения опережающих индикаторов может быть применен для прогнозирования эконо-
мических процессов, для принятия обоснованных инвестиционных решений и своевре-
менного проведения ребалансинга инвестиционного портфеля.
Ключевые слова: опережающий индикатор, дифференциатор, автоматический прогноза-
тор, класс сигналов, передаточная функция, ряд Бурмана — Лагранжа.
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ВВЕДЕНИЕ

Фондовый рынок не статичен, на нем про-
исходят периоды роста и спада. Такие коле-
бания оказывают влияние и на глобальные 
тренды различных финансовых инструмен-

тов. Однако продолжительность периодов 
роста или падения не одинакова, поэтому 
для того, чтобы определить тенденцию, не-
обходимо уметь использовать различные 
экономические индикаторы. В данной статье 
рассматривается применение опережающих 
индикаторов.

Такие индикаторы предоставляют инфор-
мацию о начале трендов, которые еще явно 
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себя не проявили. Опережающие индикато-
ры могут использоваться для прогнозирова-
ния экономических процессов, для принятия 
обоснованных инвестиционных решений и 
своевременного проведения ребалансировки 
инвестиционного портфеля. Очевидно, что 
для построения опережающих индикаторов 
требуется определение в настоящем будущей 
тенденции. Это, в свою очередь, приводит к 
необходимости прогнозирования экономи-
ческих процессов.

Как известно, любые процессы характе-
ризуются некоторыми параметрами. В связи 
с этим во многих областях возникают задачи 
прогнозирования параметров: прогнозирова-
ние цены на какой-либо финансовый инстру-
мент, прогнозирование числа заболевших 
определенной болезнью, прогнозирование 
температуры воздуха или количества осадков 
и т. д. Один из подходов к решению таких за-
дач основан на построении математических 
моделей соответствующих процессов. На-
пример, с помощью математических моделей 
физических процессов в атмосфере и океане 
были разработаны гидродинамические мето-
ды прогноза погоды [1]. Однако такой подход 
требует описания сложных математических 
моделей, а также знания параметров, харак-
теризующих рассматриваемое явление или 
процесс. Эти трудности существенно ограни-
чивают применение описываемого подхода. 
В прикладных исследованиях нередко воз-
никают ситуации, когда математическое мо-
делирование, основанное на использовании 
точных законов, оказывается затруднитель-
ным, но в распоряжении исследователей ока-
зывается результат наблюдений параметров 
исследуемого процесса или явления. В этих 
случаях для решения задач прогнозирования 
могут быть использованы методы, основан-
ные на анализе наблюдаемых параметров.

В настоящее время для выделения тен-
денций и построение прогнозов на фондо-
вом рынке широкое распространение полу-
чили опережающие индикаторы, построен-
ные на основе фильтров Савицкого — Голея 
и Калмана.

Фильтры Савицкого — Голея [2] осущест-
вляют полиномиальную аппроксимацию 

отрезков входного сигнала по критерию ми-
нимума квадратической ошибки. Фильтры 
Савицкого — Голея лучше сохраняют высоко-
частотные компоненты сигнала, однако обе-
спечивают худшее подавление шума по срав-
нению с обычными рекурсивными фильтра-
ми. Фильтр Калмана [3] предназначен для ре-
курсивного дооценивания вектора состояния 
априорно известной динамической системы, 
то есть для расчёта текущего состояния си-
стемы необходимо знать текущее измерение, 
а также предыдущее состояние самого филь-
тра. Алгоритм работает в два этапа. На этапе 
прогнозирования фильтр Калмана экстра-
полирует значения переменных состояния, а 
также их неопределённости. На втором этапе 
по данным измерения результат экстраполя-
ции уточняется. Благодаря пошаговой приро-
де алгоритма он может в реальном времени 
отслеживать состояние объекта.

В данной статье для прогнозирования 
экономических процессов и построения эко-
номических индикаторов применяется ме-
тод синтеза автоматических прогнозаторов, 
основанный на применении автоматических 
дифференциаторов широкого класса сигна-
лов [4].

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Экономические процессы или явления в 
произвольный момент времени характеризу-
ются некоторыми параметрами. Как правило, 
процесс характеризуется конечным числом 
параметров, зависящих только от времени. 
Такие процессы описываются конечным чис-
лом обыкновенных дифференциальных, ин-
тегральных, дифференциально-разностных 
либо разностных уравнений. Будем в дальней-
шем предполагать, что исследуемый процесс 

[ ): 0, .mg C +∞ →

Опережающий индикатор должен сохра-
нять тенденцию развития экономического 
процесса ( )g t  и обеспечивать подавление 
шума, т. е. опережающий индикатор должен 
осуществлять сглаживание сигнала ( )g t  с 
минимальной задержкой. Для этого рассмо-
трим задачу построения автоматического 
устройства прогнозирования (прогнозатора), 



7ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, № 4

Построение опережающих индикаторов с помощью дифференциаторов

который должен находить значение ( )g t τ+  
по известным значениям произвольного сиг-
нала ( ),g t  где [ ]0, ,t T∈  0τ >  — время упреж-
дения [5]. Следует отметить, что прогнозатор 
должен осуществлять автоматическое про-
гнозирование произвольного, заранее неиз-
вестного сигнала ( ).g t

2. МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Для решения поставленной задачи рас-
смотрим разложение сигнала ( )g t τ+  в ряд 
Тейлора в окрестности точки :t

 
( )

0

( )( ) ( ).
!

k km

m
k

g tg t t
k

ττ δ
=

+ = +∑  (1)

Здесь ( )m tδ  — остаточный член ряда Тейлора.
Применим к равенству (1) преобразова-

ние Лапласа. Тогда, учитывая свойства пре-
образования Лапласа, получаем следующее 
равенство в комплексной области:
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Здесь ( )G p  — изображение по Лапласу сиг-
нала ( );g t  0, ( )kG p  — алгебраический многоч-
лен аргумента ,p  коэффициенты которого 
определяются значениями ( ) (0),ig  0, , 1,i k= −  
при этом 0,0 ( ) 0;G p ≡  ( )m p∆  — изображение 
по Лапласу ( ),m tδ
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0C  — некоторый замкнутый контур, лежа-
щий в   и содержащий точки p  и 0.

Таким образом, для осуществления авто-
матического прогноза произвольного сигна-
ла требуется реализовать передаточную 
функцию трансцендентного бесконечномер-
ного объекта .peτ

Для решения поставленной задачи про-
гнозирования сигнала ( ),g t  как отмечалось 
выше, требуется реализовать передаточную 
функцию .( ) pp eτΨ =  Так как эта функция яв-
ляется бесконечномерной и трансцендент-
ной, то осуществить непосредственно эту ре-
ализацию не получится. Другой способ реа-
лизации может быть связан с аппроксимаци-

ей функции ( ) pp eτΨ =  отрезком ряда Тейло-
ра. Но и этот подход не позволяет решить за-
дачу, так как разложение peτ  по степеням p 
приводит к необходимости реализации иде-
ального дифференцирующего звена с переда-
точной функцией ( ) ,W p p=  что, как извест-
но, неосуществимо [6]. Однако если рассмо-
треть разложение ( ) pp eτΨ =  в ряд Бурмана — 
Лагранжа по степеням дробно-рациональных 
выражений, то задача может быть решена. 
Итак, рассмотрим аппроксимацию переда-
точной функции с помощью дробно-рацио-
нальных выражений. С этой целью будем ис-
пользовать ряды Бурмана — Лагранжа — по-
лезное для приложений обобщение рядов 
Тейлора. Ряды Бурмана — Лагранжа [7, 8] по-
лучаются при разложении одной аналитиче-
ской функции ( )pΨ  по степеням другой ана-
литической функции ( ):w p

 
0

( ) ( ) ( , ).
m

n
n m

n
p d w p p a

=

Ψ = + ∆∑  (4)

Формулы для коэффициентов ряда Бурма-
на — Лагранжа [7, 8] имеют следующий вид:
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При 1n ≥  формулы (5) можно предста-
вить следующим образом: 
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∫
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Формулы (5) и (9) для коэффициентов 
ряда Бурмана — Лагранжа получены при 
предположении, что ( )pΨ  и ( )w p  правиль-
ны в некоторой точке ,a  т. е. существуют и 
конечны пределы lim ( )

p a
p

→
Ψ  и lim ( ),

p a
w p

→
 при-

чем ( )w p  имеет в точке a  нуль первого по-
рядка. Замкнутый контур ,C  ограничиваю-
щий некоторую область ,D  выбирается так, 
чтобы D  содержала точку ,a  обе функции 
были правильны в D D C= ∪  и чтобы ( )w p  
принимала свои значения лишь один раз. От-
метим, что если ( ) 0,w a ≠  то функцию ( )pΨ  
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можно раскладывать в ряд по степеням функ-
ции 1( ) ( ) .w p w p a= −

Выражение для остаточного члена ряда 
Бурмана — Лагранжа имеет вид

 
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1

1
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2

.

m

m

m
C
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z w z dz
w z w z w p

π

+

′

+

∆ = ×

Ψ
×

−∫
 (7)

Рассмотрим далее разложение функции 
( ) pp eτΨ =  по степеням ( ) ,

1
pw p

pµ
=

+
 0,µ ≥  

при 0.a =  Тогда

 
0

.
( 1)

k
p

k k
k

pe
p

τ α
µ

∞

=

=
+∑  (8)

Имеем 0 (0) 1.α = Ψ =  По формуле (6), при-
меняя формулу Лейбница дифференцирова-
ния произведения двух функций, после эле-
ментарных преобразований получаем
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1
0
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k
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где 1
( 1)! ,

!( 1)!
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k

kC
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− −
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k
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k i
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−

 Нетрудно 

проверить, что при 0µ =  коэффициенты ря-
дов Тейлора и Бурмана — Лагранжа совпада-
ют. При 0µ >  получаем реализуемое разло-
жение ( ) pp eτΨ =  по степеням ( ) .

1
pw p

pµ
=

+
 

В этом случае µ  можно рассматривать как 
параметр регуляризации, применяемый для 
решения некорректных задач [9]. С помощью 
ряда (2) найдем передаточную функцию авто-
матического прогнозатора [10]. С этой целью 
представим разложение (9) в следующем виде:

 
( )

( )
0

.
1

kN
p

k Nk
k

pe p
p

τ α
µ=

= + ∆
+

∑  

где ( )N p∆  — остаточный член ряда Бурмана — 
Лагранжа при ( ) ,

1
pw p

pµ
=

+
 0µ ≥  и 0a =  

функции .peτ  Можно показать, что в любом 
круге | |p R≤  имеет место равенство

 lim ( ) 0.NN
p

→∞
∆ =  (10)

Поэтому передаточную функцию прогно-
затора рассмотрим в виде

 
0

( ) .
( 1)

kN

N k k
k

pW p
p

α
µ=

=
+∑  (11)

В силу (10) при N →∞  имеем ( ) p
NW p eτ→  

для всех | | ,p R≤  то есть точность прогноза 
будет повышаться с увеличением числа чле-
нов ряда Бурмана — Лагранжа.

С помощью автоматического прогнозато-
ра осуществим построение опережающего 
индикатора для процесса ( ).g t  Для этого в ка-
честве T  следует выбирать ширину окна или 
период сглаживания, а прогноз осуществлять 
на τ  шагов.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

На рис. 1–4 представлены результаты мо-
делирования прогнозатора (11) при 0,01,µ =  

1τ =  и 3.N =

Рис. 1. Амплитудная фазо-частотная 
характеристика прогнозатора

[Fig. 1. Amplitude phase-frequency response 
of the predictor]

Рис. 2. Амплитудно-частотная 
характеристика прогнозатора

[Fig. 2. Amplitude phase-frequency response 
of the predictor]

Рис. 3. Фазо-частотная характеристика 
прогнозатора

[Fig. 3. Phase-frequency response of the predictor]
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На рис. 5 представлены результаты моде-
лирования опережающих индикаторов, по-
строенных соответственно с помощью филь-
тра Калмана, фильтра Савицкого — Голея и 
автоматического прогнозатора.

Нетрудно заметить, что сравнение постро-
енного в статье опережающего индикатора 
с широко применяемыми на практике инди-
каторами, построенными на основе фильтра 
Калмана и фильтра Савицкого — Голея, пока-
зывает хорошую точность прогнозирования 
тренда курса валютной пары EUR/USD.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе предложено решение задачи по-
строения опережающих индикаторов эко-
номических процессов. Решение сводится к 
задаче автоматического прогнозирования не-
которого класса сигналов, т. е. к задаче синте-
за автоматического прогнозатора некоторого 
класса сигналов. Синтез автоматических про-
гнозаторов осуществляется с помощью диф-
ференцирующих устройств: для решения по-

ставленной задачи используется разложение 
экспоненциальной передаточной функции в 
ряд Бурмана — Лагранжа по степеням пере-
даточной функции реализуемого дифферен-
цирующего звена. Точность прогнозирова-
ния может быть увеличена за счет параметра 
регуляризации, а также за счет увеличения 
числа членов ряда Бурмана — Лагранжа. Для 
курса валютной пары EUR/USD приводятся 
результаты моделирования опережающего 
индикатора, построенного с помощью авто-
матического прогнозатора. Результаты пока-
зывают хорошую точность прогнозирования 
тренда данного экономического процесса. 
Предложенный метод построения опережаю-
щих индикаторов может быть применен для 
прогнозирования экономических процессов, 
для принятия обоснованных инвестицион-
ных решений и своевременного проведения 
ребалансинга инвестиционного портфеля.
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Annotation. The problem of constructing leading indicators of economic processes is consid-
ered. These indicators provide information about the beginning of the trends that have not yet 
explicitly demonstated themselves. The scientific novelty of the research conducted in this article 
is that the task of constructing leading indicators is reduced to the task of automatic forecasting 
of a certain class of signals, i.e. to the task of synthesizing an automatic predictor of a certain class 
of signals. The tasks of synthesis of automatic predictors arise both in the theory of automatic 
control and in various applications where it is required to obtain a forecast for the observed 
implementation. The class of signals considered in the article is quite wide. The synthesis of au-
tomatic predictors is carried out using differentiating devices: the exponential transfer function 
is decomposed into the Burman — Lagrange series by degrees of the transfer function of the dif-
ferentiating link being implemented to solve the problem. The approximated transfer function is 
transcendental and infinite-dimensional. The Burman — Lagrange expansion allows the regular-
ization of an incorrect problem. Accuracy of the prediction can be increased due to the regulari-
zation parameter, as well as by increasing the number of terms of the Burman — Lagrange series. 
The results of modeling the leading indicator constructed with the help of an automatic forecast 
are presented. A comparison of the leading indicator constructed in the article with indicators 
widely used in practice which were built on the basis of the Kalman filter and the Savitsky — 
Goley filter and it shows good accuracy in predicting the trend of the economic process. The 
proposed method of constructing leading indicators can be used to predict economic processes, 
to make informed investment decisions and timely rebalancing of the investment portfolio.

Keywords: leading indicator, differentiator, auto-
matic predictor, class of signals, transfer function, 
Burman — Lagrange series.
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