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Аннотация. В результате проведенных исследований разработана методика построения 
однородной цепи Маркова для системы с нечеткими состояниями, основанная на обра-
ботке данных временных рядов выходов системы. В отличие от известных нечетких це-
пей Маркова переходная матрица не рассматривается как нечеткое отношение, а остается 
обычной стохастической матрицей. Такой подход позволяет получать стационарные со-
стояния системы, которые характеризуют ее статус на некотором заданном временном 
промежутке. Эта информация может использоваться в системе поддержки принятия ре-
шений по целенаправленному изменению статуса. Особенностью полученной цепи Мар-
кова для нечетких состояний системы является возможность учета динамики изменения 
состояний системы при расчете средних значений статуса, в отличие от широко приме-
няемой ориентации на усреднения, основанные на вычислении средних арифметических. 
Приводятся численные эксперименты с построенной цепью Маркова для нечетких состо-
яний, которые подтверждают ее адекватность и возможности учета динамики. Экспери-
менты приведены на примере оценки статуса обучающегося в системе образования.
Ключевые слова: нечеткое случайное состояние, нечеткое случайное событие, цепь Мар-
кова, временной ряд, оценка состояния.

 Матвеев Михаил Григорьевич
       e-mail: mgmatveev@yandex.ru

ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В теории систем важную роль играет по-
нятие состояния. По определению Р. Калмана 
[1] состояние системы представляет собой 
некоторую внутреннюю характеристику си-
стемы, значение которой в текущий момент 
времени определяет значение выходной вели-
чины и оказывает влияние на ее будущее. Та-
ким образом, можно говорить, что состояние 
системы определяет ее поведение (изменение 
состояний) во времени наряду с внешними 
воздействиями. Адекватная оценка текущего 
состояния системы и прогноз изменения со-
стояния чрезвычайно важны при управлении 
системой, в частности, при принятии реше-
ний о целенаправленном изменении состоя-
ния, или при оценке потенциальных возмож-

ностей системы. Для этого в теории систем 
рассматривается модель состояний в виде со-
ответствующего динамического уравнения 
[2]. Однако, как правило, состояние системы 
непосредственно не наблюдаемо, поэтому на-
ряду с уравнением состояния теория систем 
вводит дополнительное уравнение наблюде-
ния [2]. Уравнение наблюдения устанавлива-
ет связь между состояниями s S∈  и наблюда-
емыми признаками этих состояний. Признаки 
обычно рассматриваются как наблюдаемые 
выходные переменные системы .x X∈  Теоре-
тико-множественное представление уравне-
ния состояния, η  и уравнения наблюдения, 
µ  с множеством входов (внешних воздей-
ствий) ,U  множеством выходов ,X  множе-
ством состояний ,S  в моменты времени t T∈  
принято представлять в виде следующих со-
ответствий [3]:

 : ,S U T Sη × × →  (1)
 : .S T Xµ × →  (2)
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Во многих практических задачах анализа 
поведения конкретной системы удобно вво-
дить градацию ее состояний на основе значе-
ний наблюдаемой динамики выходов x  си-
стемы. Например, в медицине употребитель-
ны состояния человека: «здоров», «болен», 
определяемые значениями временных рядов 
температур, концентраций и т. п.; в образова-
нии состояния обучающегося: «полностью 
обучен», «фрагментарно обучен», «необуча-
ем», определяемые временными рядами баль-
ных оценок знаний по совокупности учебных 
предметов; в экономике состояния предприя-
тия: «стабильное», «критическое», «катастро-
фическое», определяемые временными ряда-
ми финансово-экономических показателей. 
Следует отметить, что все приведенные при-
меры относятся к состояниям, которые опи-
сываются термами соответствующих лингви-
стических переменных. Действительно, на 
множестве ,X  наблюдаемых значений призна-
ков рассматриваемых классов состояний не-
возможно провести четкую границу, отделя-
ющую одно состояние от другого. В таком 
случае установление соответствия состояния, 
s  и наблюдаемых значений признаков, x 
обычно определяется экспертным путем и 
носит нечеткий характер.

На систему всегда действует множество 
неконтролируемых внешних факторов, обу-
славливающих случайный характер измене-
ния ее состояний. Допустим, что процессы 
изменения дискретных состояний простей-
шие и рассматриваются в дискретном вре-
мени. Тогда адекватным описанием динами-
ки состояний будут дискретные марковские 
цепи [4]. Уравнение состояний (1) в этом слу-
чае представимо в виде рекуррентной зави-
симости:

 ( )1 0, 0;1;2;...; 1;0;...;0 ,t t t t+ = = =p M p p  (3)

где t  — дискретное время; 1( ;...; )t t t T
sp p=p  — 

вектор, задающий распределение вероятно-
стей нахождения системы в соответствующем 
состоянии; s — число состояний; t

ijp=M  — 
стохастическая матрица s s×  вероятностей 
переходов состояний с элементами ijp  — ве-
роятности перехода системы из состояния i  в 
состояние .j  Переход системы из одного со-

стояния в другое будем называть событием. 
Вероятности ijp  могут меняться во времени, 
но на начальном этапе исследований примем 
их константами. В этом случае марковская 
цепь называется однородной.

Для работы с марковской цепью необхо-
димо задать стохастическую матрицу .M  
В классическом случае это делается на основе 
статистического анализа интенсивности по-
тока наблюдаемых событий с вычислением 
средней интенсивности λ  и вычислении ве-
роятности p tλ= ⋅∆  при соблюдении условий 
простейшего потока событий [4]. Но в рас-
сматриваемой ситуации наблюдаемы только 
признаки состояний, при нечетком (неодно-
значном) соответствии признаков и событий. 
Кроме того, неоднозначность влечет наруше-
ние условий простейшего потока. Существу-
ют различные подходы к заданию матрицы 
M  для случая нечетких состояний. Напри-
мер, представление матрицы переходов как 
нечеткого отношения на множестве состоя-
ний S  рассматривается в работе [5], на осно-
ве которой выполнен ряд исследований, как 
за рубежом, так и в России, например, [6, 7]. 
Однако, как будет показано далее, решение 
задачи построения матрицы переходов в рас-
сматриваемых условиях можно решить дру-
гим, более простым путем, основываясь на 
временных рядах изменения значений при-
знаков состояний. Временные ряды, пред-
ставляющие поведение системы, образуются 
не состояниями ,s  а наблюдаемыми четкими 
выходными переменными ,x  что обуславли-
вает необходимость определения соответ-
ствия состояний и выходных переменных в 
рамках системной зависимости (2).

Для построения уравнения наблюдения 
(2) в рассматриваемых предметных областях 
часто применяют экспертные методы, напри-
мер [8], комбинации экспертного и критери-
ального подхода, например [9–12], методы, 
основанные на нечеткой логике, например 
[13–15]. Методы нечеткой логики позволяют 
осуществлять автоматический переход от 
числовых рядов выходных значений x  к не-
четким рядам лингвистических переменных 
(кластеров, паттернов, сегментов), которые 
можно интерпретировать как состояния, за-
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данные в нечеткой форме. Примеры приме-
нения таких методов можно найти в работах 
[16, 20]. Однако, указанные методы не позво-
ляют получить формализованное соответ-
ствие между вектором распределения вероят-
ностей состояний p  в терминах марковских 
цепей и наблюдаемыми выходами x  много-
мерных временных рядов. Наличие такого 
соответствия следует из того, что дискретная 
цепь Маркова с лингвистическими состояни-
ями и нечеткий временной ряд суть разные 
формы отображения динамики одного и того 
же процесса. Помимо динамики состояний 
системы в переходных процессах дискретные 
цепи Маркова позволяют определять стацио-
нарные состояния системы, т. е. состояния с 
неизменными вероятностями. Применитель-
но к рассматриваемым предметным областям 
стационарные состояния целесообразно 
определять термином «статус» понимая его 
как совокупность стабильных внутренних 
характеристик системы, определяющий ее 
ранг, положение на заданном временном про-
межутке. Компоненты вектора p  стационар-
ного состояния цепи Маркова рассматрива-
ются как предельные вероятностные характе-
ристики исследуемых состояний. Динамиче-
ские состояния в переходных процессах в 
каждый момент времени зависят от своих 
начальных условий, определяемых непосред-
ственно предшествующими состояниями и 
случайными воздействиями, не всегда наблю-
даемыми. Наличие случайных воздействий 
влечет изменение поведения системы, но ни-
как не влияет на ее статус, который определя-
ется исключительно матрицей .M  Случайные 
воздействия хорошо интерпретируются в 
рассматриваемых предметных областях. Здо-
ровый человек съел неподходящую пищу и на 
короткое время его характеристики отобра-
жают нездоровье (переход к стационарному 
статусу будет происходить, но из других на-
чальных условий). Способный обучающийся, 
в силу обстоятельств, пропустил занятия и 
получил плохую оценку. Но это не помешает 
ему оставаться потенциально способным и 
вернуться в свой стационарный статус. Пред-
приятие банкрот может совершить одну удач-
ную сделку, но это не спасает ее от банкрот-

ства. Результаты случайных воздействий ото-
бражаются на временных рядах x  и эксперт-
ная оценка статуса может привести к серьез-
ным ошибкам.

Целью исследования является оценка ста-
туса рассматриваемой системы на основе раз-
работки дискретной цепи Маркова для нечет-
ких случайных состояний по наблюдаемым 
значениям признаков системы. Для достиже-
ния цели необходимо: определить понятия 
нечеткого случайного состояния, нечеткого 
случайного события; построить модель си-
стемы, конкретизирующую теоретико-мно-
жественные выражения (1) и (2) и получить 
стационарные распределения вероятностей 
состояний. Также необходимо провести чис-
ленную апробацию модели, подтверждаю-
щую ее адекватность.

1. МОДЕЛИ И МЕТОДЫ 
ИССЛЕДОВАНИЯ

1.1. Построение временного ряда нечетких 
состояний и вычисление вероятности 

нечеткого случайного события

На начальном этапе исследований при-
нято упрощающее допущение: многомерные 
временные ряды значений признаков состо-
яний заменяются одним временным рядом. 
Это может быть достигнуто, например, с по-
мощью той или иной формы агрегирования. 
Такое допущение обеспечило разработку ме-
тодики построения модели цепи Маркова в 
пространстве нечетких состояний для частно-
го случая — скалярного признака состояния.

В процессе исследования ключевыми 
понятиями являются «нечеткое состояние 
системы», «нечеткое соответствие скаляр-
ного признака и состояния», «лингвистиче-
ская шкала состояний», «нечеткие события», 
определяемые как переход системы из одного 
состояния в другое. Эти понятия нуждаются 
в детальной формализации. 

Определение 1. Нормальное нечеткое 
подмножество с именем ,ix  1;...;i s=  на уни-
версальном множестве значений признаков 

{ }X x=  будем называть нечетким состояни-
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ем системы и задавать треугольной функцией 
принадлежности ( ).xi xµ



Определение 2. Под лингвистической пе-
ременной, S  с именем «Статус системы», бу-
дем понимать лингвистическую переменную 
с заданным конечным терм-множеством со-
стояний 1{ ;...; },sx x   семантика которых опре-
деляется с помощью совокупности функций 
принадлежности { ( )}.xi xµ



Определение 3. Лингвистической шкалой 
состояний системы на универсальном мно-
жестве X  будем называть упорядоченное 
множество нечетких состояний ,ix  таких, что 
если ,i j<  то ix  предшествует jx  ( )i jx x 

  
[21]. Примерный вид лингвистической шка-
лы показан на рис. 1.

Определение 4. Нечетким соответствием 
: { ( )}i xiC X x xµ→



  будем называть соответ-
ствие значения признака, x X∈  и нечеткого 
состояния ,ix  с уровнем соответствия, опре-
деляемым значением функции принадлежно-
сти ( ).xi xµ



 В общем случае нечеткое соответ-
ствие неоднозначно, одному значению x  мо-
жет соответствовать несколько нечетких со-
стояний ix  со своими значениями функций 
принадлежности. Пример неоднозначности 
нечеткого соответствия показан на рис. 1.

Цепи Маркова описывают динамику из-
менения состояний, следовательно, нечеткое 
соответствие значения признака и нечеткого 
состояния также потребуется определять в 
динамике. Поэтому необходимо рассматри-
вать временной ряд значений признака — 

0 1( ; ;...; ;...),tx x x  где индекс t  означает дис-
кретное время. На основе определенного 
выше нечеткого соответствия, временной ряд 
значений признака формирует временной 
ряд нечетких состояний. Следуя [15], будем 
называть такой ряд нечетким временным ря-
дом, т. е. упорядоченной в равноотстоящие 
моменты времени последовательностью на-
блюдений над некоторой системой со случай-
но изменяющимися состояниями, если значе-
ние состояния в момент времени t  может 
быть выражено с помощью нечеткой пере-
менной .x

Классические подходы к моделированию 
нечетких временных рядов имеют своей це-
лью построение систем нечетких продукци-

онных правил или реляционных уравнений 
[15–18, 20, 22–26]. Наша задача — построение 
модели нечеткого временного ряда в фор-
ме цепи Маркова. Для решения этой задачи 
целесообразно воспользоваться основными 
этапами известных методик, добавляя при 
этом необходимую случайную компоненту. 

Рассмотрим основные этапы предлагае-
мой методики моделирования. Для построе-
ния модели нечеткого временного ряда необ-
ходимо задать лингвистическую шкалу в виде 
упорядоченного набора термов 1 2( ; ;...; ),sx x x    
как показано на рис. 1. Делается это следую-
щим образом [23]. Выбирается непрерывный 
отрезок [ ; ] ,a b X⊆  так чтобы в этот отрезок 
попадали все возможные значения уровней 

tx  рассматриваемого сегмента временного 
ряда. Производится нечеткое разбиение 
[ ; ],a b  то есть задается терм-множество со-
стояний 1 2( ; ;...; ),sx x x    отвечающих следую-
щим допущениям:

– функции принадлежности ( )x xµ


 стро-
ятся в классе треугольных, нормированных 
функций с модой равной единице и нулевы-
ми значениями на концах носителя;

– для обеспечения равномерного покры-
тия [ ; ],a b  носители смежных функций при-
надлежности ( )xi xµ



 выбираются и распола-
гаются на множестве [ ; ]a b  в виде пересекаю-
щихся промежутков так, чтобы в точках пе-
ресечений, *x  выполнялось равенство 

* *
1( ) ( ) 0,5.xi xix xµ µ− = =

 

Примерный вид лингвистической шкалы 
показан на рис. 1.

Пусть имеется временной ряд значений 
признака 0 1( ; ;...; ),t nx x x x=  уровни которого 
заданы дискретными значениями или интер-

Рис.1. Примерный вид лингвистической шка-
лы и пример неоднозначности соответствия
[Fig. 1. Approximate view of a linguistic scale and 

an example of ambiguity of correspondence]
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валами (в случае непрерывного x) на проме-
жутке [ ; ]a b  и определена лингвистическая 
шкала, содержащая необходимое и достаточ-
ное число термов для описания нечетких со-
стояний.

Нечеткий временной ряд состояний фор-
мируется на основе введенного понятия не-
четкого соответствия : { ( )},i xiC X x xµ→



  ко-
торое устанавливается в каждый момент вре-
мени .t  Будем последовательно подставлять 
значения tx  во все функции принадлежности 

( );t
xi xµ


 1,..., ;i s=  0,...,t n=  и отмечать те со-
стояния, значения которых будут отличны от 
нуля. Отмеченные функции принадлежно-
сти, в силу неоднозначности соответствия ,C  
определят нечеткий вектор нечетких состоя-
ний, сформированный в момент времени :t

 ( ( ) 0, 1;...; ).t t t
i xiX x x i kµ= ≠ =





  (4)
Выражение (4) устанавливает соответ-

ствие обратное соответствию (2) и может 
рассматриваться как уравнение наблюдения. 

Таким образом, изменения во времени зна-
чений признака x  задает динамику изменения 
нечетких состояний в виде случайной после-
довательности векторов 1( ;...; ;...).tX X   Если 
принять, что временной ряд значений призна-
ка обладает марковским свойством, то случай-
ная последовательность нечетких состояний, в 
силу принятого алгоритма ее формирования, 
также будет отвечать свойству марковости. В 
этом случае, следуя классическим методикам, 
в частности работам [25, 26], можно утвер-
ждать, что за предыдущим состоянием 

1 1t t
ix X− −∈ 

  с определенной вероятностью будет 
следовать состояние ,t t

jx X∈ 

  а, следовательно, 
на множестве состояний, можно ввести нечет-
кое отношение 1( 1, ) ( , ),t t

ij i jR t t x x−− =    которое 
формально представимо с помощью нечеткой 
импликации 1 .t t

i jx x− →   Такое нечеткое отно-
шение будем рассматривать как нечёткое со-
бытие, поскольку оно формализует переход 
между состояниями.

Следует обратить внимание на появление 
в момент времени t  сразу нескольких нечет-
ких событий, определяемых прямым произ-
ведением нечетких векторов 1, 1 .t t t tR X X− −= ×   
Тогда каждое бинарное отношение, определя-
емое таким прямым произведением, будет за-

писываться в виде 1 ,t t
i j ijx x µ− →   где значение 

функции принадлежности задается следую-
щим выражением:

 ( )min ;ij xi xjµ µ µ=
 

. (5)
Наблюдаемые признаки состояния x 

обычно рассматриваются как случайные ве-
личины, вследствие случайности факторов 
их формирующих и (или) наличия погрешно-
стей наблюдения. Следовательно, событие, 
состоящее в том, что наблюдаемый признак 
принял конкретное значение ,tx  является слу-
чайным и характеризуется вероятностью 

( ) [0;1].tp x ∈  Поскольку нечеткое событие 
смены состояний задается с участием ,tx  его 
также следует рассматривать как случайное 
событие. Сочетание двух разнородных видов 
неопределенности: нечеткости и случайности, 
встречается во многих исследованиях, напри-
мер, [7, 27–31] и требует введения понятия не-
четкого вероятностного пространства.

Согласно [31], нечеткое вероятностное 
пространство определяется тройкой 
( , ( ), ( )),P AσΩ Ω   где Ω  — множество нечет-
ких случайных событий; ( ) 2σ ΩΩ ⊂  — сиг-
ма-алгебра на множестве ;Ω  ( )P A  — вероят-
ность нечеткого случайного события 2 .A Ω∈  
Нечеткое вероятностное пространство явля-
ется обобщением классического вероятност-
ного пространства. 

Определение 5. Нечетким элементарным 
случайным событием 1( )t t

ij i j ijA x x µ−= →

 

ý  бу-
дем называть случайное событие перехода 
системы из нечеткого состояния ix  в нечет-
кое состояние jx  в момент времени t  со сте-
пенью уверенности .ijµ  Случайный характер 
события ijA ý  обусловлен случайной последо-
вательностью значений признака; нечеткий 
характер ijA ý  придает нечеткое отношение, 
импликация — 1( ) .t t

i j ijx x µ− → 

Заметим, что нечеткие соответствия C  в 
различные смежные моменты времени могут 
порождать однородные (в смысле неизменно-
сти значения пары ij) импликации, но, в об-
щем случае, с различными значениями функ-
ции принадлежности: 

 
1 11 1

1

{( ) ;

; ( ) }.k k

t t
ij i j ij

t t k
i j ij

A x x

x x

µ

µ

−

−

= →

→



 


 


 (6)
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Определение 6. Нечеткое событие ijA  бу-
дем называть составным событием, которое 
отображает все однородные переходы i jx x→   
на заданном промежутке временного ряда, но 
с различными значениями функций принад-
лежности — ( ) .kij

k i j ijU x x µ→ 

Л. Заде [26] определил вероятность нечет-
кого события A  относительно распределения 

( )p A  в виде следующего выражения:
 ( ) ( ) ,k k

ij ij ijk
P A p A µ=∑ 

ý  (7)
которое можно интерпретировать как взве-
шенное среднее вероятностей нечетких эле-
ментарных случайных событий, где в каче-
стве весов выступают функции принадлеж-
ности переходов из состояния в состояние на 
заданном промежутке временного ряда.

Оценку распределения вероятностей 
( )k

ijp A ý  можно получить, основываясь на по-
нятии статистической вероятности. С этой 
целью представим все возможные нечеткие 
случайные события на множестве нечётких 
состояний 1 2( ; ;...; )sx x x    в виде матрицы раз-
мерности :s s×

11 1
11 1 1 11 1 1 1

1
1 1 1

( ) ( )

.

( ) ( )

k k s
k k s s s

ks kss
ks s s kss s s ss

U x x U x x

U x x U x x

µ µ

µ µ

 → →
 
 
  → → 

   


  

   


(8)

Элементами матрицы (8) являются объеди-
нения всех, полученных в результате наблюде-
ний, однородных нечетких событий. Обозна-
чим максимальное значение индекса ijk  как 

ijK  — количество однородных событий в объ-
единении .ij  Нетрудно заметить, что каждая 
строка матрицы (8) содержит полную группу 
событий. Количество элементарных нечетких 
событий в каждой строке матрицы (8) равно 

1

s
i ijj

K K
=

=∑  для всех .i  Выделим в составе 
каждого однородного объединения ij  повто-
ряющиеся элементарные события с одинако-
выми значениями .k

ijµ  Обозначим количество 
таких повторов как .ijK µ  Тогда частость или 
статистическая вероятность элементарного 
события 1( )t t

ij i j ijA x x µ−= →

 

ý  в полной группе 
событий вычисляется отношением:

 ( ) ( ) .ijk k
ij ij

i

K
w A p A

K

µ

= = 

ý ý  (9)

Выражение (9) позволяет рассчитывать 
вероятности (7) для элементов матрицы (8). 
Матрица вероятностей, соответствующая ма-
трице (8) будет иметь вид:

 
11 1

1

( ) ( )
.

( ) ( )

s

s ss

P A P A

P A P A

 
 
 
 
 

 



  

 



 (10)

1.2. Цепь Маркова нечетких случайных 
событий и определение статуса системы

Вероятности нечетких случайных собы-
тий ( )ijP A  можно было бы рассматривать как 
элементы стохастической матрицы переходов 
в выражении (3), но эти вероятности, вообще 
говоря, не удовлетворяют обязательному ус-
ловию:

 ( 1).ijj
i P∀ =∑  (11)

Условие (11) будет выполняться после сле-
дующей нормировки :ijP

 
( )

.
( )
ij

ij
ijj

P A
i P

P A

 
 ∀ =
 
 ∑





 (12)

Теперь полученные значения ijp  можно 
рассматривать как элементы стохастической 
матрицы переходов в (3) и интерпретировать 
как вероятности случайных нечетких собы-
тий — переход из нечеткого состояния ix  в 
нечеткое состояние .jx  С точки зрения фор-
мальных обозначений дискретная модель 
цепи Маркова случайных нечетких состоя-
ний ничем не отличается от классической за-
писи:

 

1
1 11 1 1

1
1

t t
s

t t
s s ss s

p p p p

p p p p

+

+

    
    = ⋅    

        



    



 (13)

с начальным условием 0 0
1( ,..., ) .T

sp p
Вернемся к исходной задаче. Дискретные 

цепи Маркова можно использовать для пред-
сказания состояний системы в некоторый 
момент времени или для вычисления стацио-
нарных состояний системы, которые можно 
рассматривать как ее внутреннюю характери-
стику, статус системы. Исследуемая система, 
как правило, испытывает внешние воздей-
ствия, которые вызывают изменения состоя-
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ний системы. Внешние воздействия можно 
разделить на два типа. Первый тип — случай-
ные, плохо контролируемые воздействия в 
каждый момент времени ,t  вызывающие из-
менения предшествующих состояний ,tp  то 
есть 1 ,t t t+ =p M p  где tp  является результатом 
аддитивного влияния предшествующего вы-
числения по рекуррентной процедуре в мо-
мент времени t  и некоторого случайного воз-
действия. Второй тип — управляющие воз-
действия, вызывающие изменения матрицы 
переходов. Будем считать, что на заданном 
интервале временного ряда наблюдаемых 
значений выходной переменной системы, x 
имеются только воздействия первого типа, 
обуславливающие случайные изменения этих 
значений. Очевидно, что в этом случае слу-
чайным изменениям будут подвержены и не-
четкие состояния .t

ix  Поскольку матрица пе-
реходов на рассматриваемом временном про-
межутке не изменяется, можно определить 
стационарные состояния или статус системы 
на этом промежутке. 

Для определения статуса системы, т. е. 
определения вероятностей ее стационарных 
состояний 1 2( ; ;...; ),c c c c

sp p p=p  необходимо 
решить систему (13) с условием стационарно-
сти, которое записывается в виде 1 .t t+ =p p  
В результате система (13) приобретает вид 
системы однородных линейных уравнений:

 
( )

( )

11 1 1

1 1

1 ... 0,

... 1 0

c c
s s

c c
s ss s

p p p p

p p p p

 − + + =


 + + − =

   (14)

или в матричном виде ( ) 0,T c− ⋅ =M I p  где I — 
единичная матрица.

Для получения нетривиальных решений 
систему (14) обычно переписывают с заменой 
одного уравнения на уравнение нормировки, 

1 2 ... 1.c c c
sp p p+ + + =  Если определитель систе-

мы, полученной в результате замены, отличен 
от нуля, то решение в виде вектора 

1 2( ; ;...; )c c c
sp p p  рассматривается как статус си-

стемы, то есть характеристика системы на 
рассматриваемом промежутке времени.  

Полученные в этом разделе результаты бу-
дем рассматривать как методику построения 
цепи Маркова для нечетких состояний.

2. ЧИСЛЕННАЯ АПРОБАЦИЯ 
ЦЕПИ МАРКОВА ДЛЯ НЕЧЕТКИХ 

СОСТОЯНИЙ

Задачей численной апробации является 
проверка адекватности методики построе-
ния цепи Маркова для нечетких состояний в 
аспекте оценки статуса исследуемой системы. 
Численная апробация предложенной цепи 
Маркова для нечетких состояний рассматри-
валась на примере состояния обучающегося 
по определенной учебной дисциплине после 
окончания текущего семестра.

Рассматривалась лингвистическая пере-
менная «Уровень освоения дисциплины», зна-
чение которой влияет на принятие решения о 
переводе на следующий семестр. Шкала линг-
вистической переменной задана четырьмя не-
четкими состояниями: 1x  — «неудовлетвори-
тельно», 2x  — «удовлетворительно», 3x  — «хо-
рошо», 4x  — «отлично». Оценка состояния 
обучающегося производилась на основе на-
блюдений за итогами локальных испытаний, 
проводимых в течение текущего семестра. 
Итоги локальных испытаний оценивались по 
десятибалльной шкале — (1; 2; ;10).

Для каждого нечеткого состояния экс-
перт, например деканат, определяет треуголь-
ную функцию принадлежности, задающую 
состояние. Лингвистическая шкала нечетких 
состояний, показана на рис. 2.

Пусть временной ряд локальных оценок, 
полученных обучающимся по отдельным раз-
делам дисциплины в течение семестра, имеет 
следующий вид:

Рис. 2. Лингвистическая шкала нечетких 
состояний системы оценивания 

успеваемости обучающегося
[Fig. 2. Linguistic scale of fuzzy states of the 

student’s progress assessment system]
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1 2 12( ; ;...; ) (5; 6; 6; 5; 6; 6; 5; 6; 6; 5; 6; 6).x x x x= =
Такой временной ряд можно считать ста-

ционарным. Среднее значение уровней ряда 
составит:

 1 5,67.
12 ii

x x= =∑
Видно, что обучающийся учился почти 

стабильно с минимальным разбросом оценок 
в середине шкалы. Обычный подход к оценке 
статуса студента при условии равнозначно-
сти полученных локальных оценок состоит в 
ориентации на средний балл, в данном случае 
этот балл — 5,67.

Предлагаемая методика оценки статуса, 
в данном случае статуса обучающегося, со-
стоит в получении стационарного состоя-
ния распределения вероятностей состояний 
лингвистической шкалы «Уровень освоения 
дисциплины». Если оцифровать лингвисти-
ческую шкалу, задав следующие часто упо-
требляемые соответствия: «неудовлетвори-
тельно» — 2; «удовлетворительно» — 3; «хо-
рошо» — 4; «отлично» — 5, то при заданном 
распределении вероятностей можно вычис-
лить среднее значение состояния. Здесь надо 
иметь в виду, что средние значения дискрет-
ных величин всегда определяются на непре-
рывной шкале. Например, при равномерном 
распределении состояний рассматриваемой 
лингвистической шкалы, среднее значение 
состояний составит 3,5. Это интерпретиру-
ется как промежуточное состояние, которое 
можно с равной долей уверенности отнести 
как к состоянию «удовлетворительно» так и к 
состоянию «хорошо». Но с полной уверенно-
стью полученное промежуточное состояние 
нельзя отнести к состояниям «неудовлетво-
рительно» или «отлично».

В таком случае появляется возможность 
сравнения средних значений временного 
ряда локальных оценок и средних значений 
нечетких состояний. Для этого только необ-
ходимо установить соответствие измеритель-
ных шкал средних значений. Линейное соот-
ветствие шкал легко построить на основании 
соответствий начала и конца каждой шкалы. 
В данном случае линейное соответствие шка-
лы [1; 10] и шкалы [2; 5] будет иметь вид:

 [2;5] [1;10]1 5 .
3 3

x x= ⋅ +  (15)

Логично предположить, что среднее ста-
ционарного временного ряда и среднее ста-
ционарных состояний должны совпадать с 
учетом введенного соответствия.

Рассчитаем среднее стационарных состо-
яний по предложенной в разделе 1 методике 
для рассматриваемого временного ряда. Ма-
трица вероятностей переходов будет иметь 
вид:

 

0 0 0 0
0 0,42 0,58 0

.
0 0,48 0,52 0
0 0 0 0

 
 
 =
 
 
 

M

Соответствующая система уравнений (14) 
примет вид:

 ( ) 2 3

2 3

0, 42 1 0,48 0,
1.

c c

c c

p p
p p

 − + =


+ =
Решение данной системы уравнений дает 

следующий вектор стационарных состояний 
{0; 0,45; 0,55; 0}.c =p  Среднее стационарных 

состояний равно:
 0 2 0,45 3 0,55 4 0 5 3,56.x = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ ≈ìàð

Полученное значение будем рассматри-
вать как числовую характеристику статуса.

Приведенное по соответствию (15) зна-
чение среднего временного ряда локальных 
оценок составит:

 [2;5] 1 55,67 3,5566 3,56.
3 3

x = ⋅ + = ≈

Как видно, среднее стационарного вре-
менного ряда и среднее стационарных состо-
яний практически совпали. Этот факт можно 
рассматривать как экспериментальное под-
тверждение адекватности предложенной ме-
тодики. В то же время, такие совпадения не 
должны давать повод для сомнений в акту-
альности применении цепей Маркова для не-
четких состояний с их громоздкими вычисле-
ниями статуса. Вычисления статуса как сред-
него значения ряда показателей происходит в 
статике, без учета динамических особенно-
стей формирования статуса. Примером мо-
жет служить два нестационарных временных 
ряда локальных оценок по разделам учебной 
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дисциплины: возрастающий ряд оценок 
(2; 3; 3; 4; 5; 5; 6; 6; 7; 8; 9;10)x =  и убываю-

щий ряд (10; 9; 8; 7; 6; 6; 5; 5; 4; 3; 3; 2).x =  Лег-
ко заметить, что оба ряда имеют одно и то же 
среднее значение, совпадающее со средним 
стационарного ряда 5,67.

Цепь Маркова для нечетких состояний, 
учитывает динамику и позволяет получить 
более адекватную числовую оценку статуса.

Для приведенных возрастающего и убы-
вающего временного ряда признаков по пред-
ложенной методике рассчитаем элементы ма-
триц вероятностей переходов. Для возраста-
ющего ряда матрица переходов будет иметь 
вид:

 

0,42 0,34 0,25 0
0,22 0,32 0,28 0,19

.
0 0,24 0,38 0,39
0 0 0,39 0,61

 
 
 =
 
 
 

M

Аналогичная матрица для убывающего 
ряда будет иметь следующий вид:

 

0,60 0,40 0 0
0,34 0,36 0,30 0

.
0,18 0,26 0,32 0,24

0 0,20 0,39 0,41

 
 
 =
 
 
 

M

Соответствующие системы уравнений 
типа (14) примут вид:

– для возрастающего ряда
( )

( )
( )

1 2

1 2 3

1 2 3 4

1 2 3 4

0, 42 1 0,22 0,
0,34 0,32 1 0,24 0,
0,25 0,28 0,38 1 0,39 0,

1.

c c

c c c

c c c c

c c c c

p p
p p p
p p p p

p p p p

 − + =
 + − + =


+ + − + =
 + + + =

– для убывающего ряда
( )

( )
( )

1 2 3

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

0,60 1 0,34 0,18 0,
0,40 0,36 1 0,26 0,2 0,
0,3 0,32 1 0,39 0,

1.

c c c

c c c c

c c c

c c c c

p p p
p p p p

p p p
p p p p

 − + + =
 + − + + =


+ − + =
 + + + =

Решение этих уравнений дает стационар-
ное распределение вероятностей состояний:

– для возрастающего ряда: 
 { }0,06; 0,15; 0,36; 0,43 ;c =p
– для убывающего ряда: 
 { }0,38; 0,34; 0,20; 0,08 .c =p

Среднее стационарных состояний:
– для возрастающего ряда:

0,06 2 0,15 3 0,36 4 0, 43 5 4,17;x = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =ìàð

– для убывающего ряда:
0,38 2 0,34 3 0,20 4 0,08 5 2,98.x = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ =ìàð

Полученные результаты существенно раз-
личаются и хорошо соответствуют здравому 
смыслу. Действительно возрастающий ряд 
всегда будет иметь стационарное состояние 
больше своего среднего значения, у убываю-
щего ряда, наоборот — среднее значение бу-
дет больше стационарного состояния.

Учет динамики, присущий цепям Марко-
ва позволяет более адекватно оценивать ста-
тус обучающегося.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенных исследований 
разработана методика построения однород-
ной цепи Маркова для системы с нечеткими 
состояниями, основанная на обработке дан-
ных временных рядов выходов системы. В от-
личие от известных нечетких цепей Маркова 
[5–7] переходная матрица не рассматривает-
ся как нечеткое отношение, а остается обыч-
ной стохастической матрицей. Такой подход 
позволяет получать стационарные состояния 
системы, которые характеризуют ее статус на 
некотором заданном временном промежутке. 
Эта информация может использоваться в си-
стеме поддержки принятия решений по целе-
направленному изменению статуса.

Особенностью полученной цепи Марко-
ва для нечетких состояний системы является 
возможность учета динамики изменения со-
стояний системы при расчете средних значе-
ний статуса, в отличии от широко применя-
емой ориентации на усреднения, основанной 
на вычислении средних арифметических. 

Приводятся численные эксперименты с 
построенной цепью Маркова для нечетких 
состояний, которые подтверждают ее адек-
ватность и возможности учета динамики. 
Эксперименты приведены на примере оценки 
статуса обучающегося в системе образова-
ния. Но применение предлагаемой методики 
оценки статуса в других системах — социаль-
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ных, экономических и т. п., может принести 
не менее, а возможно более значимый эффект.

Представленная статья посвящена только 
описанию новой методики построения цепи 
Маркова для нечетких состояний. Безуслов-
но, пока остается без обсуждения множество 
вопросов, например, связанных с поведени-
ем систем при различных структурах запол-
нения матриц переходов, существованием и 
единственностью стационарных состояний и 
т. д. Ответы на эти вопросы предмет наших 
дальнейших исследований.
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