
УДК 004.89, 004.832.2
DOI: https://doi.org/10.17308/sait/1995-5499/2022/4/156-179
Поступила в редакцию 08.07.2022
Подписана в печать 05.12.2022

ПАРАДИГМА ПРОГРАММИРОВАНИЯ В ОГРАНИЧЕНИЯХ 
ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ СОСТАВЛЕНИЯ РАСПИСАНИЙ: 

АНАЛИТИЧЕСКИЙ ОБЗОР

© 2022 А. А. Зуенко, О. В. Фридман, О. Н. Зуенко

Институт информатики и математического моделирования – 
обособленное подразделение ФИЦ «Кольский научный центр Российской академии наук»

ул. Ферсмана, 24А, 184209 Апатиты, Мурманская область, Российская Федерация

Аннотация. В статье рассмотрен подход к решению задач составления расписаний на ос-
нове парадигмы программирования в ограничениях. Любой метод удовлетворения огра-
ничений включает две обязательные части: a) компоненту, отвечающую за поиск; b) ком-
поненту, осуществляющую вывод на ограничениях (распространение ограничений). При 
реализации первой компоненты обычно применяется определенный вариант поиска в 
глубину с возвратами с использованием эвристик для выбора преемника текущего узла 
в дереве поиска. Вторая компонента реализуется с применением механизма глобальных 
ограничений. Глобальные ограничения можно рассматривать как составные ограниче-
ния, представляющие собой набор более простых однотипных ограничений. Алгоритмы 
распространения глобальных ограничений, как правило, подкреплены соответствую-
щими развитыми теориями, позволяющими организовывать высокопроизводительные 
вычисления. Технология программирования в ограничениях позволяет реализовывать 
общие методы решения сложных комбинаторных задач, а также дает возможность инте-
грировать с помощью механизма глобальных ограничений существующие методы теории 
исследования операций, направленные на решение узких классов задач. При решении за-
дач составления расписаний основные ограничения могут быть типизированы следую-
щим образом: ограничения на порядок выполнения операций, ограничения на унарные 
(дистрибутивные) ресурсы, ограничения на кумулятивные ресурсы. В настоящей работе 
произведен обзор основных классов задач составления расписаний и сделан акцент на 
типах ограничений, которые в них используются. Для решения упомянутых задач могут 
быть использованы методы удовлетворения ограничений общего назначения, однако бо-
лее перспективным считается применение специализированных эвристик и глобальных 
ограничений. В работе произведен обзор наиболее популярных эвристик, используемых 
при решении задач составления расписаний, а также глобальных ограничений таких, как: 
глобальное ограничение на дизъюнктивные ресурсы, глобальное ограничение на кумуля-
тивные ресурсы, глобальное ограничение на мощность множеств. В статье обсуждаются 
особенности реализации различных классов задач составления расписаний с использо-
ванием современных сред и библиотек программирования в ограничениях.
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методы составления расписаний, задача удовлетворения ограничений, распространение 
ограничений, программирование в ограничениях.
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ВВЕДЕНИЕ

Следует различать два направления ис-
следований: интеллектуальное планирование 
(AI-planning, automated planning) и составле-
ние расписаний (scheduling). В сообществе 
искусственного интеллекта (AI-community) 
принято считать, что задача составления рас-
писаний является одной из разновидностей 
задач интеллектуального планирования [1].

Методы планирования и составления 
расписаний в последнее время значительно 
продвинулись благодаря применению моде-
лей и инструментов удовлетворения ограни-
чений [2].

Составление расписаний — это задача 
назначения множества операций (действий) 
множеству рабочих ресурсов, на которые (как 
на операции, так и на ресурсы) накладывается 
ряд ограничений, но последовательность дей-
ствий, в отличие от задач планирования, за-
ранее известна и требуется отыскать лишь их 
порядок и распределение по рабочим ресур-
сам. Расписание определяет, кто и чем зани-
мается, как правило, с привязкой ко времени.

В зависимости от ситуации, ресурсами 
могут быть машины, люди, взлетно-посадоч-
ные полосы, процессоры и т. д., действия мо-
гут быть производственными операциями, 
обязанностями, посадками и взлетами, ком-
пьютерными программами и т. д., а в качестве 
целей могут выступать: минимизация длины 
расписания, максимизация использования 
ресурсов, минимизация задержек и другие. 
Известно, что многие задачи составления 
расписаний являются NP-трудными. В на-
стоящее время повышенное внимание уделя-
ется аппроксимационным и стохастическим 
алгоритмам, которые могут дать некоторые 
решения даже для сложных задач. В теории 
исследования операций основное внимание 
почти всегда уделяется решению конкретной 
задачи составления расписаний или опреде-
лению ее сложности, а не разработке общего 
подхода к составлению расписаний. В резуль-
тате разработано огромное количество алго-
ритмов составления расписаний для большо-
го количества конкретных задач. Это сильно 
отличает составление расписаний в рамках 

традиционного подхода от подхода к состав-
лению расписаний с использованием техно-
логии программирования в ограничениях, 
где основное внимание уделяется разработке 
общих методов решения сложных комбина-
торных задач, а не специальных методов для 
конкретных задач.

Программирование в ограничениях (Con-
straint Programming — CP) — мощная пара-
дигма для решения комбинаторных задач. CP 
зародилась как междисциплинарная область 
исследований, включающая в себя методы и 
понятия из многих других областей, среди 
которых важную роль играют искусственный 
интеллект, компьютерные науки, базы дан-
ных, программирование [3, 4]. CP в настоя-
щее время успешно применяется во многих 
областях, таких как планирование, составле-
ние расписаний, конфигурация сети и биоин-
форматика [5–7].

1. ЗАДАЧИ СОСТАВЛЕНИЯ 
РАСПИСАНИЙ 

В работе [8] введены некоторые базовые 
термины теории расписаний. Как правило, за-
дача составления расписаний состоит из на-
бора n  заданий (требований), состоящих из 
операций (или иначе — работ), которые могут 
выполняться на m  машинах (приборах). Ка-
ждая операция j  требует некоторого време-
ни обработки ijp  на конкретной машине .i  
Время запуска операции j  может быть огра-
ничено jr  — самым ранним временем, когда 
операция j  может начать выполняться. Для 
операции j  может быть указан крайний срок 

,jd  то есть самое позднее время, к которому 
операция j  должна быть выполнена. Опера-
ция может завершиться позже (или раньше) 
срока, но тогда могут быть наложены штрафы 
[9]. Задача составления расписаний состоит в 
том, чтобы найти расписание, удовлетворяю-
щее определенным ограничениям и оптими-
зирующее заданную целевую функцию.

Между операциями могут быть установ-
лены ограничения приоритета, которые вы-
ражают тот факт, что одни операции должны 
быть завершены до того, как некоторые дру-
гие операции смогут быть обработаны. В наи-
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более общем случае, ограничения предше-
ствования представляются в виде ориентиро-
ванного ациклического графа, каждая верши-
на которого представляет операции и, если 
операция i  предшествует операции ,j  то су-
ществует направленная дуга от i  до .j

Каждая операция требует определенных 
ресурсов для своего выполнения. Операции 
могут быть предварительно назначены на 
определенные ресурсы, и тогда необходи-
мо найти только время обработки. Может 
быть несколько альтернативных ресурсов, 
с использованием которых производится 
операция, выделение ресурсов может рас-
сматриваться как часть задачи составления 
расписаний. Такие альтернативные ресурсы 
либо идентичны, либо объединены в так на-
зываемый кумулятивный ресурс, который 
может обрабатываться несколькими опера-
циями параллельно. Ресурс, который может 
выполнять не более одной операции в любой 
момент времени, называется унарным или 
дизъюнктивным ресурсом. Если обработка 
операции на машине может быть прервана 
на выполнение другой операции, а затем воз-
обновлена, возможно, на другой машине, то 
операция называется вытесняемой. В работе 
[10] проведен анализ методов учета возоб-
новляемых и невозобновляемых ресурсов 
при календарном планировании.

Поскольку в последнее время для решения 
задач составления расписаний активно при-
меняются модели и инструменты удовлетво-
рения ограничений [2], перейдем к описанию 
их особенностей.

2. МЕТОДЫ УДОВЛЕТВОРЕНИЯ 
ОГРАНИЧЕНИЙ, ПРИМЕНЯЕМЫЕ 

ПРИ СОСТАВЛЕНИИ РАСПИСАНИЙ

При решении задач составления расписа-
ний с использованием парадигмы програм-
мирования в ограничениях успех в реальных 
приложениях достигается благодаря объе-
динению преимуществ двух направлений, 
а, именно: исследования операций (ИО) и 
искусственного интеллекта (ИИ). Традици-
онный подход к составлению расписаний, 
применяемый в теории исследования опера-

ций, фокусируется на использовании ком-
бинаторной природы относительно простой 
математической модели задачи составления 
расписаний. Это приводит к высокому уров-
ню эффективности при решении подобных 
задач. Недостатком данного подхода является 
то, что при отображении реальной задачи на 
математическую модель обычно необходимо 
отказаться от некоторых степеней свободы 
и принять упрощающие допущения. Отбра-
сывание степеней свободы может исключить 
некоторые решения, а отказ от дополнитель-
ных ограничений может привести к неприем-
лемым решениям [8].

Подход ИИ традиционно фокусируется 
на общих методах решения задач, поэтому 
все степени свободы и дополнительные огра-
ничения сохраняются, что может привести к 
низкой производительности по сравнению с 
традиционными алгоритмами решения. CP 
обеспечивает хорошую основу для интегра-
ции методов исследования операций и более 
общих схем решения комбинаторных задач. 
Подобная интеграция основана на понятии 
глобального ограничения. Глобальные ограни-
чения инкапсулируют определенную часть за-
дачи удовлетворения ограничений и, вместо 
того, чтобы использовать набор ограничений 
для моделирования конкретной подзадачи 
используется специальное «более крупное» 
глобальное ограничение, которое позволяет 
лучше анализировать структуру подзадачи. 
Глобальные ограничения вместе со сложны-
ми методами поиска являются ключевыми 
для достижения успеха при составлении рас-
писаний в рамках парадигмы программиро-
вания в ограничениях. Глобальные ограниче-
ния обеспечивают эффективные алгоритмы 
для решения четко определенных подзадач. 
Их можно комбинировать с другими ограни-
чениями, моделирующими некоторые допол-
нительные особенности задачи.

При использовании парадигмы СP любая 
решаемая задача должна быть представле-
на как задача удовлетворения ограничений 
(Constraint Satisfaction Problem — CSP).

Согласно [6] CSP заключается в поиске ре-
шений для сети ограничений (Constraint Net-
work). Сеть ограничений задается тремя ком-
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понентами: , ,X D C< >: X  — множество пе-
ременных 1 2, ,  ,{ },nX X X…  D  — множество 
доменов переменных 1 2, ,  ,{ },nD D D…  C  — 
множество ограничений 1 2, ,  ,{ },mC C C…  ко-
торые регламентируют допустимые сочета-
ния значений переменных. Каждый домен iD  
описывает множество допустимых значений 

1,  ,{ }kv v…  для переменной .iX
Ограничение jC  со схемой 

1 2
, ,   { },

kj j j jS X X X X= … ⊆  будем обозна-
чать [ ].j jC S

Решением задачи CSP является полное 
присваивание, которое удовлетворяет всем 
ограничениям. В некоторых случаях необхо-
димо получить все решения. Иногда требует-
ся найти такое решение, в котором значения 
переменных оптимизировали бы некоторый 
заданный функционал.

Опишем базовую модель ограничений за-
дачи составления расписаний. Задания обыч-
но состоят из связанных во времени опера-
ций (работ). Для каждой операции (работы) 
вводятся три переменные, указывающие ее 
положение во времени, а именно время нача-
ла, время окончания, и время обработки (вы-
полнения) т. е. длительность.

Для операции A  обозначим эти перемен-
ные как ( ),start A  ( )end A  и ( ).p A  Домены этих 
переменных должны быть дискретными (на-
пример, натуральные числа, представляющие 
время), где jr  и jd  представляют собой гра-
ницы этих доменов. Можно дополнительно 
ограничить домен, предполагая временные 
окна, когда операция может быть обработана 
(временные окна — типичный пример допол-
нительного ограничения). Часто считается, 
что время обработки операции является по-
стоянным числом, поэтому времени начала 
операции достаточно, чтобы полностью ука-
зать распределение операций во времени, но 
предпочтительно использовать все три пере-
менные. Для операций без прерываний три 
вышеуказанные переменные связывает сле-
дующее ограничение: ( ) ( ) ( )start A p A end A+ =  
[8]. В [11] подробно описаны более сложные 
задачи, в которых допускаются прерывания 
операций. Если распределение ресурсов яв-
ляется частью задачи составления расписа-
ний, то требуется переменная для описания 

того, какой ресурс будет обрабатывать опера-
ция: ( ).resource A  Домен этой переменной со-
стоит из набора чисел, где номера однозначно 
присвоены ресурсам.

По сути, в модели есть две группы ограни-
чений: временные и ресурсные ограничения. 
Временные ограничения описывают времен-
ные отношения между операциями, такие как 
отношения предшествования. Отношение, 
что операция A  должна быть выполнена до 
операции B  можно моделировать с исполь-
зованием ограничения: ( ) ( ).end A start B≤  
Обозначим это ограничение как .A B  Это 
ограничение легко обобщить для моделиро-
вания временной связи с минимальными и 
максимальными задержками между операци-
ями. Тогда ограничение примет вид:

	
_  ( , ) ( ) ( )

( ,_ ).
A B start Bmin delays

max dela
nd A

Bys
e

A
−≤ ≤

≤
Одной только модели ограничений недо-

статочно для решения задачи составления 
расписаний. Модель ограничений должна со-
провождаться методом удовлетворения огра-
ничений.

Под методом удовлетворения ограниче-
ний будем понимать любой метод, который 
находит решение задачи CSP или, по крайней 
мере, сужает область возможных значений 
переменных.

Основные методы общего назначения для 
решения задач CSP могут быть разбиты на 
три класса [12]. Первый класс содержит раз-
личные варианты алгоритмов поиска в глу-
бину с возвратами, которые строят решение 
путем расширения частичного присваивания 
шаг за шагом, используя различные эвристи-
ки и применяя разумные стратегии возврата 
из тупиковых вершин. Ко второму классу от-
носятся алгоритмы распространения ограни-
чений, которые исключают из пространства 
поиска некоторые элементы, не входящие в 
решение, обеспечивая снижение размерно-
сти задачи. Эти алгоритмы не строят сами по 
себе решение, поскольку исключают не все 
элементы, не входящие в решение. Они при-
меняются или для препроцессинга задачи до 
использования алгоритмов другого типа, или 
перемежаются с шагами алгоритма другого 
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типа (например, поиска с возвратами) для 
повышения производительности последнего. 
Методы распространения ограничений осу-
ществляют вывод значений одних перемен-
ных на основе известных значений других 
переменных. Наконец, структурные алго-
ритмы используют информацию о структуре 
первичного или двойственного графа ограни-
чений задачи. Алгоритмы этого класса произ-
водят декомпозицию исходной задачи CSP на 
слабо связанные подзадачи.

Любой метод удовлетворения ограни-
чений должен содержать две обязательные 
части: a) компоненту, реализующую распро-
странение ограничений, и b) компоненту, 
реализующую некоторую стратегию поиска 
с использованием эвристик для выбора пере-
менной и ее значения на каждом шаге поиска. 
Для решения задач составления расписаний 
можно применять любую стратегию поиска 
общего назначения. Например:

• простой алгоритм поиска с возвратами 
(Backtracking Search — BT) [13];

• алгоритмы обратного просмотра (Look-
Back Algorithms), которые выполняют провер-
ку согласованности в обратном направлении 
(между текущей переменной и уже просмо-
тренными переменными) [14–18].

• алгоритмы прямой проверки (Forward-
checking Algorithms — FC) [19]. При использо-
вании этих алгоритмов проверяется выпол-
нимость ограничений, и удаляются значения 
еще не рассмотренных переменных, которые 
несовместны с экземпляром текущей пере-
менной;

• алгоритмы неполного поиска (Incom-
plete Search Algorithms) [20], которые не га-
рантируют ни получения всех решений, ни 
нахождения единственного решения, но 
их время вычислений может быть намного 
меньше по сравнению с систематическими 
методами поиска.

Среди методов распространения огра-
ничений наиболее распространены методы 
достижения различного рода совместностей 
(Consistency Techniques) [21]. Тот или иной вид 
совместностей определяет глубину процесса 
вывода на ограничениях. Наиболее известны-
ми методами вынуждения совместностей яв-

ляются: достижение совместности в верши-
нах (Node-consistency), достижение совмест-
ности по дугам (Arc-consistency), достижение 
совместности по путям (Path-consistency) [22].

Однако специализированные стратегии 
поиска и методы распространения ограни-
чений для задач составления расписаний ча-
сто дают лучшие результаты. Например, при 
выборе наиболее перспективной ветви дере-
ва поиска вместо присваивания переменной 
конкретного значения, могут быть примене-
ны другие стратегии ветвления. Поскольку 
составление расписаний в основном заклю-
чается в поиске последовательности опера-
ций, ветвление обычно основано на способе 
выбора следующей операции для обработки. 
В [23] представлены и эмпирически оценены 
новые эвристики для решения задачи состав-
ления расписаний для рабочих мест с нере-
лаксируемыми временными окнами.

Теперь опишем методы распространения 
ограничений, используемые при составлении 
расписаний.

Обычно сеть временных ограничений раз-
режена и для распространения используется 
алгоритм arc-B-consistency [13]. Для плотных 
сетей более целесообразно использовать ал-
горитмы вынуждения совместности по дугам 
(Arc Consistency).

Две операции A и ,B  обрабатываемые на 
унарном (дизъюнктивном) ресурсе, не могут 
перекрываться во времени, поэтому либо A 
предшествует ,B  либо наоборот: 
( ) ( ).A B B A∨   Унарный ресурс может 
быть полностью смоделирован набором та-
ких дизъюнктивных ограничений. К сожале-
нию, дизъюнктивные ограничения плохо рас-
пространяются (алгоритмы достижения ду-
говой совместности не сильно обрезают до-
мены переменных). Как упомянуто выше, на-
бор дизъюнктивных ограничений может 
быть заключен в одно глобальное ограниче-
ние, и тогда может быть достигнуто более 
глубокое распространение.

В [24] описывается обработка глобальных 
ограничений, моделирующих унарные ресур-
сы (disjunctive global constraint), которая осно-
вывается на технике распространения огра-
ничений с поиском границ (edge-finding 



161ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, № 4

Парадигма программирования в ограничениях…

technique). В [25] представлен новый квадра-
тичный алгоритм для составления расписаний 
для дизъюнктивных ресурсов без вытеснения. 
Этот алгоритм можно использовать в сочета-
нии с традиционным алгоритмом поиска гра-
ниц, для того, чтобы обновить самое раннее 
время начала (или самое позднее время окон-
чания) некоторой операции A  [25]. Среди ал-
горитмов распространения ограничений с по-
иском границ выделяют алгоритмы с времен-
ной сложностью не хуже ( ),O n log n×  где n — 
количество операций [26]. В [27] представлен 
метод распространения ограничений с поис-
ком границ, который называют «не первый/не 
последний» (Not First\Not Last), в ходе его вы-
полнения делается вывод, что операция не мо-
жет быть обработана первой или последней. 

Cуществует большое количество методов 
распространения глобальных кумулятивных 
ограничений (cumulative global constraint). 
Ниже приводятся некоторые из них [2]:

1) time table propagation,
2) edge finding, строящий рассуждения о 

временных интервалах, а не об отдельных 
дискретных моментах времени, 

3) energy based reasoning,
4) time table edge finding (TTEF).
В [27] предложены алгоритмы распро-

странения для кумулятивных ограничений, 
которые анализируют отношения приорите-
та между операциями, а не их абсолютное по-
ложение во времени. Они эффективны, даже 
когда набор операций не полностью опреде-
лен и когда временное окно велико. В работе 
[28] предложен алгоритм фильтрации с вре-
менной сложностью ( ).O n log n×  В статье [11] 
показана версия метода поиска границ для 
случая с кумулятивными ресурсами. 

Преимуществом моделей, основанных на 
ограничениях, является их гибкость при объе-
динении ограничений, описывающих различ-
ные аспекты задачи. Кроме того, пользователь 
может определять любые дополнительные 
ограничения на переменные.

Для программирования в ограничени-
ях используются как отдельные среды про-
граммирования с поддержкой специализи-
рованных языков ограничений, например, 
MiniZinc, IBM ILOG CPLEX, ECLiPSe Constraint 

Programming System, так и подключаемые би-
блиотеки на обычных языках программиро-
вания, например, Google Optimization Tools 
(C++, Python, .Net, Java), Choco (Java), Gecode 
(C++). В рамках библиотек программирова-
ния в ограничениях, как правило, реализо-
ваны специализированные глобальные огра-
ничения для различных формулировок задач 
составления расписаний. Также некоторые 
инструменты дискретной оптимизации, в 
частности Google Optimization Tools, содержат 
специальные программные классы для реше-
ния типовых задач теории расписаний.

Теперь рассмотрим классы задач теории 
расписаний, которые выделены в [29 30], и 
особенности их моделирования с применени-
ем технологии программирования в ограни-
чениях.

3. БАЗОВАЯ ЗАДАЧА СОСТАВЛЕНИЯ 
РАСПИСАНИЙ

На простом примере сборки автомобилей 
опишем базовую задачу теории расписаний 
[28]. Пусть имеются два задания: собрать два 
автомобиля. Каждое задание состоит из трех 
операций: установка двигателя (Уд), установ-
ка колес (Ук) и проверка (П). Двигатель дол-
жен устанавливаться в первую очередь, т.к. в 
данной модели автомобиля с установленны-
ми передними колесами затрудняется доступ 
к двигательному отсеку, а проверка должна 
осуществляться в последнюю очередь. Та-
ким образом, операции упорядочены. Необ-
ходимо определить времена начала и конца 
каждой операции, с учетом заданной продол-
жительности операций, а именно, составить 
расписание выполнения операций, такое, 
чтобы суммарное время их выполнения было 
минимальным.

На рис. 1 представлены отношения пред-
шествования, описывающие условия задачи. 
Каждый блок соответствует операции, в ниж-
ней части каждого блока приведена продол-
жительность каждой операции, заданная за-
ранее.

Для поиска оптимального расписания в 
данной задаче можно применить метод кри-
тического пути (Critical Path Method — СРМ). 
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Путем называется линейно упорядоченная 
последовательность операций, начинающая-
ся в состоянии Start и оканчивающаяся в со-
стоянии Finish (на рис. 1, есть два пути). На 
рис. 1 критический путь показан жирными 
линиями.

Операции, лежащие вне критического 
пути, имеют определенный резерв времени – 
временное окно, в течение которого они мо-
гут быть выполнены. 

На рис. 2 показано решение задачи.

На рис. 2 прямоугольники показывают 
интервалы времени, в течение которых мо-
жет быть выполнена некоторая операция, 
при условии, что соблюдаются ограничения 
упорядочения. Более светлая часть прямоу-
гольника обозначает резерв времени. Более 
темная соответствует конкретному варианту 
выполнения операции в рамках временного 
окна. Как показано на рис. 2, для выполнения 
всех операций потребуется 85 минут.

Средства моделирования отношений пред-
шествования между операциями (заданиями) 
в рамках различных библиотек программи-
рования в ограничениях могут сильно отли-
чаться. Например, в пакете Google OR tools [31] 
их предлагается моделировать с помощью 

глобального ограничения LinearExp, посколь-
ку там отсутствует специализированное гло-
бальное ограничение для рассматриваемого 
случая. А в среде IBM CPLEX [32], подобные 
ограничениями на порядок выполнения для 
пары операций моделируются с помощью 
глобального ограничения EndBeforeStart.

В следующих разделах будут рассмотрены 
более сложные задачи теории расписаний, в 
которых анализируются не только ограниче-
ния предшествования, но и ограничения на 
используемые ресурсы.

Выделяют задачи составления расписаний 
с дизъюнктивными (унарными) ресурсами, а 
также задачи с кумулятивными ресурсами. 
Остановимся подробнее на реализации этих 
понятий в рамках парадигмы программиро-
вания в ограничениях. Для обработки этих 
видов ресурсов используются соответству-
ющие глобальные ограничения: глобаль-
ное дизъюнктивное ограничение (disjunctive 
global constraint) и глобальное кумулятивное 
ограничение (cumulative global constraint).

Ниже представлены два предиката, запи-
санные с помощью псевдокода и служащие 
для описания глобального дизъюнктивного 
ограничения. Первый из данных предика-
тов — предикат nonoverlap:
bool nonoverlap(int: 1s , int: 1p , int: 2s , int: 2p )
begin
   return 1 1 2 2 2 1(( ) ( ))s p s s p s+ ≤ ∨ + ≤ ;
end.

Он предписывает, что для пары заданий 
(операций) интервалы времени, когда данные 
задания (операции) исполняются, не могут 
пересекаться. Причем, здесь каждое из двух 
заданий (операций) представлено двумя па-
раметрами: временем начала — is  и продол-
жительностью исполнения задания (опера-
ции) — .ip

Cамо глобальное ограничение disjunctive 
global constraint запрещает подобное пересе-
чение для каждой пары заданий (операций) 
из рассматриваемого набора:
bool disjunctive(array of int: s, array of int: p)
begin
   return forall( 1i , 2i  in index( s ) where 1i  < 2i ) 
nonoverlap 1 1 2 2( [ ], [ ], [ ], [ ]);s i p i s i p i
end;

Рис.1. Отношения предшествования
[Fig.1. Precedence Relations]

Рис.2. Решение задачи
[Fig.2. The solution of the problem]



163ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2022, № 4

Парадигма программирования в ограничениях…

Массивы s  и p  содержат моменты начала 
и продолжительности заданий (операций) из 
рассматриваемого набора.

Для глобального кумулятивного ограни-
чения соответствующий предикат приводит-
ся ниже:
bool cumulative(array of int: s, array of int: p, 
array of int: r, int: L)
begin
   return forall( 1i  in index(s) where 1i  < 2i )
         sum( 2i  in index(s))( 1 2(( [ ] [ ])s i s i≤
         1 1 2( [ ] [ ] [ ]))* [ ]) ;s i p i s i r t L∧ + > ≤
end.

Предикат формализует тот факт, что во 
время исполнения каждого из заданий (опе-
раций), которые описываются массивами s  и 

,p  суммарно используемое всеми заданиями 
(операциями) количество единиц ресурса не 
должно превышать порог .L  При этом, i-й 
элемент массива r  задает количество ресур-
са, необходимое для выполнения i-го задания 
(операции).

Программные функции (процедуры), ре-
ализующие описанные глобальные ограниче-
ния, как правило, основываются на том или 
ином методе распространения ограничений, 
описанном в предыдущем разделе. Другими 
словами, реализуют определенный метод ре-
дукции доменов переменных (достижения 
совместности).

В различных средах и библиотеках про-
граммирования в ограничениях глобальные 
дизъюнктивные и кумулятивные ограниче-
ния так же, как и в случае с ограничениями 
на порядок выполнения заданий (операций), 
могут быть реализованы различными спосо-
бами.

Для случая унарного ресурса в одних би-
блиотеках, например в Google OR Tools for 
Java, глобальное ограничение может соответ-
ствовать предикату nonoverlap, в других же 
библиотеках — предикату disjunctive, как, в 
частности, в MiniZinc [33]. Глобальное куму-
лятивное ограничение, как правило, во всех 
инструментальных средствах, соответствует 
описанному выше предикату cumulative.

В дальнейшем при рассмотрении отдель-
ных классов задач теории расписаний будут 
сделаны акценты на том, какого типа ресурсы 

в них используются. Примеры решения задач, 
в основном, приводятся для среды MiniZinc, 
которая позволяет описывать задачи на ме-
таязыке ограничений и в дальнейшем транс-
лировать это описание в код на конкретном 
языке программирования.

4. ПОСТРОЕНИЕ РАСПИСАНИЙ 
ДЛЯ ПРОЕКТА

Рассмотрим задачу построения расписа-
ния выполнения работ проекта с учетом от-
ношений предшествования и ограничений 
на необходимые/доступные ресурсы (Re-
source-Constrained Project Scheduling Problem — 
RCPSP) [29]. 

Пусть дано множество заданий {1,..., }N n=  
и K  возобновляемых ресурсов 1,..., .k K=  
В каждый момент времени t  доступно kL  
единиц ресурса .k  Заданы продолжительно-
сти обслуживания 0ip ≥  для каждого зада-
ния   1,..., .i n=  Во время обслуживания зада-
ния i  требуется ik kr L≤  единиц ресурса 

1,..., .k K=  После завершения обслуживания 
задания, освобожденные ресурсы в полном 
объеме могут быть мгновенно назначены на 
обслуживание других заданий. На некоторые 
пары заданий накладываются ограничения 
предшествования: i j→  означает, что обслу-
живание задания j  начинается не раньше 
окончания обслуживания задания .i  Обслу-
живание заданий начинается в момент вре-
мени 0.t =  Прерывания при обслуживании 
заданий запрещены. Необходимо определить 
моменты времени начала обслуживания за-
даний ,iS  1,..., ,i n=  так, чтобы минимизиро-
вать время выполнения всего проекта, т. е. 
минимизировать значение max max{ }iC C=  

1,..., ,i n=  где .i i iC S p= +
Таким образом, основными ограничения-

ми задачи являются:
1) задания в процессе своего обслужива-

ния в каждый момент времени max[0, )t C∈  
должны быть полностью обеспечены ресур-
сами;

2) не должны нарушаться отношения пред-
шествования между заданиями.

Рассмотрим конкретный пример задачи 
RCPSP. Проект состоит из 4-х заданий. Зада-
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ния 1–3 выполняются строго последователь-
но, а задание 4 может выполняться одновре-
менно с любым из первых трех. Всего доступ-
но 4 единицы ресурса. В табл. 1. представлены 
характеристики заданий.

Таблица 1. Исходные данные для задачи
[Table 1. Initial data for the problem]

№ задания 1 2 3 4

Продолжительность ip 2 3 4 4

Количество ресурса 1ir 2 3 2 2

На рис. 3a представлено допустимое рас-
писание, при котором соблюдены отношения 
предшествования, ограничения на ресурсы и 
продолжительность обслуживания заданий. 
На рис. 3b показано оптимальное расписание.

При моделировании данной задачи в рам-
ках CP, помимо ограничений на порядок вы-
полнения заданий, используется глобальное 
кумулятивное ограничение.

На рис. 4 приведен пример описания и ре-
шения данной задачи в среде MiniZinc.

Другие примеры задач этого класса рас-
сматриваются в работах [34–37].

5. ПОТОКИ В СЕТЯХ

В рамках сетевого планирования выделя-
ют следующие задачи [29]:

1) построение сетевого графика и расчет 
его временных характеристик (метод крити-
ческого пути); 

2) расчет вероятностных показателей для 
трехпараметрической или двухпараметриче-
ской сетевой модели; 

3) оптимизация стоимости выполнения 
проекта [38]. 

К последней категории относятся потоко-
вые задачи:

‒ задача о максимальном потоке, которая 
состоит в том, чтобы найти такой поток, для 

а)

б)
Рис. 3. Пример задачи RCPSP: 
а) допустимое расписание — 

max 4 3 4 11C = + + = ,
б) оптимальное расписание — 

max 2 3 4 9C = + + =
[Fig. 3. RCPSP example:

a) admissible schedule — max 4 3 4 11C = + + = ,
b) optimal schedule — max 2 3 4 9C = + + = ]

Рис.4. Пример описания и решения задачи 
RCPSP в среде MiniZinc

[Fig.4. An example of describing and solving 
the RCPSP problem in the MiniZinc]
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которого сумма потоков для всей сети будет 
как можно больше;

‒ задача минимальной стоимости потока, 
в которой каждая дуга графа имеет удельную 
стоимость транспортировки материала по 
ней. Задача состоит в том, чтобы найти поток 
с наименьшими суммарными затратами.

В качестве примера задачи рассматривае-
мого класса приведем задачу проектирования 
открытых карьеров с максимальной прибы-
лью, которая сводится к поиску максималь-
ного потока в сети [39].

Рассмотрим двухмерную блочную модель 
карьера с заданными значениями прибыли, 
представленную на рис. 5 [40]. В каждом пря-
моугольнике значения сверху показывают 
прибыль, получаемую при извлечении блока, 
а снизу приводятся обозначения соответству-
ющих булевых переменных задачи.

В рассматриваемом примере безопасные 
углы наклона считаются равными 45°, по-
этому при извлечении, например, блока 5 
должны быть извлечены также и блоки 1, 2, 3. 
Описанные ограничения на порядок выемки 
блоков представлены на рис. 6.

Требуется принять решение о том, какие 
блоки следует добывать, чтобы максимизи-
ровать прибыль с учетом описанных ограни-
чений.

Задачу максимизации прибыли на языке 
линейных ограничений можно сформулиро-
вать следующим образом:

1 2 3 4 5 6max( 2 ),x x x x x x+ − − + −
при условиях:

5 1,x x≤

5 2 ,x x≤

5 3,x x≤

6 2 ,x x≤

6 3,x x≤

6 4 ,x x≤
{ }1,0 , 1 6.ix i∈ = 

Для решения задачи проектирования ка-
рьера как потоковой задачи сначала форми-
руется сеть N  (рис. 7), связанная с графом 
карьера, а затем решается задача о макси-
мальном потоке в сети [41].

На рис. 7 с истоком s  связаны узлы 1, 2, 5, 
из которых исходят дуги с положительным 
значением прибыли, а непосредственно к сто-
ку t  ведут дуги из узлов 3, 4, 6 с отрицатель-
ным значением прибыли.

Решая задачу о максимальном потоке (ми-
нимальном разрезе), получаем результат, по-
казанный на рис. 7, где f  — общий поток, s — 
исток (исходный узел), t  — узел-приемник, а 
на каждой дуге показаны оптимальный поток 
и пропускная способность. Жирными стрел-
ками показано направление потока. Мини-
мальный разрез показан пунктирной линией.

Таким образом, чтобы максимизировать 
прибыль, при разработке карьера нужно вы-
нуть блоки 1, 2, 3 и 5 как показано на рис. 8.

Максимальная прибыль равна 3, тогда как 
1 2 5 4,p p p+ + =  а минимальная пропускная 

способность равна 1.

Рис. 5. Двухмерная блочная модель карьера 
с заданными значениями прибыли

[Fig. 5. 2D block model of a pit with specified 
profit values]

Рис. 6. Граф двухмерной блочной модели 
[Fig. 6. Graph of 2D block model]

Рис. 7. Сеть для задачи максимального потока
[Fig. 7. Network for the maximum flow problem]
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В пакете Google OR tools для различных 
языков программирования представлены 
программные классы-солверы, позволяющие 
решать задачу о максимальном потоке, указы-
вая в качестве параметров конкретные наборы 
вершин и дуг с весами. Так, например, для язы-
ка Java подобный класс называется MaxFlow.

6. КАЛЕНДАРНОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ 
ИЛИ ПОСТРОЕНИЕ РАСПИСАНИЯ 

ДЛЯ ПРИБОРОВ 

В отличие от задач Project Scheduling, где 
для выполнения одной работы может потре-
боваться одновременное участие нескольких 
исполнителей, в задачах составления распи-
саний для приборов (machine scheduling — 
MS) каждое задание обычно выполняется 
(обслуживается) единовременно только на 
одной машине (приборе). Различают:

• Задачи для одного прибора. Характерной 
особенностью этих задач является то, что од-
новременно машина (прибор) может обслу-
живать (выполнять) только одно задание.

• Задачи для параллельных приборов. Для 
этих задач вместо одного прибора (машины) 
доступно m приборов (машин) 1 2, , ., mM M M  
Между заданиями могут быть заданы отно-
шения предшествования. Каждое задание мо-
жет выполняться на любом приборе. Если 
приборы идентичны, то время обслуживания 

jp  требования j  не зависит от выбора маши-
ны, на которой задание будет выполнено.

Приведем пример задачи Machine schedul-
ing (MS) для параллельных приборов [29]. 
Пусть требуется выполнить восемь заданий 
на трех идентичных машинах. Различные за-
дания могут выполняться одновременно на 
разных машинах. Времена обслуживания за-
даний: 1 1,p =  2 3,p =  3 4,p =  4 2,p =  5 2,p =  

6 3,p =  7 1,p =  8 5.p =  Необходимо составить 

оптимальное расписание, не нарушающее пе-
речисленных выше условий.

На рис. 9 представлено оптимальное рас-
писание, для которого максимальное время 
выполнения всех заданий равно 7.

На рис. 10 приведен пример описания и 
решения этой задачи среде MiniZinc.

В рамках технологии CP, каждая машина в 
данном случае рассматривается как унарный 
ресурс, используемый в ходе выполнения за-
даний, и для его моделирования применяется 
глобальное дизъюнктивное ограничение.

Рис. 8. Окончательная форма карьера
[Fig. 8. The final design of a pit]

Рис .9. Оптимальное расписание для 
идентичных машин

[Fig. 9. Optimal schedule for identical cars]

Рис. 10. Пример описания и решения задачи 
Machine scheduling для параллельных 

приборов в среде MiniZinc
[Fig. 10. An example of describing and solving 
the Machine scheduling problem for parallel 

devices in the MiniZinc]
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Помимо идентичных приборов, могут 
рассматриваться приборы с разной произво-
дительностью. Для каждого задания j и маши-
ны k может быть задано свое время jkp  обслу-
живания задания j на приборе .k  Задачи это-
го класса представлены в работах [42–44].

7. ЗАДАЧИ ЦЕХА

В задачах цеха (shop scheduling) каждое за-
дание (требование) состоит из операций (ра-
бот), выполнение которых может назначаться 
только на определенные машины (приборы). 
В общем случае дано m  машин 1 2, , , mM M M  
и каждое задание j  содержит операции 

1 , , .j njO O  Между операциями могут быть за-
даны отношения предшествования (маршрут 
обработки детали). Две операции одного и 
того же задания не могут выполняться одно-
временно, и каждая машина может выпол-
нять единовременно только одну операцию.

Если задание состоит из цепочки опера-
ций, где каждая операция назначена на кон-
кретную машину (на некоторых машинах 
задание может быть выполнено более одного 
раза или не выполняться никогда), то говорят 
о составлении расписаний для рабочих мест 
(job-shop scheduling — JSS). При этом, количе-
ство операций у разных заданий может быть 
различным.

Если машины упорядочены линейно и 
все операции следуют по одному и тому же 
маршруту (от первой машины до последней 
машины) тогда задача называется задача по-
точного цеха (flow-shop problem).

Если из flow-shop problem, удалить ограни-
чения приоритета, то есть операции каждого 
задания могут быть обработаны в произволь-
ном порядке, то получаем задачу открытого 
цеха (open-shop problem).

Приведем пример задачи Job Shop Sched-
uling [31]. Пусть необходимо выполнить три 
задания, каждое из которых представляет 
собой набор операций, которые могут быть 
выполнены тремя машинами. В табл. 2 при-
ведены исходные данные.

Основные ограничения формализуют сле-
дующие требования:

• Ограничения приоритета: заключаются 
в том, что для любых двух последовательных 
операций в одном и том же задании первая 
должна быть завершена до того, как можно 
будет начать вторую. Например, операции 1O  
и 2O  являются последовательными для зада-
ния 1Job .

• Ограничения отсутствия перекрытия: 
предписывают, что машина не может обраба-
тывать две операции одновременно. Напри-
мер, операция 2O  и операция 6O  обрабатыва-
ются на машине 2, а следовательно интервалы 
их обработки не могут перекрываться.

• Операция, однажды начатая, должна вы-
полняться до завершения.

В данном случае решением задачи со-
ставления расписаний является назначение 
времени начала для каждой операции, удов-
летворяющей приведенным выше ограниче-
ниям.

Задача состоит в том, чтобы свести к ми-
нимуму промежуток времени от самого ран-
него времени начала работ до самого поздне-
го времени окончания.

На рис. 11 приведено оптимальное решение.

Таблица 2. Исходные данные
[Table 2. Initial data]

Задание Операция Время
обработки 

Номер
машины

1Job
1O 3 1

2O 2 2

3O 2 3

2Job
4O 2 1

5O 1 3

6O 4 2

3Job 7O 4 2

8O 3 3

Рис. 11. Оптимальное решение задачи 
Job Shop Scheduling

[Fig. 11. The optimal solution to the Job Shop 
Scheduling problem]
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Темным цветом помечены операции зада-
ния 1,Job  более светлым — операции задания 

2 ,Job  а самым светлым — операции задания 
3.Job
На рис. 12 приведен пример описания и 

решения задачи Job Shop в среде MiniZinc.
При моделировании данного класса задач 

составления расписаний каждая машина рас-
сматривается как унарный ресурс, исполь-
зуемый в ходе выполнения операций, назна-
ченных на определенную машину. При моде-
лировании унарных ресурсов применяется 
глобальное ограничение disjunctive. В случае, 
если на операциях задан порядок их выпол-
нения, то используются средства для модели-
рования отношений предшествования [45].

8. СОСТАВЛЕНИЕ ВРЕМЕННЫХ ТАБЛИЦ 

Задачи составления временных таблиц 
(Time Tabling) возникают при планировании 
занятости персонала, при согласовании вре-
мени различных встреч и т. д. Обобщенная 
задача формулируется следующим образом. 
Даны множества ресурсов 1 2, ,... kR R R  и мно-
жество операций 1 2, ,... ,nJ J J  которые нужно 
выполнить. Для каждой операции задан на-
бор ресурсов, необходимых для ее выполне-
ния, причем ресурсы могут быть однозначно 
определены (фиксированные ресурсы), или 
может быть задано подмножество ресурсов, 
из которых нужно выбрать фиксированное 
их количество (свободные ресурсы). Каждый 
ресурс может быть назначен только на одну 
операцию в каждый момент времени [46].

Требуется для каждой операции выбрать 
«свободные ресурсы» и определить время на-
чала ее выполнения. Полученное расписание 
должно быть или допустимым (не нарушать 
ограничения на ресурсы) или оптимальным, 
т. е. допустимым расписанием, при котором 
минимизирована или максимизирована не-
которая целевая функция.

Задачи данного класса еще называют за-
дачами составления графиков (дежурств). 
Зачастую задачи Time Tabling можно свести к 
задачам Project Scheduling.

В отличие от других уже рассмотренных 
классов задач теории расписаний, здесь в ка-
честве переменных рассматриваются ячейки 
некоторой таблицы, а в качестве значений 
переменных — т. е., значения, которые могут 
располагаться в ячейках. Как правило, все пе-
ременные определены на одном домене. Со-
ответственно, условия задачи обычно форму-
лируются как ограничения на количество тех 
или иных значений в том или ином столбце\
строке, части столбца\строки.

Для моделирования и обработки подобных 
количественных ограничений часто приме-
няется глобальное ограничение на мощность 
множеств (global cardinality constraint — GCC) 
[47]. В некоторых библиотеках программи-
рования в ограничениях данное ограничение 
может называться count, atleast\atmost. 

Рис. 12. Пример описания и решения задачи 
Job Shop в среде MiniZinc

[Fig. 12. An example of describing and solving 
the Job Shop problem in the MiniZinc]
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Псевдокод, описывающий предикат, со-
ответствующий глобальному ограничению 
GCC приведен ниже:
bool GCC (array of int: x, array of int: v, array of 
int: lb, array of int: ub)
begin
      return forall( j  in index(v))
      (sum(i  in index(x)) ( [ ] [ ]) [ ])x i v j lb j== ≥ ∧
      (sum(i  in index(x)) ( [ ] [ ]) [ ]);x i v j ub j== ≤
end.

Первый параметр — это массив перемен-
ных, второй — массив тех значений данных 
переменных, на которые накладывается огра-
ничение кардинальности.

Следующие два массива задают нижние 
и верхние пороги на встречаемость в векто-
ре решения задачи для значений из второго 
массива.

Другим глобальным ограничением, часто 
используемым в рассматриваемых задачах 
составления временных таблиц, является 
ограничение alldifferent, предписывающее, 
что все входящие в него переменные попарно 
должны принимать различные значения.

Псевдокод, описывающий предикат alldif-
ferent приведен ниже:
bool alldifferent(array x)  
begin
        return for all ( ,i j  in index(x) where i j< ) 
      [ ]x i ≠ [ ]x j ;
end.

При использовании данного ограничения 
все переменные массива x должны принимать 
различные значения.

Приведем пример задачи [48].
Пусть в течение последних четырех лет 

работники 1,E  2 ,E  3E  и 4E  получают очеред-
ные отпуска в мае ( ),M  июне ( ),JN  июле ( )JL  
и августе ( ).A  Причем если один из них отды-
хает в мае, то другой — в июне, третий — в 
июле, а четвертый — в августе. Каждый из 
них получает отпуск в разное время.

В первый год работник 3E  отдыхал в июле, 
во второй год — в августе, а работник 1E  — в 
мае. В третий год 4E  отдыхал в июне, а 2E  на 
четвертый год — в июле. Необходимо узнать 
время отдыха каждого работника в каждом 
году.

Перечислим ограничения задачи:
• Ежегодно отдыхают все работники в раз-

ные месяцы.
• В разные годы каждый из работников 

отдыхает в разные месяцы. 
В табл. 3 представлены начальные данные 

и решение задачи.
При моделировании данной задачи в па-

радигме программирования в ограничениях 
каждой ячейке тела таблицы сопоставляется 
переменная, принимающая значение из мно-
жества { , , , }.M JN JL A

Таблица 3. Расписание получения отпусков 
для четырех работников за четыре года

[Table 3. Vacation schedule for four employees 
for four years]

/Y E 1E 2E 3E 4E
1Y Июнь Май Июль Август

2Y Май Июнь Август Июль

3Y Июль Август Май Июнь

4Y Август Июль Июнь Май

Основные ограничения задачи могут быть 
переформулированы следующим образом:

a) все значения переменных, соответству-
ющие строке данной таблицы, должны быть 
различными;

b) все значения переменных, соответству-
ющие столбцу данной таблицы, должны быть 
различными.

Данные ограничения моделируются с по-
мощью глобального ограничения alldifferent.

Применяя имеющиеся ограничения, по-
лучаем решение, представленное в табл. 3, 
где начальные данные отображены жирным 
шрифтом.

На практике приходится решать гораздо 
более трудные и объемные задачи. Приме-
ром подобных задач является задача о гра-
фике дежурств для медсестер (nurse scheduling 
problem) [49].

В подобных задачах возникают дополни-
тельные условия на порядок дневных, ночных 
смен, выходных, например: после ночного де-
журства должен быть выходной, две смены 
не могут идти подряд и т. д. Такие условия 
описываются с помощью глобального огра-
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ничения regular, которое позволяет задавать 
детерминированные конечные автоматы [47].

На рис. 13 приведены описание и решение 
рассмотренной в примере задачи Time Tabling 
в среде MiniZinc.

Примеры задач этого класса приведены в 
работах [50, 51].

9. СОСТАВЛЕНИЕ РАСПИСАНИЙ 
ДВИЖЕНИЯ ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ

Составление расписаний для транспорт-
ных средств (transport scheduling) описывает 
процесс назначения транспортных средств 
для движения по расписанию.

Целью составления расписаний движения 
транспортных средств является поиск наи-
лучших маршрутов для парка транспортных 
средств, посещающих набор местоположе-

ний. Обычно под «лучшими» подразумевают-
ся маршруты с наименьшим общим расстоя-
нием или стоимостью. Обычно требуется со-
ставить расписание транспортировки, кото-
рое должно учитывать ряд ограничений [52]. 
Самая известная задача маршрутизации — 
это задача коммивояжера (Traveling Salesperson 
Problem — TSP). В задаче коммивояжера рас-
сматривается n  городов и матрица попарных 
расстояний между ними. Требуется найти та-
кой порядок посещения городов, чтобы сум-
марное пройденное расстояние было мини-
мальным, каждый город посещался ровно 
один раз и коммивояжер вернулся в тот го-
род, с которого начал свой маршрут. Другими 
словами, во взвешенном полном графе требу-
ется найти гамильтонов цикл минимального 
веса. Для формирования оптимального 
маршрута объезда n  городов необходимо вы-
брать один лучший из ( 1)!n−  вариантов по 
критерию времени, стоимости или длине 
маршрута. Задача TSP может быть представ-
лена графом, в котором узлы соответствуют 
локациям, а ребра (или дуги) обозначают 
прямое перемещение между локациями. В ра-
ботах [53–56] описаны различные модифика-
ции задачи TSP, здесь мы покажем простей-
ший случай этой задачи.

На рис. 14 показана простейшая задача TSP 
всего с четырьмя местоположениями, поме-
ченными ,A  ,B  C и .D  Расстояние между любы-
ми двумя местоположениями определяется 
числом рядом с соединяющим их ребром.

На рис. 15 представлен пример описания 
и решения задачи коммивояжера в среде 
MiniZinc.

Подсчитав расстояния всех возможных 
маршрутов, можно увидеть, что кратчайшим 

Рис. 13. Пример описания и решения задачи 
Time Tabling в среде MiniZinc

[Fig. 13. An example of describing and solving 
the Time Tabling problem in the MiniZinc]

Рис. 14. Схема местоположений в задаче TSP 
с четырьмя местоположениями

[Fig. 14. Location scheme in the TSP 
with four locations]
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маршрутом является ,ACDBA  для которого 
общее расстояние равно 35 + 30 + 15 + 10 = 90. 
Пример более сложной задачи TSP можно 
найти в [52].

При моделировании задачи коммивоя-
жера, а также других задач маршрутизации 
транспортных средств, в виде задачи удовлет-
ворения ограничений применяется глобаль-
ное ограничение circuit [57].

10. ЦИКЛИЧЕСКИЕ РАСПИСАНИЯ 
ДЛЯ ТРАНСПОРТНЫХ СРЕДСТВ

В задаче маршрутизации транспортных 
средств (Vehicle routing problem — VRP) требу-
ется оптимизировать маршруты для несколь-

ких транспортных средств, посещающих на-
бор местоположений (когда есть только одно 
транспортное средство, это сводится к задаче 
коммивояжера). Под «оптимальными марш-
рутами» для VRP подразумеваются, напри-
мер маршруты с наименьшим общим рас-
стоянием. Ecли требуется завершить все по-
ставки как можно скорее, то для определения 
оптимального маршрута требуется миними-
зировать длину самого длинного одиночного 
маршрута среди всех транспортных средств.

Выделяют следующие классы задач:
• VRP с ограничениями по грузоподъем-

ности, где транспортные средства имеют мак-
симальную грузоподъемность для предметов, 
которые они могут перевозить.

• VRP с временными окнами, где транс-
портные средства должны посещать локации 
в указанные промежутки времени.

• VRP с ограничениями по ресурсам, та-
ким как пространство или персонал для по-
грузки и разгрузки автомобилей в депо (на-
чальная точка маршрутов).

Приведем пример задачи маршрутизации 
транспортных средств с самовывозом и до-
ставкой (Vehicle Routing with Pickups and Deliv-
eries) [58]. 

Каждое транспортное средство забирает 
предметы в разных местах и выгружает их 
в других пунктах. Задача состоит в том, что-
бы назначить маршруты для транспортных 
средств так, чтобы забрать и доставить все 
предметы, минимизировав при этом длину 
самого длинного маршрута.

На рис. 16a показана схема города, стрел-
ками показаны связи между узлами, которые 
должны быть реализованы оптимальным об-
разом. 

На рис. 16b представлена схема движения по 
оптимальным маршрутам для четырех машин.

В пакете Google OR Tools имеется специ-
альный класс RoutingModel, реализующий ре-
шатель для задач построения расписаний для 
транспортных средств (в документации Google 
OR Tools [49, 52] приводятся различные пара-
метры методов упомянутого класса для описа-
ния и решения задач, продемонстрированных в 
примерах данного подраздела, а также для зада-
чи коммивояжера из предыдущего подраздела).

Рис. 15. Пример описания и решения задачи  
TSP в среде MiniZinc

[Fig. 15. An example of describing and solving 
the TSP problem in the MiniZinc]
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье рассмотрен подход к решению 
задач составления расписаний на основе па-
радигмы программирования в ограничениях. 
Существенным преимуществом использова-
ния данной технологии по сравнению с тра-
диционными методами теории исследования 
операций является то, что набор ограничений 
задачи может быть легко дополнен новыми 
типами глобальных ограничений без изме-
нения используемого механизма поиска. Это 
позволяет с одной стороны избежать излиш-
них упрощений при моделировании задачи, 
а, с другой стороны, поэтапно усложнять по-
становку задачи, постепенно дополняя ее но-
выми деталями (условиями).

В целом, применение технологии програм-
мирования в ограничениях позволяет решать 
практически значимые экземпляры задач со-
ставления расписаний.
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