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Аннотация. Категориальные грамматики зависимостей являются обобщением клас-
сических категориальных грамматик. В отличие от контекстно-свободных грамматик, 
они описывают структуру предложения не с помощью составляющих, а посредством 
синтаксических зависимостей между словами. Эти грамматики весьма выразительны и 
позволяют порождать многие не контекстно-свободные языки. В статье изучаются вы-
разительные возможности одного из вариантов этих грамматик — мультимодальных ка-
тегориальных грамматик зависимостей. Ранее уже было установлено, что они способны 
порождать неполулинейные языки. В статье исследуются возможности задания многоч-
ленов с помощью таких грамматик. Доказано, что для любого полинома существует грам-
матика, порождающая множество положительных значений этого полинома, записанных 
в унарной системе. Аналогичным образом может быть представлено и множество абсо-
лютных величин всех ненулевых значений полинома. Установлено, что можно построить 
грамматики, осуществляющие вычисление значения полинома на заданном аргументе и 
вычисление аргумента по заданному значению полинома.
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ВВЕДЕНИЕ

Категориальные грамматики являются од-
ним из стандартных способов задания есте-
ственных и формальных языков. Они по-
зволяют описывать структуру предложения 
в терминах синтаксических зависимостей 
между отдельными словами. Они сопостав-
ляют каждому слову конечное множество 
синтаксических категорий, которые описы-
вают синтаксические типы слов, то есть их 
роли в предложении. Простейший вариант 
таких грамматик (классические категори-
альные грамматики) эквивалентен контекст-

но-свободным грамматикам (см. [1]). Однако 
сейчас признано, что контекстно-свободные 
грамматики недостаточно выразительны для 
описания естественных языков. В частности, 
они неспособны обрабатывать так называ-
емые непроективные зависимости, которые 
встречаются во многих естественных языках, 
в том числе в русском (см. [1]). Поэтому как 
с теоретической, так и с практической точки 
зрения большой интерес представляет разра-
ботка и исследование более выразительных 
моделей языка.

Существует большое количество типов 
грамматик, обобщающих контекстно-свобод-
ные: индексные, множественные контекст-
но-свободные, комбинаторные категориаль-
ные, различные варианты грамматик Ламбе-
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ка и многие другие. Выразительные силы этих 
грамматик существенно различаются. К не-
давним достижениям в этой области отно-
сятся результаты о сильной эквивалентности 
двух вариантов слабо контекстных грамма-
тик (см. [2–4]). Одним из обобщений класси-
ческих категориальных грамматик являются 
категориальные грамматики зависимостей 
(КГЗ) и мультимодальные категориальные 
грамматики зависимостей (ммКГЗ), введён-
ные А. Я. Диковским и М. И. Дехтярём (см. 
[5, 6]). Эти грамматики позволяют задавать 
непроективные зависимости, и в то же время 
для них существует алгоритм анализа, имею-
щий полиномиальную сложность при неко-
торых естественных ограничениях. В [7–10] 
описаны возможности практического приме-
нения КГЗ для анализа естественных языков, 
а в [11–13] получены некоторые теоретиче-
ские результаты. В частности, в [11] построен 
пример ммКГЗ, порождающей язык, множе-
ство длин слов которого не содержит беско-
нечных арифметических прогрессий. Извест-
но, что для контекстно-свободных грамматик 
и некоторых вариантов слабо контекстных 
грамматик множество длин слов является 
объединением конечного числа арифметиче-
ских прогрессий, а образ Парика языка яв-
ляется полулинейным множеством (точные 
определения и доказательства этих фактов 
можно найти в [14, 15]). В связи с этим воз-
никает вопрос, каким может быть множество 
длин слов языка, порождаемого ммКГЗ.

В настоящей статье мы изучаем вырази-
тельные возможности мультимодальных кате-
гориальных грамматик зависимостей. В разде-
ле 1 приводятся основные определения. В раз-
деле 2 мы доказываем, что для любого многоч-
лена ( )f n  с положительным старшим коэффи-
циентом существует ммКГЗ ,fG  порождаю-
щая язык ( )

0{ : },f na n n≥  где 0n  — некоторая 
константа, зависящая от .f  С помощью этого 
результата мы доказываем, что языки

( )
1 { : 0, ( ) 0},f nL a n f n= ≥ >

( )
2 { : , ( ) 0},f nL a n Z f n= ∈ >

| ( )|
3 { : , ( ) 0}f nL a n Z f n= ∈ ≠

также порождаются ммКГЗ (здесь через Z  
обозначено множество целых чисел). Далее 

мы показываем, что существуют ммКГЗ, за-
дающие языки

( )
4 { : 0, ( ) 0},n f nL b a n f n= > >

1 ( ) 1
5 { : 0, ( ) 0},f m mL b a m f m

− −> >=

где 1( )f m−  — наибольшее натуральное число 
n, которое удовлетворяет неравенству

( ) ,f n m≤  то есть 1( )f m−  — некоторый вари-
ант обратной функции для полинома .f

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Алфавит Σ  — это произвольное конеч-
ное множество символов. Слово в алфавите 
Σ — это конечная последовательность симво-
лов из .Σ  В лингвистических приложениях в 
роли Σ  выступает множество словоформ, а 
их последовательности являются предложе-
ниями, но мы будем придерживаться терми-
нологии теории формальных языков. Длиной 
слова w  называется число символов в нём. 
Длина слова w  обозначается | | .w  Пустое 
слово ε  — это слово длины 0. Через *Σ  обо-
значается множество всех слов в алфавите ,Σ  
а через +Σ  — множество всех непустых слов в 

.Σ  Конкатенацией слов u  и v  (обозначается 
uv) называется слово, полученное приписы-
ванием v  в конец u. i-я степень слова w  — 
это слово ,w w…  где w  повторяется i  раз 
(обозначается iw ). В частности, 0 ,w ε=  1 .w w=

Пусть C  — конечное непустое множество 
элементарных категорий. Его элементы соот-
ветствуют типам слов в предложении (подле-
жащее, сказуемое и т. п.). Полярностью назы-
вается элемент множества }, , .,{     По-
ляризованная валентность — это строка вида 

,vC  где v  — полярность, C  — элементарная 
категория. Пары валентностей вида C C   
и C C   называются правильными. Поло-
жительные валентности C  и C  задают 
начало непроективной зависимости между 
словами, а соответствующие им отрицатель-
ные валентности C  и C  — её конец. Ка-
тегория — это выражение вида

 1 1[ \ \ \ / / / ] ,P
k mL L H R R… …

где , ,i jH L R  — элементарные категории, 
, 0,k m ≥  P  — конечная последовательность 

поляризованных валентностей. H  называет-
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ся головой категории, последовательности 
1\ \kL L…  и 1 / / mR R…  — левым и правым 

списком зависимостей соответственно, выра-
жение 1 1[ \ \ \ / / / ]k mL L H R R… …  — локаль-
ной частью категории, а P  — потенциалом. 
Множество всех категорий обозначается 
Cat( ).C  Если потенциал P  содержит ,C  то 
мы будем говорить, что он выпускает C  на-
право, а если P  содержит ,C  то он ловит 

C  слева.
Мультимодальная категориальная грам-

матика зависимостей (ммКГЗ) — это пятёр-
ка ( , , , , ),G S δ π= Σ C  где

• Σ — алфавит терминальных символов;
• C — множество элементарных категорий;
• S ∈C  — главная категория;
• δ  — словарь, отображение множества Σ  

в множество всех конечных подмножеств 
множества Cat( );C

• π  — функция запретов, отображение 
множества C  в множество всех своих подм-
ножеств.

Если 1( ) { , , },naδ γ γ= …  то мы будем запи-
сывать это в виде 1, ., na γ γ…  Если 

1 2 ,nw a a a= …  то через ( )wδ  обозначается 
множество последовательностей категорий, 
которые можно приписать слову w  согласно 
словарю :δ

 1( ) { : ( ) 1 }. n i iw a i nδ γ γ γ δ= … ∈ ≤ ≤äëÿ
На множестве конечных последователь-

ностей категорий *Cat( )C  определяются сле-
дующие правила сокращения:

1 2 1 2
1 2 1 2: [ ] [ \ ] [ ;]P P P PC C β βΓ Γ Γ ΓlL 

1 2 1 2
1 2 1 2: [ / ] [ ] [ ] ;P P P PC Cβ βΓ Γ Γ ΓrL 

1 2 3 1 2 3
1 2 1 2: [ ] ] ,[P CP CP P P Pβ βΓ Γ Γ ΓlD     если 2P  не 

содержит валентностей C  и ,C  а также 
валентностей вида vB  для всех ( );B Cπ∈

1 2 3 1 2 3
1 2 1 2: [ ] ] ,[P CP CP P P Pβ βΓ Γ Γ ΓrD     если 2P  не 

содержит валентностей C  и ,C  а также 
валентностей вида vB  для всех ( ).B Cπ∈

В частности, если ( ),B Aπ∈  ( ),A Bπ∈  то 
это означает, что потенциал не может содер-
жать подпоследовательностей валентностей 
вида ,A B A B     то есть непроектив-
ные зависимости с именами A  и B  не могут 
пересекаться.

Через *  обозначается рефлексивное 
транзитивное замыкание отношения � По-
тенциал P  называется сбалансированным, 
если его можно сократить до пустого слова, 
используя правила lD  и .rD

Язык, порождаемый ммКГЗ ,G  — это 
множество слов, которым можно приписать 
категории так, чтобы они сократились до 
главной категории [ ] :S

 1
*

( ) { :

 ( ) [ ]}.,  
nL G a a

w Sδ

+= … ∈Σ

Γ∈ Γ 

ñóùåñòâóåò òàêà

ñòðîê îà

ÿ

÷ò
Язык L  называется ммКГЗ-языком, если он 
порождается некоторой ммКГЗ.

Лингвистический смысл введённых поня-
тий описан в книге [1] и в статьях [5, 12, 13].

2. ЗАДАНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ 
МУЛЬТИМОДАЛЬНЫМИ 

КАТЕГОРИАЛЬНЫМИ 
ГРАММАТИКАМИ ЗАВИСИМОСТЕЙ

Пусть ( )f n  — произвольный многочлен 
степени k  с целыми коэффициентами. Через 

( )if n  мы обозначим многочлены, определяе-
мые индукцией по i  следующим образом:

0 1( ) ( ), ( ) ( 1) ( ).i i if n f n f n f n f n+= = + −
Из определения непосредственно следует, 

что 1( ) ( ) ( 1).i i if n f n f n++ = +  В частности, 
1( ) ( ) ( 1).f n f n f n+ = +  В следующих трёх лем-

мах сформулированы некоторые простые 
свойства многочленов ( ).if n  Эти леммы вы-
ражают известные свойства конечных разно-
стей и поведение многочленов в пределе при 

.n →∞
Лемма 1. Если ( )f n  — многочлен степени 

k , то ( )if n  — многочлен степени .k i−
Лемма 2. Если ( )f n  — многочлен степени 

k , то ( )kf n  — отличная от нуля константа.
Лемма 3. Для любого многочлена ( )f n  с 

положительным старшим коэффициентом 
существует такое число 0n , что 

0 1( ) ( ) ( ) 0kf n f n f n> >…> >  при 0.n n≥
Теперь для каждого многочлена f  с поло-

жительным старшим коэффициентом мы 
определим ммКГЗ ,fG  порождающую язык 

( )
0( ) { : 2}.f n

fL G a n n= ≥ +  Грамматика содер-
жит единственный терминальный символ a и 
элементарные категории
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0

{ , , , , , , }
{ :1 ( ) 1} { , :1 },i i i i

S C D E F X Y
T T f n A B i k

= ∪
∪ ≤ ≤ − ∪ ≤ ≤

C

для которых определены следующие ограни-
чения:

 
( ) { }, ( ) { :1 },
( ) { }, ( ) { :1 }.

i i

i i

A X X A i k
B Y Y B i k

π π
π π

= = ≤ ≤
= = ≤ ≤

Для остальных категорий ограничений нет.
Теперь определим словарь грамматики. 

Обозначим через 0P  потенциал
1 0 2 0 0( ) ( ) ( )

0 1 2( ) ( ) ( ) .kf n f n f n
kP A A A= …  

Перечислим сопоставления категорий 
символу :a

 
0

0

1 1 2

2 3 ( ) 1

[ / ] ,[ / ],
[ / ], ,[ / ];

XP Y

f n

a S T T T
T T T C−…

 



 (1)

 1 1 1[ / ] ,[ / ] ,[ / ] .P P X X P Xa C C C D C F  

  (2)
В категориях (2) потенциал 1P  принимает 
следующие значения:

1,1 1 1

2
1,2 1 2 1 2

2 2
1,3 1 2 3 1 2 3

2 2
1, 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

;

;

;

.k k k k

P A B

P A A B B

P A A A B B B

P A A B B B−

=

=

=

…

= … …

 

   

     

    

Следующие сопоставления аналогичны кате-
гориям (2):

 2 2 2[ / ] ,[ / ] ,[ / ] .P P Y Y P Ya D D D C D E  

  (3)
В категориях (3) потенциал 2P  принимает 
следующие значения:

2,1 1 1

2
2,2 1 2 1 2

2 2
2,3 1 2 3 1 2 3

2 2
2, 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

;

;

;

.k k k k

P B A

P B B A A

P B B B A A A

P B B A A A−

=

=

=

…

= … …

 

   

     

    

Следующие сопоставления задают категории 
на конце слова:

 3 3[ / ] ,[ ] .P P Xa E E E 

  (4)
В категориях (4) потенциал 3P  принимает 
следующие значения:

3,1 1

3,2 1 2

3, 1 1

;

;

.k k k

P A

P A A

P A A A−

=

=

…

= …



 

  

3,1 1

3,2 1 2

3, 1 1

;

;

.k k k

P A

P A A

P A A A−

=

=

…

= …



 

  

Сопоставления (5) аналогичны (4):
 4 4[ / ] ,[ ] .P P Ya F F F 

  (5)
В категориях (5) потенциал 4P  принимает 
следующие значения:

4,1 1

4,2 1 2

4, 1 1

;

;

.k k k

P B

P B B

P B B B−

=

=

…

= …



 

  

Сначала мы докажем, что построенная 
грамматика позволяет разбивать слова на 
блоки длины

 0 1 0 1 0 1( ), ( 1), ( 2), , ( )f n f n f n f n+ + …
для любого 0n n≥  так, что все валентности 
типа iA  (соответственно iB ) каждого 
блока сокращаются с валентностями iA  (со-
ответственно iB ) следующего блока.

Лемма 4. Для любого 0n n≥  существует 
строка категорий 1

1[ ] [ ] rP P
ra aΓ = … , где 

( )r f n= , такая, что:
1) если число 0n n−  чётно, то [ / ]r D Ca =  

или 
0( ) 1[ / ]r f nT Ca −= , а потенциал 1 rP P…  со-

кращается до
 1 ( )( )

1( ) ( ) ;kf nf n
kX A A Y…   

2) если число 0n n−  нечётно, то [ / ]r C Da = , 
а потенциал 1 rP P…  сокращается до

 1 ( )( )
1( ) ( ) ;kf nf n

kY B B X…   

3) если [ ]ra ′  получается из [ ]ra  удалением 
зависимой категории, то

 *
1 1[ ] [ ][ ] [ ].r r Sa a a−… ′ 

Доказательство. Индукция по n.
Базис индукции. Если 0 ,n n=  то нужно 

взять строку, построенную из категорий (1):

 0

01 1 2 2 3 ( ) 1[ / ] [ / ][ / ] [ / ].XP Y
f nS T T T T T T C−… 

Правильность этой строки следует из опреде-
ления 0P .

Индукционный шаг. Рассмотрим случай, 
когда число 0( 1)n n+ −  нечётно. Тогда число 

0n n−  чётно. По индукционному предположе-
нию существует строка категорий 1Γ  длины 

( ),f n  потенциал которой сокращается до
1 2 ( )( ) ( )

1 2( ) ( ) ( ) .kf nf n f n
kX A A A Y…    

Рассмотрим строку категорий
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1,1 1, 1 11 2

1, 1,

( ) ( )( ) ( )
1

( ) 1

([ / ] ) ([ / ] )

([ / ] ) [ / ] .

k k k

k kk

P P f n f nf n f n

P P X Xf n

C C C C

C C C D

− − −−

−

Γ = Γ
 



По индукционному предположению 1Γ  за-
канчивается на категорию с локальной ча-
стью [ / ]D C  или 

0( ) 1[ / ].f nT C−  Непосредствен-
но проверяется, что после удаления D  в по-
следней категории локальная часть получив-
шейся строки сокращается до [ ].S  Потенциал 
строки сокращается до

1 2

11 2

( )( ) ( )
1 2

( ) ( ) ( ) 1( ) ( )
1,1 1, 1 1, 1,

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

.

k

k k k

f nf n f n
k

f n f n f nf n f n
k k k

P X A A A Y

P P P P

X X

− − −−
−

′ = …

…

    

 

 (6)

Число добавленных категорий равно

 1 2 2 3

1 1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
( ( ) ( )) ( ) ( ),k k k

f n f n f n f n
f n f n f n f n−

− + − +…+
+ − + =

поэтому длина строки Γ  равна
 1( ) ( ) ( 1).f n f n f n+ = +
Найдём число валентностей iA  в потен-

циале .P′  Эти валентности содержатся только 
в потенциалах 1, 1, 1 1,, ., ,i i kP P P+ …  Значит, их ко-
личество равно

 1 1 2

1

( ( ) ( )) ( ( ) ( ))
( ( ) ( )) ( ) ( ).

i i i i

k k k i

f n f n f n f n
f n f n f n f n

+ + +

−

− + − +…+
+ − + =

Поскольку валентности iA  и Y  не 
блокируют сокращение друг друга, то все 
пары i iA A   сокращаются. После этого 
между валентностями X  и X  остаются 
только валентности вида .iB  Так как X  и 

iB  также не препятствуют сокращению, то 
пара X X   сокращается. Остаётся найти 
количество валентностей вида .iB  Валент-
ность iB  встречается один раз в потенциа-
ле 1,iP  и по два раза в потенциалах 1, 1 1,, .,i kP P+ …  
Поэтому при i k<  количество iB  равно

 
1 1 2

1

1

( ( ) ( )) 2( ( ) ( ))
2( ( ) ( )) 2 ( )

( ) ( ) ( 1).

i i i i

k k k

i i i

f n f n f n f n
f n f n f n
f n f n f n

+ + +

−

+

− + − +…+
+ − + =

= + = +
Поскольку kB  встречается только в 1, ,kP  

то число вхождений этой валентности в потен-
циал равно ( ) ( 1),k kf n f n= +  так как ( )kf n  — 
константа. Итак, весь потенциал сокращает-
ся до

1 2 ( 1)( 1) ( 1)
1 2( ) ( ) ( ) .kf nf n f n

kY B B B X++ + …    

Случай чётного 0( 1)n n+ −  рассматривает-
ся аналогично. 

Теперь докажем, что описанное в преды-
дущей лемме разбиение является единствен-
но возможным.

Лемма 5. Пусть 1
1[ ] [ ] rP P

ra aΓ = …  — стро-
ка категорий, сокращающаяся до [ ]S , и пусть 

0n n≥  — такое натуральное число, что 
( )f n r≤  и при этом строка категорий 

( )1
1 1 ( )[ ] [ ] f nPP

f na aΓ = …  не содержит элемен-
тарных категорий E  и .F  Тогда для 1Γ  вы-
полняется следующее:

1) если число 0n n−  чётно, то [ / ]r D Ca =  
или 

0( ) ( ) 1[ / ]f n f nT Ca −= , а потенциал строки 
1Γ  сокращается до

 1 ( )( )
1( ) ( ) ;kf nf n

kX A A Y…   

2) если число 0n n−  нечётно, то 
( ) [ / ]f n C Da = , а потенциал строки 1Γ  сокра-

щается до
 1 ( )( )

1( ) ( ) .kf nf n
kY B B X…   

Доказательство. Индукция по .n
Базис индукции. Так как Γ  сокращается до 

[ ],S  то единственным возможным началом 
строки Γ  может быть

 0

01 1 2 2 3 ( ) 1[ / ] [ / ][ / ] [ / ].XP Y
f nS T T T T T T C−… 

По построению 0P  имеет вид, указанный в 
пункте 1.

Индукционный шаг. Снова рассмотрим 
случай, когда число 0( 1)n n+ −  нечётно. По 
индукционному предположению строка Γ 
начинается на префикс 1,Γ  потенциал кото-
рого сокращается до

1 2 ( )( ) ( )
1 2( ) ( ) ( ) ,kf nf n f n

kX A A A Y…    

а локальная часть заканчивается на катего-
рию [ / ]r D Ca =  или 

0( ) ( ) 1[ / ].f n f nT Ca −=  Сле-
довательно, сначала после 1Γ  стоят несколько 
категорий с локальной частью [ / ]C C , а затем 
стоит одна категория с локальной частью 
[ / ].C D  Поэтому потенциал всей строки кате-
горий от начала 1Γ  до конца добавленной ча-
сти сокращается до

 
1 2( ) ( )

1 2
( )

( ) ( )

              ( ) k

f n f n

f n
k

X A A

A YP X X

…

…

  

   

 (7)

для некоторого .P  Так как валентность типа 
X  препятствует сокращению валентностей 
типов ,iA  то потенциал P  содержит ровно 
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( )if n  валентностей iA  для каждого .i  Ва-
лентность kA  содержится только в потен-
циале 1, ,kP  поэтому он встречается в P  ровно 

( )kf n  раз. Докажем индукцией по ,i  что 1,iP  
встречается в P  ровно 1( ) ( )i if n f n+−  раз. Ва-
лентность 1kA −  встречается только в потен-
циалах 1,kP  и 1, 1.kP −  Так как ( )kf n  таких валент-
ностей уже содержатся в потенциалах 1, ,kP  то 
потенциал 1, 1kP −  встречается 1( ) ( )k kf n f n− −  
раз. Валентность iA  встречается только в 
потенциалах 1, 1,, , .i kP P…  По индукционному 
предположению потенциалы 1, 1 1,, ,i kP P+ …  
встречаются

 1 2 1( ) ( ), , ( ) ( ), ( )i i k k kf n f n f n f n f n+ + −− … −
раз соответственно, а значит, они содержат

 1 2

1 1

( ( ) ( ))
( ( ) ( )) ( ) ( )

i i

k k k i

f n f n
f n f n f n f n

+ +

− +

− +…+
+ − + =

вхождений валентности .iA  Так как общее 
число вхождений этой валентности равно 

( ),if n  то 1,iP  встречается в P  ровно 
1( ) ( )i if n f n+−  раз.

Итак, мы доказали, что потенциал (7) ра-
вен потенциалу (6) из доказательства преды-
дущей леммы с точностью до порядка валент-
ностей .iA  Следовательно, он также содер-
жит ровно ( 1)if n +  валентностей ,iB  а со-
ответствующая строка категорий имеет дли-
ну 1( ).f n  Значит, общая длина строки катего-
рий от начала слова до конца потенциала (7) 
равна 1( ) ( ) ( 1).f n f n f n+ = +

Случай чётного 0( 1)n n+ −  рассматривает-
ся аналогично. 

Теперь мы можем доказать главный ре-
зультат о грамматике fG .

Теорема 1. Для любого многочлена f  с по-
ложительным старшим коэффициентом 
грамматика fG  порождает язык

 ( )
0( ) { : 2}.f n

fL G a n n= ≥ +
Доказательство. Рассмотрим слово 

( ) ,f nw a=  где 0 2.n n≥ +  Пусть Γ  — строка 
категорий длины ( 2)f n −  из леммы 4. Пред-
положим для определённости, что число 

0( 2)n n− −  чётно, так что Γ  заканчивается на 
[ / ]D C  или 

0( ) 1[ / ],f nT C−  а её потенциал сокра-
щается до

1 2 ( 2)( 2) ( 2)
1 2( ) ( ) ( ) .kf nf n f n

kX A A A Y−− − …    

Построим продолжение 1Γ  этой строки так 
же, как это было сделано в лемме 4, но в каче-
стве последней категории используем не 

1[ / ,]P X XC D    а 1[ ./ ]P XC F   Тогда потенциал 
строки 1ΓΓ  сократится до

 1 2 ( 1)( 1) ( 1)
1 2( ) ( ) ( ) .kf nf n f n

kY B B B −− − …   

Теперь построим продолжение 2Γ  получив-
шейся строки, как в лемме 4, для случая нечёт-
ной разности, но заменим категории 2[ / ]PD D  
и 2[ / ]P Y YD C    на категории 4[ / ]PF F  и 4[ ]P YF   
соответственно. Так как 4P  отличается от 2P  
только тем, что не содержит положительных 
валентностей, то потенциал строки 1 2ΓΓ Γ  
сбалансирован. Кроме того, непосредственно 
проверяется, что локальная часть последова-
тельности 1 2ΓΓ Γ  сокращается до [ ].S  Так как 
| | ( 2),f nΓ = −  1 1| | ( 2),f nΓ = −  2 1| | ( 1),f nΓ = −  
то

 1 2 1 1

1

| | ( 2) ( 2) ( 1)
( 1) ( 1) ( ).
f n f n f n

f n f n f n
ΓΓ Γ = − + − + − =

= − + − =
Это и значит, что ( ) ( ).f n

fa L G∈  Случай нечёт-
ного 0( 2)n n− −  рассматривается аналогично.

Теперь рассмотрим некоторое слово 
( ),r

fw a L G= ∈  в котором 0( 2).r f n≥ +  Тогда 
существует такая строка категорий ( )wδΓ∈  
длины ,r  что * [ ].SΓ   Так как ни одна катего-
рия не имеет левого списка зависимостей, то 
все сокращения выполняются справа налево. 
Это значит, что последней категорией может 
быть только категория 3[ ]P XE   или 4[ .]P YF   
Предположим для определённости, что это 

4[ .]P YF   Тогда перед последней категорией 
стоят p  категорий вида 4[ / ]PF F  для некото-
рого 0.p ≥  Перед первой из этих категорий 
обязательно стоит категория 1[ ,/ ]P XC F   пе-
ред ней — q  категорий вида 1[ / ]PC C  для неко-
торого 0,q ≥  а ещё раньше — категория 

2[ / .]P Y YD C    Обозначим через 1Γ  строку ка-
тегорий от начала слова w  до этой категории 

2[ / ,]P Y YD C    через 2Γ  обозначим строку 
1 1([ / ] ) [ / ] ,P P XqC C C F   а через 3Γ  — строку 
4 4([ / ] ) [ ] .P P YpF F F   Заметим, что 1P  в строке 

2Γ  обозначает различные потенциалы из 
определения грамматики ,fG  и аналогично 
для 4P  в строке 3.Γ  По лемме 5 потенциал 
строки 1Γ  сокращается до

 1 2 ( )( ) ( )
1 2( ) ( ) ( ) kf nf n f n

kX A A A Y…    
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для некоторого 0.n n≥  Следовательно, строка 
2Γ  имеет длину 1( ),f n  а строка 3Γ  — длину 

1( 1)f n +  (это устанавливается так же, как в 
доказательстве леммы 5). Значит, общая дли-
на строки Γ  равна

 1 1

1

( ) ( ) ( 1)
( 1) ( 1) ( 2),
f n f n f n

f n f n f n
+ + + =

= + + + = +

поэтому ( 2) .f nw a +=  
Грамматику fG  можно модифицировать 

так, чтобы она задавала все положительные 
значения произвольного многочлена.

Теорема 2. Для любого многочлена ( )f n  
следующие языки являются ммКГЗ-языками 
(через Z  обозначено множество целых чисел):

1) ( )
1 { : 0, ( ) 0}f nL a n f n= ≥ > ;

2) ( )
2 { : , ( ) 0}f nL a n Z f n= ∈ > ;

3) | ( )|
3 { : , ( ) 0}.f nL a n Z f n= ∈ ≠

Доказательство. Если старший коэффи-
циент многочлена отрицателен, то язык 1L  ко-
нечен, так как все значения ( )f n  отрицатель-
ны, начиная с некоторого значения аргумента 

0.n  Если старший коэффициент положителен, 
то пусть 0n  — число из леммы 3. Тогда по тео-
реме 1 язык

 ( )
1 0{ : 2}f nL a n n′ = ≥ +

является ммКГЗ-языком. Обозначим через 
1L ′′  множество оставшихся слов, принадле-

жащих языку 1:L
 1 1 0{ :1 ( 2) 1}.iL a L i f n′′ = ∈ ≤ ≤ + −

Так как язык 1L ′′  конечен, то он порождается 
некоторой ммКГЗ. Но класс ммКГЗ-языков 
замкнут относительно объединения (см. [6, 
12]), поэтому язык 1 1 1L L L= ′∪ ′′  также явля-
ется ммКГЗ-языком.

Язык 2L  можно представить в виде

 
( )

2
( )

{ : 0, ( ) 0}

{ : 0, ( ) 0}.

f n

f n

L a n f n
a n f n−

= ≥ > ∪

∪ < − >
Оба члена объединения являются ммКГЗ- 
языками согласно пункту 1 настоящей теоре-
мы, а значит, 2L  также является ммКГЗ-язы-
ком в силу замкнутости класса ммКГЗ-язы-
ков относительно объединения.

Язык 3L  можно представить в виде объе-
динения

 
( )

3
( )

{ : , ( ) 0}

{ : , ( ) 0}.

f n

f n

L a n Z f n
a n Z f n−

= ∈ > ∪

∪ ∈ − >
Тогда 3L  является ммКГЗ-языком, так как со-
гласно предыдущему пункту оба члена объе-
динения — ммКГЗ-языки. 

Построенные грамматики позволяют за-
давать только значения многочлена. В следую-
щей теореме показано, как с помощью ммКГЗ 
задать слова, хранящие как аргумент, так и 
соответствующее значение многочлена.

Теорема 3. Для любого многочлена ( )f n  
язык ( ){ : 0, ( ) 0}n f nL b a n f n= > >  является 
ммКГЗ-языком.

Доказательство. Если старший коэффици-
ент многочлена ( )f n  отрицателен, то L  — ко-
нечный язык, а значит, и ммКГЗ-язык. Рассмо-
трим случай положительного старшего коэф-
фициента. Достаточно построить ммКГЗ для 
языка L  с дополнительным ограничением 

0 2.n n≥ +  Множество элементарных катего-
рий грамматики содержит все элементарные 
категории грамматики ,fG  а также три новые 
категории 0 ,S  R  и .V  Главной категорией яв-
ляется 0.S  Сопоставим символу b  следующие 
категории:

0 0[ / ] ,[ / ] ,[ / ] , / ] .[V V V Vb S R R R R S S S   



Символу a  сопоставим категории из грамма-
тики fG  со следующими изменениями (здесь 

0n  — число из леммы 3):
• категория 0

1[ / ] XP YS T    заменяется на ка-
тегорию 0

0( )
1[ / ] ;

nV XP YS T   

• перед каждой валентностью X  и Y  
добавляется валентность .V  Например, 
если в fG  есть потенциал 1 1 ,A B X X     
то он заменяется на 1 1 .A B V X X    

Любое слово, порождаемое этой грамма-
тикой, имеет вид n mb a  для некоторых n  и .m  
Категории для символов a  сокращаются так 
же, как в грамматике ,fG  но они дополни-
тельно содержат отрицательные валентности 

.V  Как мы уже показали в доказательстве 
лемм 4 и 5, слово ma  разбивается на блоки с 
длинами 0( ),f n  1 0( ),f n  1 0( 1), ,f n + …  1 0( )f n p+  
для некоторого .p  В новой грамматике пер-
вый блок ловит 0n  валентностей типа ,V  а 
остальные 1p +  блоков — по одной такой ва-
лентности. Так как категории слова nb  выпу-
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скают направо в сумме n  валентностей типа 
,V  то 0 1,n n p= + +  откуда 0 1.p n n= − −  Сле-

довательно,
0 1 0 1 0 1( ) ( ) ( 1) ( 1)

( ).
m f n f n f n f n

f n
= + + + +…+ − =

=
Наоборот, рассмотрим слово ( ) .n f nb a  При-

пишем символам b  строку категорий
 2

0[ / ] ([ / ] ) ,[ / ]V V n VS R R R R S−  

а символам a  — строку категорий из доказа-
тельства теоремы 1 с заменой категорий на 
соответствующие им в новой грамматике. Ва-
лентности V  и V  сокращаются, так как 
их количество одинаково, а оставшаяся часть 
строки категорий сокращается до [ ],S  как это 
было показано в доказательстве теоремы 1. 

Наконец, покажем, что ммКГЗ позволяют 
задавать и некоторый вариант функций, явля-
ющихся обратными к многочленам. Для мно-
гочлена ( )f n  с положительным старшим ко-
эффициентом обозначим через 1( )f m−  функ-
цию, определяемую следующим образом:

 1( ) max{ 0 : ( ) }.f m n f n m− = ≥ ≤
Теорема 4. Для любого многочлена с поло-

жительным старшим коэффициентом ( )f n  
язык 

1 ( ) 1{ : 0, ( ) 0}f m mL b a m f m
− −= > >  являет-

ся ммКГЗ-языком.
Доказательство. Пусть 0n  — число из 

леммы 3. При необходимости увеличим его 
так, чтобы при всех 0n n≥  функция ( )f n  
строго возрастала. Любое слово языка L  име-
ет вид ( ) ,n f n pb a +  где 0p ≥  — такое целое чис-
ло, что ( ) ( 1).f n p f n+ < +  Мы модифициру-
ем грамматику из теоремы 3 так, чтобы в кон-
це слова мог находиться ещё один блок, длина 
p  которого удовлетворяет двойному нера-
венству 10 ( ) 1.p f n≤ ≤ −  Для этого удалим из 
грамматики все категории вида 

3 3 4 4[ / ] ,[ ] ,[ / ] ,[ ]P P X P P YE E E F F F   и добавим 
следующие категории:

3 3 3

1 1

4 4 4

1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

[ / ] ,[ ] ,[ / ] ,

[ / ] ,[ ]

[ / ] ,[ ] ,[ / ] ,

[ / ] [ ]

;

.,

P P X P X

B B

P P Y P Y

A A

a E E E E E

E E E

a F F F F F

F F F

′ ′′ ′′

′ ′′ ′′

 

 

 

 





В этих категориях потенциалы 3P ′  и 4P ′ 
принимают следующие значения:

3,1 1 1

3,2 1 2 1

3,3 1 2 3 1

3, 1 1 1

;

;

;

;

( )

( )

( )
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s
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t

t
k k k

P A B

P A A B

P A A A B

P A A A B−

′ =

′ =

′ =

…

′ = …

 

  

   

   

4,1 1 1

4,2 1 2 1

4,3 1 2 3 1

4, 1 1 1

;

;

;

.
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( )
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P B A

P B B A

P B B B A

P B B B A−

′ =

′ =

′ =

…
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Здесь {0,1}, {0,1,2}.s t∈ ∈  Потенциалы 
3P ′′  и 4P ′′  строятся аналогично, но s  и t  при-

нимают значения 0,s =  {0,1}.t∈
Так как в потенциалах допустим случай 
0,s =  0,t =  то категории, содержащие 1E  или 

1,F  могут вообще не использоваться. Это по-
зволяет порождать слова вида ( )n f nb a  при 

0.p =  Пусть 0.p >  Тогда заключительный 
блок, содержащий категории E  или ,F  мо-
жет породить от 1 до 1( ) 1f n −  валентностей 
вида 1A  или 1,B  так как потенциалы по-
рождают таких валентностей не больше, чем 
в «обычном» блоке, а потенциал последней 
категории порождает хотя бы на одну валент-
ность меньше. Все эти валентности будут 
пойманы категориями с головами 1E  или 1,F  
поэтому потенциал оказывается сбалансиро-
ванным. Такой способ сопоставления катего-
рий символам является единственно возмож-
ным, поэтому любое слово, порождаемое 
грамматикой, имеет вид ( ) .n f n pb a +  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе были исследованы выразитель-
ные возможности мультимодальных категори-
альных грамматик зависимостей. Было дока-
зано, что для любого многочлена ( )f n  суще-
ствует ммКГЗ, порождающая в точности те 
слова, длины которых являются положитель-
ными значениями этого многочлена. Также 
было показано, что существует ммКГЗ, выпол-
няющая вычисление значения многочлена на 
заданном аргументе, а также ммКГЗ, выполня-
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ющая вычисление обратной к многочлену 
функции. Дальнейшие исследования в этом 
направлении могут включать поиск более ши-
роких классов функций, представимых с по-
мощью ммКГЗ, а также исследование вырази-
тельных возможностей КГЗ без ограничений 
на пересечение непроективных зависимостей.
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variants of these grammars is studied in this paper – multimodal categorical dependency gram-
mars. It was established earlier that they can generate non-semilinear languages. The possibility 
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