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Аннотация. Рассматривается задача распознавания цифровых изображений в условиях 
воздействия деформирующих искажений и аддитивного шума. Синтезированы и исследо-
ваны: параметрический, на основе гауссовского приближения, непараметрический, осно-
ванный на использовании ядерных оценок функций правдоподобия, а также нейросетевой 
алгоритмы распознавания. Предложены модифицированные смешанные оценки функций 
правдоподобия, на основе свертки ядерной оценки, полученной по выборке исходных изо-
бражений, подвергнутых деформации, с плотностью распределения аддитивного шума. 
Теоретически и экспериментально показано, что использование смешанной оценки экви-
валентно реализации процедуры искусственного размножения обучающих данных в соот-
ветствии с известной статистической моделью аддитивного шума. Проведено моделирова-
ние алгоритмов и выполнено сравнение их работы при различных значениях отношения 
сигнал-шум и коэффициента корреляции аддитивного шума.
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непараметрические оценки функции правдоподобия, размножение элементов обучаю-
щей выборки.
Annotation. The problem of digital image recognition under influence of warping and additive 
noise has been considered. Parametric, based on Gaussian approximation, and nonparametric, 
based on kernel density estimation of likelihood functions, along with neural network, recogni-
tion algorithms have been synthesized and analyzed. Modified mixed nonparametric estimation 
of likelihood functions, based on convolution of kernel estimation for original warped images 
data set with additive noise probability density function, has been proposed. It has been theo-
retically shown and experimentally proved that use of mixed nonparametric estimation equiv-
alents to data sets augmentation according to known statistical model of additive noise. These 
algorithms were simulated and compared at different values of signal-to-noise ratios and additive 
noise correlation coefficients.
Keywords: digital image recognition, warping, nonparametric estimation of likelihood func-
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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ

ВВЕДЕНИЕ

Во многих практически важных ситуа-
циях в ходе цифровой обработки сигналов 
и изображений наряду с наличием аддитив-
ного шума возникает специфический вид 
помеховых воздействий нелинейного харак-
тера – деформирующие искажения (ДИ). ДИ 

можно воспринимать как особый вид случай-
ных помеховых воздействий, оказывающих 
влияние на форму распознаваемых сигналов 
и изображений и имеющих высокий уровень 
корреляции по времени или по пространству. 
При обработке сигналов подобная ситуация 
встречается в задачах извлечения данных 
(data mining) [1, 2], распознавания речи [3], 
жестов и движений [4, 5], а также при анали-
зе движущегося потока объектов, например, 
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элементов зерновых смесей в системах сепа-
рации реального времени [6].

Применительно к обработке изображе-
ний влияние ДИ соответствуют естественной 
изменчивости содержимого сцены при нели-
нейном относительно друг друга перемеще-
нии отдельных ее элементов [7, 8]. Такие ситу-
ации возникают, например, при выражении 
различных эмоций на лице человека, смене 
ракурса при съемке или в условиях наличия 
аберраций оптической системы [9], использу-
емой при регистрации изображений. Кроме 
того, как деформирующие искажения можно 
трактовать естественные изменения формы 
одного класса объектов, варьирующихся от 
экземпляра к экземпляру (например, в биоло-
гии – медицине [10] или ботанике [6]).

В рамках этого направления подавляющее 
большинство предшествующих работ посвя-
щено анализу влияния деформирующих ис-
кажений при решении разнообразных прак-
тических задач: 

– сопоставление временных рядов для 
разного рода сигналов [1–6]; 

– исправление возникающих при съемке 
оптических искажений [9]; 

– расчет оптического потока при последо-
вательной регистрации изображений в про-
цессе изменения положений и ориентации 
объектов сцены в разные моменты времени, 
например, при их перемещениях или при сме-
не ракурса съемки [11, 12];

– выполнение «морфинга» (morphing) – 
процесса постепенного замещения одного 
изображения другим путем плавных измене-
ний интенсивностей пикселей, положений и 
формы схожих в некоем смысле частей этих 
изображений [13, 14];

– при учете различий в форме анализи-
руемых объектов в разнообразных моделях 
распознавания образов [7, 8, 10], в том числе 
при искусственном размножении обучающих 
выборок во время построения современных 
алгоритмов машинного обучения [15, 16].

Действительно, использование моделей 
деформирующих искажений является важ-
ным для построения решающих правил, 
основанных на концепциях машинного об-
учения. Как известно, поиск и подготовка 

обучающих данных к использованию часто 
требуют значительных затрат времени и ре-
сурсов. В ряде случаев сбор необходимого 
числа образов оказывается сложен или даже 
невозможен из-за специфического характера 
предметной области. В этом плане с учетом 
необходимости обеспечения представитель-
ности обучающих данных одним из возмож-
ных подходов представляется искусственное 
размножение ограниченного набора «опор-
ных» образов на основе стохастических или 
детерминистских моделей преобразования, 
реализующих необходимые деформации. В 
подобной постановке ДИ могут являться су-
щественным инструментом формирования 
обучающей выборки, содержащей множество 
образов анализируемых объектов [15, 16].

Тем не менее, строгого решения задача 
синтеза и анализа алгоритмов распознава-
ния изображений с учетом влияния дефор-
мирующих искажений в известных источ-
никах [1–16] не получила: предложенные в 
них алгоритмические подходы носят преи-
мущественно эвристический характер. В свя-
зи с этим представляет интерес постановка 
и решение задачи распознавания объектов, 
представленных цифровыми сигналами и 
изображениями случайной формы в услови-
ях деформирующих искажений, как в рамках 
статистической теории решений (исследова-
ние для сигналов проведено авторами в [17]), 
так и на базе методов машинного обучения, 
и получение на этой основе оптимальных и 
квазиоптимальных алгоритмов обработки 
информации. Таким образом, целью рабо-
ты является проведение синтеза и сравни-
тельного анализа алгоритмов распознавания 
цифровых изображений на основе моделей, 
учитывающих воздействие деформирующих 
искажений и аддитивных помех.

2. МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ

В качестве базового метода исследова-
ния в работе используется метод статисти-
ческого синтеза алгоритмов распознавания 
на основе задания модели воздействующих 
искажений и помех, а также на основе непа-
раметрических ядерных оценок многомер-
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ных распределений используемых признаков 
распознавания. Как альтернативный вариант 
рассматриваются возможности построения 
алгоритмов машинного обучения на базе раз-
множения обучающих данных с привлечени-
ем для этой цели непараметрических ядерных 
оценок. При проведении исследований алго-
ритмов использовались как искусственно 
синтезированные изображения, так и реаль-
ные изображения биологических объектов 
применительно к задаче анализа неоднород-
ного потока зерновых смесей в системах сепа-
рации реального времени [6].

2.1. Исходная статистическая модель и 
оптимальный алгоритм распознавания. 
Пусть без существенного ограничения общ-
ности на множестве значений ,xy x yΩ = Ω ×Ω  

max[0, ],x xΩ =  max[0, ]y yΩ =  заданы изображе-
ния известной формы, определяющие эта-
лонные описания двух классов образов 

1 1:  ( , ),S x yω  2 2:  ( , ),S x yω  ( ) .xyx, y ∈Ω  Наблю-
дению доступны реализации случайных 
функций, формируемые на основе этих изо-
бражений при воздействии ДИ и аддитивно-
го гауссовского шума,

U ( , ) S ( , ) V( , )

S [ A ( , ), A ( , )] V( , ), 1, 2,
i i

i x y

x y x y x y

x x y y x y x y i

= + =

= + + + =



где U ( , )i x y  – реализация случайной функции, 
описывающей наблюдаемое изображение; 
S ( , )i x y  – реализация случайной функции, 
описывающей деформированное изображе-
ние; TA( , ) (A ( , ),A ( , ))x yx y x y x y=  – однознач-
ная дифференцируемая вектор-функция коор-
динат, являющаяся реализацией векторного 
случайного поля, описывающего ДИ вдоль 
осей изображений x  и y соответственно, такая, 
что T( A ( , ),  A ( , )) ;x y xyx x y y x y+ + ∈Ω  V( , )x y  – 
реализация скалярного случайного поля, 
описывающего действие аддитивного гаус-
совского шума с параметрами M[V( , )] 0,x y =  

TM[V( , ) V( , ) ]x y x y′ ′ = 2= R( , ).x x y y′ ′σ − −
Векторное случайное поле A( , )x y = 

T(A ( , ),  A ( , ))x yx y x y=  в общем случае может 
быть представлено своей плотностью распреде-
ления, а в простейшем случае математическим 
ожиданием m( , ) [A( , )],x y M x y=  ( ) xyx, y ∈Ω  и 
функцией корреляции, B( , , , )x x y y′ ′ =

T[(A( , ) m( , ))(A( , ) m( , )) ].M x y x y x y x y′ ′ ′ ′= − −

Без существенного ограничения общно-
сти предположим, что форма функции ДИ по 
каждой координате определяется реализаци-
ями случайных полей A ( , ),x x y  A ( , ).y x y  Здесь 
можно рассмотреть две ситуации: случайные 
поля A ( , ),x x y  A ( , )y x y  независимы и, наобо-
рот, полностью зависимы, т. е. фактическое 
воздействие осуществляется общим случай-
ным полем A ( , )xy x y = A ( , )x x y= = A ( , )y x y=  по 
каждой координате. Далее будем рассматри-
вать первый вариант (независимая деформа-
ция по каждой координате). Реализации 

( )A ( , )x y x y  будем задавать как произведения 
реализаций однородного случайного поля 

0 ( )A ( , )x y x y  с заданной функцией корреляции 
0B ( , )x x y y′ ′− −  на оконную функцию 

( )O ( ( )),x y x y  используемую для ограничения 
значений функции деформации,

T
0 0A( , ) (O ( ) A ( , ),O ( ) A ( , )) ,x x y yx y x x y y x y=

( )

max

max
max max

O ( ( ))

( ) ,      0 ( ) ,

1,             ( ) ( )  ,
( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) .

x y

m
m

m m

m
m

x y

x y x y A
A

A x y x y A
x y x y x y A x y x y

A

=

 ≤ <
= ≤ ≤ −
 − − < ≤


где 2
mA  – дисперсия случайного поля 0A ( , )x y .

При цифровой обработке в результате 
дискретизации c интервалами x∆  и y∆  фор-
мируются цифровые эквиваленты наблюдае-
мых в непрерывном времени изображений 
путем фиксации их значений по координатам 

( 1) ,kx k x= − ∆  1, ,xk m=  max / ( 1),xx x m∆ = −  
1 0,x =  maxxmx x=  и ( 1) ,py p y= − ∆  1, ,yp n=  

max / ( 1),yy y n∆ = −  1 0,y =  max:
yny y=

[ , ] U ( , )

S ( , ) V( , )

S [ A ( , ), A ( , )]

V( , ),  1, 2,

i i k p

i k p k p

i k x k p p y k p

k p

u k p x y

x y x y
x x y y x y

x y i

= =

= + =

= + + +

+ =



заданные на двумерной дискретной сетке 
 { 1, ,xkp k mΩ = =   1, }.yp n=  В качестве эквива-
лентного описания этих изображений и слу-
чайных полей будем использовать их пред-
ставление в виде векторов 

1
n∈u R ,  2

n∈u R , 1
n∈s R , 2

n∈s R ,  1
n∈s R , 2

n∈s R ,
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n∈a R , n∈v R , x yn m n= × ,
полученных в ходе развертки исходных функ-
ций по столбцам. Для функции внесения ДИ: 
A( , ) (A ( , ),xx y x y= TA ( , )) ,y x y  соответствую-
щий развернутый вектор a  определяется со-
отношением: [ ] [ ].i k i k ks x s x a= +

Пусть исходные изображения появляются 
на входе распознающей системы с априорны-
ми вероятностями ( ),ip ω  1,2i =  в виде вектора 
наблюдений T

1( ,..., ) ,nx x=x  принадлежащего 
к одному из двух классов 1 1: ,ω =x u  2 2: .ω =x u  
Требуется сформировать решение, относя-
щее каждое наблюдение к тому или иному 
классу. Как известно [18, 19], в этом случае 
решение задачи при использовании простой 
функции потерь определяется оптимальным 
решающим правилом вида

1

2

1 2
0

2 1

( / ) ( )  l( )
( / ) ( )

p px l
p p

ω

ω

>ω ω
= =<ω ω

x
x

,          (1)

где  l( )x  – величина отношения функций прав-
доподобия (ФП) классов, сравниваемая при 
принятии решения с порогом 0 l . Далее будем 
считать априорные вероятности одинаковы-
ми ( 0 1l = ).

Ранее, в [17] авторами был проведен син-
тез и анализ оптимальных и квазиоптималь-
ных алгоритмов распознавания сигналов в 
условиях ДИ. Использованная при этом мо-
дель была основана на введении многочис-
ленных допущений. В итоге они позволили 
представить внесение деформации в виде не-
линейного оператора перестановки (разме-
щения с повторениями) элементов исходного 
дискретного сигнала с добавлением аддитив-
ной помеховой составляющей, вызванной 
ошибками квантования непрерывной функ-
ции деформации. Установлено, что примене-
ние оптимального алгоритма, основанного на 
вычислении ФП классов по аналогии с (1), в 
этом случае сводится к взвешенному сумми-
рованию условных плотностей распределе-
ния для всех возможных вариантов размеще-
ний элементов исходных сигналов, приводя-
щих к появлению данного деформированно-
го сигнала. При этом для ДИ, являющихся 
реализациями случайных функций, число 
возможных размещений с повторениями для 

сигнала из n  элементов составляет величину 
порядка (2 1)!!(2 1)!! !m m n+ − ≤ , если 2 1n m= +  
нечетное, и (2 1)!!(2 1)!! !m m n− − ≤ , если 2n m=  
четное, [17]. Перебор такого количества ком-
бинаций, сопровождаемый соответствующи-
ми вычислениями, затрудняет практическое 
применение оптимального алгоритма.

Еще в большей степени эта ситуация усу-
губляется в задачах обработки изображений, 
где в случае независимости случайных полей 
A ( , ),x x y  A ( , )y x y  количество комбинаций пе-
рестановок элементов изображения состав-
ляет величину равную произведению числа 
возможных размещений по каждой его оси. 
В таких условиях работа оптимального алго-
ритма связана с необходимостью проведения 
значительных по объему вычислений, что де-
лает его применение для обработки изобра-
жений практически невозможным. Кроме 
того, синтезируемые на этой основе алгорит-
мы оказываются чувствительными по отно-
шению к адекватности используемых моде-
лей данных, которые основаны на введении 
многочисленных допущений и приближений 
[17]. Поэтому, в качестве альтернативного 
подхода к решению задачи, целесообразно 
перейти к применению непараметрических 
ядерных оценок для восстановления ФП 
классов или к применению методов машин-
ного обучения на основе использования ис-
кусственно сгенерированной выборки обуча-
ющих данных, полученной путем внесения 
ДИ в изображения в соответствии с исполь-
зуемой статистической моделью [15].

2.2. Использование непараметрических 
смешанных ядерных оценок. Для получения 
оценок ФП (1) без введения каких-либо огра-
ничений, допущений и приближений можно 
воспользоваться методами непараметриче-
ского оценивания многомерных плотностей 
распределения вероятностей классов путем 
генерации обучающего множества данных по 
каждому из них. Решение задачи подобным 
образом имеет смысл для случая воздействия 
ДИ как реализаций случайного поля с извест-
ными статистическими характеристиками.

Пусть для проведения оценок плотностей 
распределения вероятностей ( / )ip ωx , 1 2i ,=  
по каждому из классов заданы обучающие 
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данные, полученные при внесении ДИ как ре-
ализации случайного поля c заданными ха-
рактеристиками,

( )(1){ ,..., }i iH H
i iU = u u , ( ) ( ) ( ) T

,1 ,( ,..., )h h h n
i i i nu u= ∈u R , 

1 2i ,= , 
2

1

iHH

i
U U

=
=


,

где HU  – общая обучающая выборка; H  – 
число ее элементов (верхний индекс в скобках 
соответствует элементу обучающей выбор-
ки); n  – размерность вектора наблюдений. 

Для синтеза алгоритмов распознавания 
вместо плотностей ( / )ip ωu  в этом случае мо-
гут быть использованы их непараметриче-
ские оценки ( / )ip ωu , обладающие, желатель-
но, свойствами несмещенности и сходимости 
по вероятности. Наиболее приемлемые для 
решаемой задачи оценки, как показывает 
анализ [19], могут быть получены на основе 
метода Парзена (ядерные оценки).

Для их использования первоначально не-
обходимо выполнить снижение размерности 
вектора признаков, для которого будут стро-
иться оценки ФП классов. Данный процесс 
целесообразно осуществить на основе метода 
главных компонент [19]. Тогда для снижения 
размерности используется линейное преоб-
разование 

T T
1( ,..., )K Kx x= =x Q u,                 (2)

где T T
1( ,..., )K Kq q=Q  – прямоугольная матрица 

размера K n×  усеченного преобразования 
Карунена-Лоэва, строками которой являются 
собственные векторы выборочной матрицы 
ковариации исходной выборки 1,..., Kq q , соот-
ветствующие K  ее максимальным собствен-
ным значениям [19]. Таким образом, при ис-
пользовании оценок на основе метода Парзена 
далее будем рассматривать преобразованный 
вектор признаков x из (2) и соответствующие 
ему обучающие выборки ( , )( ,1){ ,..., }i iH i HiX = x x , 

1 2i ,= . 
Для каждого класса в отдельности произ-

водится восстановление плотности в виде
( , )

1

1( / )
iH i k

i K
ki

p
H h h=

 −
ω = φ 

 
∑ x xx , 1 2i ,= ,

где ( )( , ){ } /K i kh h− φ −x x  – функция ядра, цен-
трированная относительно каждого вектора 
обучающей выборки класса; h  – параметр 
оконной функции. Полученные таким обра-

зом оценки затем используются при построе-
нии алгоритмов принятия решения на основе 
(1) в виде 

1

1 2
1 2

1 2 1 2

2

( / ) ( / )H Hp p
H H H H

ω
>

ω ω
+ +<

ω

x x  .

В качестве универсальной функции ядра, 
подходящей для многих случаев, целесоо-
бразно использовать функцию вида [19]:

( , )

1/2/2

( , ) T 1 ( , )

2

( , ) 2

1

1
(2 )

( ) ( )exp
2

( , , ),

i k

K

K K
i

i k i k
i

i k
i

h h

h

h

N h

−

 −
φ = 
 

= ×
π

 − −
× − = 

 
=

x x

x x x x

x x

Ξ

Ξ

Ξ

       (3)

где ( , ) 2( , , )i k
iN hx x Ξ  – обозначение гауссовской 

плотности распределения с математическим 
ожиданием ( , )i kx  и матрицей ковариаций 2

ih Ξ , 
где iΞ  задается исходя из выборочных оценок 
матриц ковариаций классов i i=CΞ , 1 2i ,=  
или в виде диагональной матрицы i = IΞ .

Для выбора ( )ih H  в [18] рекомендуется 
использовать соотношение /( ) ,s K

i ih H H −=  
0 0,5.s< <  При большой размерности векто-
ра признаков используются более сложные 
методики [19, 20], среди которых наибольшее 
распространение получила методика макси-
мизации функционала правдоподобия при 
реализации метода скользящего контроля 
(кросс-валидации). При наличии существен-
ной неравномерности распределений данных 
величина этого параметра может задаваться 
переменной на основе анализа расстояний до 
k-ближайших соседей [18, 21].

В интересах решения рассматриваемой за-
дачи распознавания изображений в условиях 
наличия как деформирующих, так и аддитив-
ных помех предлагается модификация алго-
ритма построения ядерных оценок для слу-
чая воздействия аддитивного шума с извест-
ной плотностью распределения ( )p v . Она за-
ключается в формировании статистических 
описаний классов в два этапа.

1. На первом этапе на основе генерации 
множества деформаций изображений в от-
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сутствии аддитивного шума формируются 
выборки  ( , )( ,1){ ,..., }i iH i HiX = x x



  , 1 2i ,= , на ос-
нове которых строятся ядерные оценки плот-
ностей ( / )ip ωx , где = −x x v .

2. На втором этапе осуществляется сверт-
ка полученной оценки распределения векто-
ра признаков ( / )ip ωx  с плотностью распре-
деления аддитивного шума в соответствии с 
соотношением: 

ˆ ( / ) ( / ) ( )i ip p p dω = − ω∫x x v v v .       (4)
Рассмотрим пример использования ядра 

вида (3) для непараметрических оценок в при-
сутствии аддитивного гауссовского шума, опи-
сываемого распределением ( ) ( ,0, )p N= vv v C .

Пусть x и z два гауссовских вектора, при-
чем

( ) ( , , );p N=x x xx x m C  ( ) ( , , ),p / N=z zz x z Hx C
где H  – матрица соответствующей размерно-
сти. Тогда плотность распределения вектора 
z  имеет вид [22]

T

( ) ( , , ) ( , , )

( , , ).

p N N d

N

= =

= +
∫z z x x

x x z

z z Hx C x m C x

z Hm HC H C
Отсюда при использовании гауссовского 

ядра (3) и гауссовской плотности аддитивно-
го шума получается оценка в виде

( , ) 2

1

1ˆ ( / ) ( , , )
iH

i k
i i

ki

p N h
H =

ω = +∑ vx x x C Ξ . (5)

Полученные таким образом оценки плот-
ностей распределения будем назвать смешан-
ными, акцентируя внимание на том, что одна 
из составляющих смеси (4) получена на осно-
ве непараметрической оценки по обучающей 
выборке, а другая изначально задана в анали-
тическом виде.

2.3. Анализ свойств смешанных оценок. 
Как известно [18, 21], непосредственные 
оценки Парзена при определенных условиях 
являются несмещенными и состоятельными. 
Пусть для оценки ( / )ip ωx  выполняются сле-
дующие свойства функции ядра:

( , )1 1 ( / )
i k

K K h
h h h

 −
φ = φ 
 

x x u , 1 ( / ) 1,K h d
h

φ =∫ u u  

1 ( / ) ,  sup ( / ) ,K h d h
h

φ < ∞ φ < ∞∫ u u u      (6)

что говорит о том, что ядро удовлетворяет 
свойствам плотности распределения [19].

Пусть также при задании параметра ядра 
h как функции наблюдений ( )ih H , где 

( ) 0
i

k
i H

h H
→∞
→ , ( )

i

k
i i H

H h H
→∞
→ ∞ [19] и 

( ) ( ) ( / ( ))
i

K
H i ih H h H−ψ = φu u , для каждой точ-

ки непрерывности исходной плотности 
( / )ip ωx  выполняется 

( ) ( / ) ( / ),
i

i
H i iH

p d p
→∞

ψ − ω → ω∫ x s s s x

1 sup ( ) 0
i

i
H H

iH →∞
ψ →x .

Тогда оценка ( / )ip ωx  является состоятель-
ной в среднем квадратичном в каждой точке 
непрерывности ( / )ip ωx  [23]. Отметим, что 
первое из этих условий означает, что ( )

iHψ −x s  
при  iH →∞ сходится к дельта-функции с 
центром в точке s. Для широкого класса 
функций, которые могут быть использованы 
в качестве ядра и обладают свойствами (6), 
такая сходимость имеет место, если 

( ) 0
i

k
i H

h H
→∞
→ . Второе условие для таких функ-

ций выполняется, если ( )
i

k
i i H

H h H
→∞
→ ∞  [23].

При этом асимптотическая несмещенность 
оценки ( / )ip ωx , полученной по совокупности 
обучающей выборки ( , )( ,1){ ,..., }i iH i HiX = x x , мо-
жет быть показана на основе следующих пре-
образований [23]:

[ ]
( , )

1

( / )

1 i

i

H i k

K
ki

M p

M
H h h=

ω =

  −
= φ =  

  
∑

x

x x



1 iH

K

XM
h h

  −
= φ =  

  

x                (7)

1 ( ) ( / )

( ) ( / ) ( / ).
i

i

iK

H i iH

p d
h h

p d p
→∞

−
= φ ω =

ψ − ω → ω

∫
∫

x s s s

x s s s x
Утверждение 1. Если плотность распреде-

ления ( / )ip ωx  при ( ) 0
i

k
i H

h H
→∞
→  и ( )

i

k
i i H

H h H
→∞
→ ∞ 

является асимптотически несмещенной оцен-
кой плотности ( / )ip ωx  для всех x, то и сме-
шанная оценка ˆ ( / )ip ωx  является асимптоти-
чески несмещенной оценкой ( / )ip ωx . 

Пусть ( , )( ,1){ ,..., }i iH i HiX = x x , где каждый 
( ) ( ) ( )k k k= +x x v , ( , )( ,1){ ,..., }i iH i HiX = x x



  , 
( )(1){ ,..., }iHV = v v . Как показано выше, для 

стандартной оценки ( / )ip ωx  выполняется 
(7). С другой стороны
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[ ]( / )iM p ω =x
( , ) ( )

1

1 iH i k k

K
ki

M
H h h=

  − −
= φ =  

  
∑ x x v

1 iH

K

X VM
h h

  − −
= φ =  

  

x


1 ( ) ( / ) ( )iK p p d d
h h

− −
= φ ω =∫

x s v s v s v


 

( ) ( / )
iH ip d= ϑ − ω =∫ x s s s  

( ) [ ]ˆ ( / ) .i

i

H
H iM X M p = ϑ − = ω x x



Запись ( ) ( / )
iH ip dϑ − ω∫ x s s s    использует 

функцию, суммируемую в представлении 
смешанной оценки (4), и, следовательно, 
стандартная оценка имеет то же математиче-
ское ожидание, что и смешанная, т. е. для нее 
также выполняется свойство асимптотиче-
ской несмещенности. 

Как известно, если оценка сходится к ис-
тинному значению параметра «в среднем ква-
дратичном» или если оценка является асим-
птотически несмещенной при стремлении ее 
дисперсии к нулю, то такая оценка будет со-
стоятельной. Таким образом, состоятель-
ность стандартной оценки ( / )ip ωx  вытекает 
из ее сходимости в среднеквадратичном, что 
может быть показано на основе следующих 
преобразований [18, 23]:

[ ] 2 2( / ) [ ( / )] ( / ),i i iD p M p pω = ω − ωx x x 

2

( , ) ( , )

2 2
1 1

[ ( / )]

1 i i

i

H H i r i s

K
r si

M p

M
H h h h= =

ω =

    − −
= φ φ =    

    
∑∑

x

x x x x



( , )
2

2 2
1

1 iH i r

K
ri

M
H h h=

  −
= φ +  

  
∑ x x

( , ) ( , )

2 2
1 1,

1 i iH H i r i s

K
r s s ri

M
H h h h= = ≠

    − −
+ φ φ =    

    
∑ ∑ x x x x

2
2

1 1 ( / )iK
i

p d
H h h

− = φ ω + 
 ∫

x s s s       (8)

2
1 1 ( / )i

iK
i

H p d
H h h
−  − + φ ω =  

  
∫

x s s s

21 ( ) ( / )
iH i

i

p d
H

= ψ − ω +∫ x s s s

( )( )21 ( / ) .
i

i
H i

i

H p d
H
−

+ ψ − ω∫ x s s s

Теперь, учитывая, что 1 sup ( ) 0
i

i
H H

iH →∞
ψ →x  

получим 
21 ( ) ( / )

iH i
i

p d
H

ψ − ω ≤∫ x s s s

1 sup ( ) ( ) ( / ) 0,
i i

i
H H i H

i

p d
H →∞

≤ ψ ψ − ω →∫x x s s s

( )2
21 ( ) ( / ) ( / ),

i
i

i
H i iH

i

H p d p
H →∞

−
ψ − ω → ω∫ x s s s x

и, окончательно
[ ]( / ) 0.

i
i H

D p ω
→∞
→x

Утверждение 2. Если плотность распреде-
ления ( / )ip ωx  при ( ) 0

i

k
i H

h H
→∞
→  и ( )

i

k
i i H

H h H
→∞
→ ∞ 

сходится в среднеквадратичном к плотности 
( / )ip ωx  для всех x, то и смешанная оценка 

ˆ ( / )ip ωx  аналогичным образом сходится к 
( / )ip ωx .

Рассмотрим сначала дисперсию стандарт-
ной оценки [ ]( / )iD p ωx  и на основе (8) пред-
ставим в ней математическое ожидание ква-
драта оценки в виде

( )( )

2 2

2

1[ ( / )] ( ) ( / )

1 ( / ) .

i

i

i H i
i

i
H i

i

M p p d
H

H p d
H

ω = ψ − ω +

−
+ ψ − ω

∫

∫

x x s s s

x s s s



Для первого слагаемого при 
1 sup ( ) 0

i
i

H H
iH →∞

ψ →x  выполняется

21 ( ) ( / ) ( )

1 sup ( ) ( )

( / ) ( ) 0.

i

i i

i

H i
i

H H
i

i H

p p d d
H

H
p p d d

→∞

ψ − − ω ≤

≤ ψ ψ − − ×

× ω →

∫

∫

x s v s v s v

x x s v

s v s v

  



 

Для второго слагаемого в силу сходимости 
стандартных оценок выполняется

( )

( )( )

2

2

2

1 ( ) ( / ) ( )

1 ( / )

( / ).

i

i
i

i

i
H i

i

i
H i H

i

iH

H p p d d
H

H p d
H

p

→∞

→∞

−
ψ − − ω =

−
= ϑ − ω →

→ ω

∫

∫

x s v s v s v

x s s s

x

  

   (9)
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Теперь рассмотрим дисперсию смешанной 
оценки

[ ] 2 2ˆ ˆ( / ) [ ( / )] ( / ).i i iD p M p pω = ω − ωx x x
Заметим, сначала, что 

( )

( )

1 1 ( ) ( )

1 sup ( )

1 1sup sup ( ).

i i

i

i i

H H
i i

H
i

H H
i i

p d
H H

H

H H

ϑ = ψ − ≤

≤ ψ ⇒

⇒ ϑ ≤ ψ

∫x x v v v

x

x x

    (10)

Тогда для смешанной оценки

( ) ( )

2

( , ) ( , )
2

1 1

ˆ[ ( / )]

1 i i

i i

i

H H
i r i s

H H
r si

M p

M
H = =

ω =

 = ϑ − ϑ − = ∑∑

x

x x x x 

( )2 ( , )
2

1

1 i

i

H
i r

H
ri

M
H =

 = ϑ − + ∑ x x

( ) ( )( , ) ( , )
2

1 1,

1 i i

i i

H H
i r i s
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M
H = = ≠

 + ϑ − ϑ − = ∑ ∑ x x x x 

21 ( ) ( / )
iH i

i

p d
H

= ϑ − ω +∫ x s s s  

( )( )21 ( / ) .
i

i
H i

i

H p d
H
−

+ ϑ − ω∫ x s s s  

При этом первое слагаемое при 
1 sup ( ) 0

i
i

H H
iH →∞

ψ →x  на основе (10) стремится 

к нулю, так как
21 ( ) ( / )

iH i
i

p d
H

ϑ − ω ≤∫ x s s s  

( )1 sup ( ) ( / ) 0
i i

i
H H i H

i

p d
H →∞

≤ ϑ ϑ − ω →∫x x s s s   ,

а для второго слагаемого выполняется (9), 
т. е. математические ожидания квадрата стан-
дартной и смешанной оценок стремятся к од-
ному пределу, определяемому величиной

2 ( / )ip ωx . Таким образом, [ ]ˆ ( / ) 0
i

i H
D p ω

→∞
→x , 

что позволяет говорить о том, что смешанная 
оценка является состоятельной. 

Утверждение 3. При известной плотно-
сти распределения ( ),   [ ] 0p M =v v  и фиксиро-
ванной выборке ( , )( ,1){ ,..., }i iH i HiX = x x



   исполь-
зование  смешанной оценки эквивалентно 
реализации процедуры искусственного раз-
множения обучающих данных,  в ходе кото-
рой для каждого вектора ( , ) , 1,iHi k

iX k H∈ =x


  

проводится генерация подвыборки, состоя-
щей из ,i kP →∞  образов, на основе распреде-
ления ( )( / { , })k

ip ωw x , где ( ) ( , )i i k= +w x v  ( ( , )i kx  
выступает в роли математического ожидания 
для распределения подвыборки).  

Доказательство вытекает из сходимости 
ядерной оценки ( )ˆ ( /{ , })k

ip ωx x , восстановлен-
ной по подвыборке , ,( ) ( , , )( , ,1){ ,..., }i k i kP i k Pi kX = x x , к 
плотности ( )( / { , })k

ip ωw x  при ,i kP →∞. Для 
генерации подвыборки в этом случае может 
быть использован метод нелинейного функ-
ционального преобразования или метод ис-
ключений с соответствующей коррекцией 
вида плотности ( )p v  для учета усеченного 
характера плотности генерируемых данных.

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ 
ИССЛЕДОВАНИЙ

Исследование различных вариантов алго-
ритмов распознавания изображений прово-
дилось в среде MATLAB методом статистиче-
ского моделирования. 

Первоначально в ходе экспериментальных 
исследований производился анализ алгорит-
мов распознавания искусственно синтезиро-
ванных изображений, подверженных ДИ и 
аддитивным помехам. Использовались изо-
бражения двух видов: изображения коло-
кольной (гауссовской) функции с различной 
степенью вытянутости и ориентации (рис. 1, 
на графиках далее обозначены как gaussian) и 
изображения, полученные на основе двумер-
ного гармонического ряда (рис. 2, на графи-
ках далее обозначены как chess). Исходные 
размеры изображений составляли 21 21×  
пиксель.

В ходе сравнительного исследования ал-
горитмов распознавания изображений рас-
сматривались следующие варианты их по-
строения: 

– алгоритм на основе смешанных непара-
метрических ядерных оценок ˆ ( / )ip ωx , 1 2i ,=  
(5);

– алгоритм на основе стандартных непа-
раметрических ядерных оценок ( / )ip ωx ,

1 2i ,= ;
– алгоритм на основе гауссовского при-

ближения функций правдоподобия 
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( / ) ( , , )i i ip Nω =x x m C , 1 2i ,=  с использова-
нием оценок математических ожиданий и ма-
триц ковариаций классов ,i im C , 1 2i ,= ;

– алгоритм на основе искусственной 
двуслойной нейронной сети прямого распро-
странения с 2K  нейронами в скрытом слое, 
обучаемой по выборкам  ( , )( ,1){ ,..., }i iH i HiX = x x , 

1 2i ,= , где K  соответствует числу главных 
компонент в (2).

В плане сравнительного анализа послед-
ний алгоритм представляет особый интерес, 
поскольку, в отличие от использования сме-
шанной ядерной оценки или классической 
параметрической оценки, в стандартном ва-
рианте его реализации отсутствует возмож-
ность учета аддитивного шума (нейросети 
можно обучать только по исходным выбор-
кам). Поэтому для учета влияния аддитивного 
шума в рассматриваемой задаче целесообраз-
но дополнительно проводить искусственное 
размножение данных.

Корреляционные функции вносимых ДИ 
и аддитивного шума в ходе экспериментов за-
давались в виде

( )( )
0

2
0

B ( , )

exp ,m

x x y y

A x x y yα

′ ′− − =

′ ′= − − + −

( )( )
2

2

R( ,

exp ,

)x x y y

x x y yα

′ ′σ − − =

′ ′= σ − − + −v

где параметры 0α , αv определялись исходя 
из задаваемых значений коэффициентов 
корреляции 0r  и rv  соседних элементов слу-
чайных полей. Для всех представленных гра-
фиков использовались следующие значения 
параметров функции деформации: 0,25mA = ; 

0 0,995r = .
Результаты, полученные при распознава-

нии синтезированных изображений (рис. 1, 
2), представлены на рис. 3, 4 в виде зависимо-
стей вероятности суммарной ошибки распоз-
навания 1 2( ) ( )rE p pω α ω β= +  от величины 
отношения сигнал-шум, которое задавалось 
как отношение пикового значения яркости 
изображений к σ  

1 2max( , )
rρ σ
=

s s .

а б в г
Рис. 1. Синтезированные изображения (а, б) в виде колокольной (гауссовской) функции 

и примеры их деформаций (в, г), в на основе а и г на основе б

а б в г
Рис. 2.  Синтезированные изображения (а, б), полученные на основе двумерного 

гармонического ряда, и примеры их деформаций (в, г), в на основе а и г на основе б
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На рис. 3, 4 представлены результаты, по-
лученные на основе имитационного модели-
рования алгоритмов распознавания синтези-
рованных изображений с усреднением по 10 
реализациям их работы при 10K = : на рис. 3 – 
для 100iH = , и на рис. 4 – для 500iH = . Здесь 
и далее обозначения на графиках, вынесен-
ные в текстовую дорожку, соответствуют ва-
риантам задания исходных данных: gaussian, 
chess – тип распознаваемых изображений; 

iH  – число элементов обучающей выборки; K   
соответствует количеству главных компо-
нент; rv  – коэффициент корреляции соседних 
элементов аддитивного шума.  Представлен-
ные ниже зависимости получены для двух ва-

риантов: воздействие аддитивного белого 
шума с низким уровнем корреляции 0r ≈v  
(рис. 3, 4, а, в) и воздействие значительно кор-
релированного аддитивного шума с коэффи-
циентом 0,9r =v  (рис. 3, 4, б, г).

На втором этапе наших исследований 
были осуществлены эксперименты по рас-
познаванию реальных изображений элемен-
тов зерновых смесей (ЭЗС, на графиках далее 
обозначены как seeds) пшеницы (рис. 5, а) и 
ячменя (рис. 5, б), полученных при съемке 
движущегося неоднородного потока семян в 
системе фотосепарации реального времени 
[6]. Индивидуальные отличия формы ЭЗС 
каждого класса при этом трактовались как 

а б

в г
Рис. 3. Зависимости для оценок вероятности ошибки распознавания синтезированных 

изображений (рис. 1, 2) от отношения сигнал-шум для 100iH = и 10K =
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а б

в г
Рис. 4. Зависимости для оценок вероятности ошибки распознавания синтезированных 

изображений (рис. 1, 2) от отношения сигнал-шум для 500iH =  и 10K =

а б
Рис. 5. Примеры подготовленных реальных изображений элементов зерновых смесей 
пшеницы (а) и ячменя (б), использованных при обучении алгоритмов распознавания
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деформирующие искажения. Зависимости 
для оценок вероятности ошибки распознава-
ния этих изображений, полученные при зна-
чениях 0r ≈v  и 0,9r =v  для {10,  20}K =  и 

52iH =  с усреднением по 100 реализациям 
работы алгоритмов, представлены на рис. 6. 

							     
	 4. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

При оценке вероятности ошибки распоз-
навания изображений, имеющих вид коло-
кольной (гауссовской) функции (рис. 1), при 
малой величине обучающей выборки харак-
терно преимущество алгоритмов, основан-
ных на параметрических и непараметриче-

ских оценках, по отношению к алгоритму, 
основанному на использовании нейронной 
сети (рис. 3, а, б и рис. 4, а, б). Это преиму-
щество растет с увеличением коэффициента 
корреляции аддитивного шума, что, на наш 
взгляд, связано с однородностью структуры 
подвергаемых ДИ изображений и превали-
рующим в этом случае влиянием аддитив-
ных помех. Это приводит к тому, что законы 
распределения значений главных компонент 
распознаваемых изображений достаточно 
хорошо описываются в гауссовском прибли-
жении, на котором и основаны использован-
ные оценки. При малом объеме обучающей 
выборки выявлено значительное превосход-

а б

в г
Рис. 6. Зависимости для оценок вероятности ошибки распознавания изображений 

элементов зерновых смесей (рис. 5) от отношения сигнал-шум при 52iH =  и {10,  20}K =
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ство смешанной непараметрической оценки 
перед всеми другими алгоритмами, которое 
нивелируется с увеличением объема обучаю-
щих данных, что согласуется с представлен-
ными выше теоретическими выкладками.

Для полученных на основе двумерного 
гармонического ряда исходных изображений 
квазипериодической структуры (рис. 2), кото-
рая сильно подвержена влиянию со стороны 
ДИ, характерно еще более выраженное, чем в 
предыдущем случае, превосходство смешан-
ной непараметрической оценки перед всеми 
другими алгоритмами, которое незначитель-
но уменьшается при увеличении объема об-
учающей выборки со 100 до 500 экземпляров 
(рис. 3, в, г и рис. 4, в, г). Нейросетевой алго-
ритм здесь в большинстве случаев показывает 
себя наравне с алгоритмами, основанными на 
параметрической и стандартной непараме-
трической оценках. Для последней, однако, 
вместе с увеличением отношения сигнал-шум 
характерны постепенное приближение к зна-
чениям, соответствующим смешанной непа-
раметрической оценке, и отклонение от ре-
зультатов работы остальных двух алгоритмов. 

При распознавании изображений ЭЗС 
(рис. 6), подвергнутых дополнительному воз-
действию аддитивного шума, была получена 
несколько иная картина. Для некоррелирован-
ного шума (левый столбец на рис. 6), лучшие 
результаты показывает алгоритм, основанный 
на гауссовском приближении с использовани-
ем параметрических оценок. Это, по нашему 
мнению, связано с малым объемом доступных 
обучающих данных ( 52iH = ) и близостью за-
кона распределения значений главных компо-
нент, полученных при преобразовании отно-
сительно однородных изображений ЭЗС (рис. 
5), к гауссовскому закону распределения. Од-
нако в композиции с коррелированным адди-
тивным шумом влияние последнего на закон 
распределения этих значений оказывается 
столь значительным, что учет параметров ад-
дитивного шума в смешанной оценке позволя-
ет получить наиболее точные результаты (рис. 
6, в, г).  С увеличением числа главных компо-
нент данный эффект становится все более вы-
раженным, в то время как точность работы 
всех остальных алгоритмов снижается.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И БЛАГОДАРНОСТИ

На основе полученных результатов можно 
сделать выводы о применимости предложен-
ных моделей и синтезированных алгоритмов 
распознавания цифровых изображений в ус-
ловиях деформирующих искажений и адди-
тивных помех. Показано, что использование 
алгоритмов, основанных на смешанных ядер-
ных оценках, эквивалентно реализации про-
цедуры искусственного размножения обучаю-
щих данных в соответствии со статистической 
моделью дополнительных аддитивных иска-
жений, оказывающих влияние на распознавае-
мые изображения, что представляет собой два 
возможных пути улучшения точности работы 
алгоритмов распознавания в условиях малых 
объемов обучающих выборок. Искусственное 
размножение обучающих данных при этом 
становится единственной альтернативой при 
построении обучаемых алгоритмов распоз-
навания, в которых невозможно напрямую 
учесть параметры используемых статистиче-
ских моделей данных, например, алгоритмов, 
основанных на использовании нейронных се-
тей. В случае недостаточного объема обучаю-
щих данных выигрыш за счет использования 
смешанных оценок можно получить в услови-
ях, когда искажения, эффекты которых требу-
ется учесть, оказывают существенное влияние 
на законы распределения используемых при-
знаков, например, в случае наличия коррели-
рованного аддитивного шума.

Работа выполнена в рамках госзадания 
Минобрнауки РФ по проекту № 8.3844.2017/4.6 
«Разработка средств экспресс-анализа и клас-
сификации элементов неоднородного потока 
зерновых смесей с патологиями на основе ин-
теграции методов спектрального анализа и 
машинного обучения».
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