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Аннотация. Исследуются свойства математической модели управления тепломассообме-
ном и трением в ламинарном пограничном слое на проницаемых цилиндрических и сфе-
рических поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов. Получены зависимости 
значений функционалов гиперзвуковой аэродинамики (интегрального теплового потока и 
суммарной силы ньютоновского трения) от управляющих воздействий (вдува, температур-
ного фактора, магнитного поля). Приведены результаты вычислительных экспериментов.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ 
СИСТЕМНОГО АНАЛИЗА И УПРАВЛЕНИЯ

ВВЕДЕНИЕ

Обеспечение выполнения требований 
прочности, лёгкости, эффективности и на-
дёжности конструктивных элементов очень 
важно при проектировании гиперзвуковых 
летательных аппаратов (ГЛА). Полёты ГЛА, 
предназначенных для движения в плотных 
слоях атмосферы, сопровождаются различ-
ными физико-химическими процессами 
(возбуждение колебательных уровней моле-
кул, диссоциация, ионизация) [1]. Моделиро-

вание всех реальных условий гиперзвукового 
полёта в аэродинамических трубах в настоя-
щее время невозможно. Следовательно, необ-
ходимо разработать адекватные математиче-
ские модели, описывающие эти процессы с 
учётом их особенностей. С помощью метода 
обобщённых интегральных соотношений 
А. А. Дородницына [2] системы дифференци-
альных уравнений в частных производных 
(ДУЧП), описывающие ламинарные погра-
ничные слои (ЛПС), могут быть сведены к ап-
проксимирующим системам обыкновенных 
дифференциальных уравнений (ОДУ). Этот 
подход, требующий большой подготовитель-
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ной работы, очень популярен в инженерной 
практике для расчёта аэродинамических ха-
рактеристик течений сжимаемых газов [3–6]. 
В [7, 8] получены аппроксимирующие систе-
мы ОДУ, описывающие ЛПС на участке управ-
ления для проницаемых цилиндрических и 
сферических поверхностей ГЛА. В данной ра-
боте, продолжающей исследования свойств 
математической модели ЛПС электропрово-
дящего газа на проницаемых цилиндриче-
ских и сферических поверхностях ГЛА [8–15], 
рассматривается влияние постоянных управ-
ляющих воздействий (вдува, температурного 
фактора, магнитного поля) на функционалы 
гиперзвуковой аэродинамики (интегральный 
тепловой поток Q  и суммарную силу ньюто-
новского трения F), являющиеся интеграль-
ными характеристиками тепломассообмена и 
трения, и на мощность N  системы, обеспечи-
ваюшей вдув. В частности, 

1) приводится объединённая для случа-
ев обтекания боковой поверхности прямого 
кругового цилиндра и поверхности сфери-
ческого носка система аппроксимирующих 
ОДУ;

2) приводится объединённая система не-
линейных алгебраических уравнений;

3) выводится объединённая система ап-
проксимирующих ОДУ для предельного слу-
чая значения температурного фактора 0;wτ =

4) изучаются зависимости значений функ-
ционалов ,Q  F  и N  от управляющих воз-
действий; 

5) определяется вид области допустимых 
значений «Тепло и Трение» {( , )};Q FΩ =

6) исследуется влияние магнитного поля 
на вид области {( , )};Q FΩ =  

7) подтверждается вывод о необходимо-
сти учёта диссоциации в расчётах [9, 10]; 

8) устанавливается свойство симметрич-
ности N  относительно постоянных безраз-
мерных управлений (вдува и температурного 
фактора).

Являясь продолжением [8–15], данная ста-
тья сохраняет введённые в них обозначения. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим следующую прямую задачу 
[7–12]:

( , , ) ( , , ; , , ).wm s q f Q F Nτ η→          (1)
По заданным управлениям: ( )m x  – вдуву в 

ламинарный пограничный слой (ПС), где 
[0;1],x X∈ =  а ось x направлена вдоль контура 

тела; 
0

( ) ( )w w ex T x Tτ =  – температурному фак-
тору, где ( )wT x  – температура стенки, а 

0eT  – 
температура в точке торможения (TT) 0 0x =  
потока; 2

0( ) ( )s x B xσ=  – магнитному полю 
требуется рассчитать параметры 0 ( , , ),wm sθ τ  

1( ),θ   0 ( ),ω   1( )ω   математической модели 
ПС [8] для случаев обтекания боковой по-
верхности кругового цилиндра и поверхно-
сти сферического носка. После этого необхо-
димо определить: локальный тепловой поток 

( ; , , );wq x m sτ  локальное напряжение трения 
( ; , , );wf x m sτ  локальную мощность ( ; , , );wx m sη τ  

( ; , , );wx m sη τ  интегральный тепловой поток ( , , )wQ m sτ

4

0 0

(2 ) ;
kx

k

p y

HQ r dx
C y
λπ

=

 ∂
= ⋅  ∂ 
∫           (2)

суммарную силу трения Ньютона ( , , )wF m sτ

4

0 0

(2 ) ;
kx

k

y

uF r dx
y

π µ
=

 ∂
= ⋅ ∂ 
∫           (3)

мощность ( , , )wN m sτ  системы, обеспечиваю-
щей вдув, вычисляемую с использованием 
фильтрационного закона Дарси

( )4 2

0

(2 ) .
kx

k
wN r av x dxπ= ⋅∫               (4)

В (2)–(4) и далее коэффициент 4 0k =  для 
боковой поверхности цилиндра, 4 1k =  для 
поверхности сферического носка с текущим 
радиусом ( ).r x

2. ОБЪЕДИНЁННАЯ СИСТЕМА 
АППРОКСИМИРУЮЩИХ ОДУ

Для определения параметров 0 1, , ,θ ω  ПС 
применяется следующая аппроксимирующая 
система ОДУ 

4
0 0 1

9 718 6
6 6

kmr qθ β θ θ′ = − + −
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0 1

0 1

34 324 5
3 3

b q b qω ω
θ θ

− − + − +

2 2
0 0

1 16
6 60 eAB q θ α  + − +  

 

2
1 0 1

1 1 2 11 ;
3 15 15 30eθ α ω ω  + − − −  

  
        (5)

4
1 0 1

1 112 12
3 2

kmr qθ β θ θ′ = − + −

0 1
0 1

0 1

20 161 2
3 3

b q b qω ω
θ θ

− − + − +

2 2
0 0

124
60 eAB q α θ+ +


2

1 0 1
1 1 1 1 ;

12 30 60 15eθ α ω ω  + − − −  
  

       (6)

( )0 0 01 ;w wω τ θ τ θ′ ′ ′= − −                  (7)

4 0
1 0 1

0

1 16 6
6 2

kmr qωω β ω ω
θ

′ = − + −
2 2
0 0 01

2
0 1 0

61 2
6 3

b qω ωω
θ θ θ


− − + +



0 0 1

0 0 1

1 16 1 3 4
Pr 6

bq ω ω
θ θ θ

   + + − + −   
   

0 0 01 1

1 0 0 0 1

62 3 4
3 Pr

qbb ω ω ω
θ θ θ θ θ

  
− − − + + 

  

2 1

1

14 1
Pre

bqα
θ

 + − + 
 

2 2 2
0 0 1

1 1 16
60 6 15e eB q A α ω ω α

   + + − −  
 

2 2
0 1

0 1

1 2
60 15

ω ω
θ θ


− − +



2
0

1 1
60 70 eG θ α  + − +  

 

2
1 1

1 1 1 ,
20 42 30eθ α ω

 + − + +  
  

          (8)

объединяющая системы (14) и (29) из [8], по-
лученные по методу А. А. Дородницына [2]. 
Здесь 

( )
0 0max

,w

e e

v
m

V
ρ
ρ ν

=
   ,rr =



5k
eq rα ϕ= ,   ( )2 11 e

γ
γϕ α −= − .

В (5)–(8) коэффициент 5 42 ,k k= ⋅  таким обра-
зом, 4 5( ; ) (0;0)k k =  для боковой поверхности 
цилиндра, 4 5( ; ) (1;2)k k =  для поверхности 
сферического носка.

3. ОБЪЕДИНЁННАЯ СИСТЕМА 
НЕЛИНЕЙНЫХ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ 

УРАВНЕНИЙ

Обозначим 
0 0( ),m m x=  0 0( ),w xτ τ=  0 0( ).s s x=

Для 0 0x x∗ ≈  из окрестности ТТ начальные 
условия для (5)–(8) следующие [8]:

( ) 3

0 0 0 ,
k

xθ θ ∗= ⋅  ( ) 3

1 1 0 ,
k

xθ θ ∗= ⋅

( ) 3

0 0 0 ,
k

xω ω ∗= ⋅  ( ) 3

1 1 0 .
k

xω ω ∗= ⋅          (9)

Для 0 1τ ≠  величины 0 ,θ  1,θ  0 ,ω  1ω  могут 
быть получены из нелинейной алгебраиче-
ской системы (1)–(4) [15]

0 0 0 1 0 118 7 8 10m k θ θ ω ω− − + + +
20 1

0 0
0 1

34 (0) 32 (0) 1
5

b C b C C B
θ θ

+ − + ×

( )0 1 0 15 10 4 11 0;θ θ ω ω× + − − =         (10)

0 0 1 1 0 112 4 4 8m kθ θ ω ω− − − + +

0 1

0 1

20 (0) 16 (0)b C b C
θ θ

+ − +

( )2
0 0 1 0 1

2 5 4 0;
5

C B θ ω ω+ ⋅ − − =          (11)

( )0 0 01 0;τ θ ω− ⋅ − =                  (12)

0
0 0 2 1

0

6m kω ω ω
θ

− − +

2 2
0 0 01

2
0 1 0

(0)4 6 b Cω ωω
θ θ θ

+ + + +

0 0 1

0 0 1

(0)1 1 3 4
Pr

bC ω ω
θ θ θ

   + + − + −   
   

0 0 01 1

1 0 0 0 1

6 (0)(0)4 3 4
Pr
Cbb ω ω ω

θ θ θ θ θ
  

− − − + + 
  

2 2
2 0 1
0 0 1

0 1

1 10 8 0,
10

B C ω ωω
θ θ

 
+ − − = 

 
      (13)

объединяющей системы (15) и (31) из [8]. 
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Для 0 1,τ =  следуя [15], 0 0ω =  и 1 0,ω =  а 
величины 0 ,θ  1θ  могут быть получены из 
«укороченной» нелинейной алгебраической 
системы 

0 1
0 0 0 1

0 1

34 (0) 32 (0)18 7 b C b Cm k θ θ
θ θ

− − + − +

( )2
0 0 0 12 0;C B θ θ+ ⋅ + =                 (14)

0 1
0 0 1 1

0 1

20 (0) 16 (0)12 4 b C b Cm kθ θ
θ θ

− − + − +

2
0 0 12 0;C B θ+ ⋅ =                      (15)

объединяющей системы (16)–(17), (18)–(19) 
из [14]. 

В (9)–(15) коэффициенты 0 4 10,k k= +  
1 4 7,k k= +  2 4 4,k k= +  3 4 1,k k= +  таким обра-

зом, 0 4( ; ; ) (10;7;4;1;0)k k =  для случая боко-
вой поверхности цилиндра и 0 4( ; ; ) (11;8;5;2;1)k k =  

0 4( ; ; ) (11;8;5;2;1)k k =  для случая поверхности сфери-
ческого носка.

4. О ПРЕДЕЛЬНОМ ЗНАЧЕНИИ 
ТЕМПЕРАТУРНОГО ФАКТОРА 

Отметим, что для предельного случая 
0 0τ =  из (12) получаем (5) [15]

0 0.ω θ=                               (16)

Оставшиеся уравнения (10), (11), (13) с учё-
том (16) примут вид (6)–(8) [15]

( )0 0 0 1 118 8 7 10m k θ θ ω+ − − + +

0 1

0 1

34 (0) 32 (0)b C b C
θ θ

+ − +

( )
2

0 0
0 1 110 11 0;

5
C B θ θ ω+ ⋅ + − =          (17)

0 0 1 1 112 8 8m kθ θ ω− − + +

0 1

0 1

20 (0) 16 (0)b C b C
θ θ

+ − +

( )
2

0 0
0 1 1

2 5 4 0;
5

C B θ θ ω+ ⋅ − + − =         (18)
2

01
0 2 1

1 0

(0)6 4 6 b Cm k ωω
θ θ

− + + +

0 1

0 1

(0)1 1 3 4
Pr

bC ω
θ θ

   + + − + −   
   

01 1

1 0 1

6 (0)(0)4 3 4
Pr
Cbb ω

θ θ θ
  

− − − + + 
  

2
2 1
0 0 0 1

1

1 10 8 0.
10

B C ωθ ω
θ

 
+ − + − = 

 
      (19)

В случае 0wτ ≡  из (7) с учётом (16) полу-
чаем

0 0.ω θ=                             (20)
Оставшиеся уравнения (5), (6), (8) с учё-

том (20) примут вид: 
4

0 0 1 1
1 7 518 6
6 6 3

kmr qθ β θ θ ω ′ = − + − +  

0 1

0 1

34 32b q b q
θ θ

+ − +

2 2
0 0

1 16
30 60 eAB q θ α  + − +  

 

2
1 1

1 1 11 ;
3 15 30eθ α ω  + − −  

  
             (21)

4 0
1 1 1

0

201 212 12
2 3

k b qmr qθ β θ ω
θ

 ′ = − − + −  

2 21
0 0

1

16 1 124
60 60e

b q AB q θ α
θ

  − + − +  
 

2
1 1

1 1 1 ;
12 30 15eθ α ω  + − −  
  

            (22)

4

2
01

1 1
1 0

61 26 6
2 3

k b qmr q ωω β ω
θ θ

 
′ = − − + + 

 

0 1 1

0 1 1

1 1 26 1 3 4
Pr 6 3

b bq ω
θ θ θ

   + + − + − −   
    

20 1 1

0 1 1

6 13 4 4 1
Pr Pre

b bq qω α
θ θ θ

   − − + + − +   
  

2 2
0 0

1 16
60 60eB q A θ α

   + − +  
 

2
2 1

1
1

1 1 2
6 15 15e

ωω α
θ

 + − − + 
  

2
0

1 1
60 70 eG θ α  + − +  

 

2
1 1

1 1 1 .
20 42 30eθ α ω

 + − + +  
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5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ 
ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Пусть фиксированы значения неизменяе-
мых параметров: 

число Маха [10;40],M∞ ∈                 (24)

высота полёта [10;30]H ∈  [ ],км     (25)

радиус тела [0,1;1]R∈  [ ].м               (26)
Пусть диапазоны изменения управляю-

щих параметров ограничены: 
[0;1],cm M∈ =                      (27)

[0;1],c
w Tτ ∈ =                      (28)

4[0;5 10 ]cs S∈ = ⋅  [ / ( )].⋅Тл Ом м     (29)
Далее размерность [ / ( )]⋅Тл Ом м  параме-

тра s  опущена. 
Результаты вычислительных эксперимен-

тов (выполненных для воздуха в атмосфере 
Земли при 10H =  [ ],км  10M∞ = , 0,1R =  [ ]м  
для удобства сравнения с результатами [9–
12]) для случая обтекания боковой поверхно-
сти прямого кругового цилиндра представле-
ны на рис. 1–9, на которых отмечены точки ,A  

,B  ,C  D  (сочетания значений параметров, 
характеризующие их, указаны в скобках): 

A  : ( 0,m ≡  0,wτ ≡  0s ≡ ),

B  : ( 1,m ≡  0,wτ ≡  0s ≡ ),

C  : ( 0,m ≡  1,wτ ≡  0s ≡ ),

D  : ( 0,m ≡  0,wτ ≡  45 10s ≡ ⋅ ).

Рис. 1. Зависимости Q  от cm M∈  
при 05

d
w Tτ ∈   и 0s ≡

Рис. 2. Зависимости F  от cm M∈
при 05

d
w Tτ ∈   и 0s ≡

Рис. 3. Зависимости N  от cm M∈
при 05

d
w Tτ ∈   и 0s ≡

Рис. 4. Зависимости Q  от c
w Tτ ∈

при 05
dm M∈   и 0s ≡
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Обозначим 05 {0;0,05; ;1},dM =   05 {0;0,05; ;1}.dΤ =  
05 {0;0,05; ;1}.dΤ =   На рис. 1–6 представлены зависи-

мости функционалов (2)–(4) от непрерывно-
го вдува при дискретных значениях темпера-
турного фактора (рис. 1–3) и от непрерывного 
температурного фактора при дискретных 
значениях вдува (рис. 4–6) в условиях отсут-
ствия магнитного поля. На рис. 7 представле-
на область допустимых значений «Тепло и 
Трение» {( , )}Q FΩ =  в условиях отсутствия 
магнитного поля.

Обозначим 25 {0;0,25; ;1},dM =   05 {0;0,15; ;0,9},dΤ =  
05 {0;0,15; ;0,9},dΤ =   4 4

25 {0;2,5 10 ;5 10 }.dS = ⋅ ⋅  На рис. 8 
представлены три семейства 

15 25( , , ) | | , ,{ }{ }c d d
w wM m s m M s Sτ τ= ∈ ∈Τ ∈

25 25( , , ) | | , ,{ }{ }c d d
w wm s m M s Sτ τΤ= ∈Τ ∈ ∈

25 15( , , ) | | ,{ }{ }c d d
w wS m s s S m Mτ τ= ∈ ∈ ∈Τ

линий. Рис. 9 демонстрирует влияние учёта 
диссоциации на область {( , )}.Q FΩ =

Замечания. 1) Поведение локальных те-
пловых потоков q  и локальных касательных 
сил ньютоновского трения f  в окрестности 
ТТ изучено в [13–15], результаты представле-
ны в виде областей допустимых пар значений 
( , )q f  «тепло и трение».

2) Все вычислительные эксперименты вы-
полнены для безразмерных случаев. Возврат 
к физическим переменным является предме-
том отдельного исследования.

3) Для случая обтекания сферического но-
ска зависимости функционалов гиперзвуко-
вой аэродинамики от управляющих воздей-
ствий подобны, представленным на рис. 1–9.

Анализируя результаты вычислительных 
экспериментов, можно сделать следующие 
выводы:

1) Полученные области допустимых зна-
чений функционалов гиперзвуковой аэроди-
намики помогают ответить на вопрос о воз-
можности реализации определенной пары 
( , )Q F  «Тепло и Трение» в зависимости от до-
пустимого диапазона управлений.

2) Рис. 7 может быть использован в каче-
стве номограммы в инженерной практике.

3) Необходимо учитывать влияние диссо-
циации при расчёте функционалов гиперзву-
ковой аэродинамики.

Рис. 5. Зависимости F  от c
w Tτ ∈

при 05
dm M∈   и 0s ≡

Рис. 6. Зависимости N  от c
w Tτ ∈

при 05
dm M∈   и 0s ≡

Рис. 7. Область {( , )}Q FΩ =  при 0s ≡
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6. СИММЕТРИЧНОСТЬ МОЩНОСТИ

Для постоянных законов управления 
справедливо следующее

Утверждение. В условиях (24)–(29) для за-
конов управления 1 [0;1]m C≡ ∈  и 2 [0;1]w Cτ ≡ ∈  
мощность ( , , )wN m sτ  обеспечивающей вдув 
системы симметрична относительно управ-
лений m  и ,wτ  т .е.

(4
1 2[0;5 10 ] , [0;1]s C C∀ ∈ ⋅ ∀ ∈ ⇒

( ) ( ) )1 2 2 1, , , , .N C C s N C C s⇒ =         (30)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучение свойств математической модели 
управления ЛПС электропроводящего газа 
на проницаемых цилиндрических и сфери-

ческих поверхностях ГЛА позволяет проа-
нализировать характер влияния постоянных 
управляющих воздействий (вдува, темпера-
турного фактора, магнитного поля) на об-
ласть значений функционалов гиперзвуковой 
аэродинамики и принять его во внимание 
при проведении дальнейших исследований, а 
также использовать для сравнения со случа-
ями более сложных видов управлений, учи-
тывающих конструкторские и газодинамиче-
ские ограничения.

Работа выполнена:
а) при государственной поддержке науч-

ных исследований, проводимых под руковод-
ством ведущих учёных в российских вузах 
(ведущий учёный - С. А. Исаев, КНИТУ-КАИ, 
г. Казань) по гранту Правительства России 
№ 14.Z50.31.0003;

б) в рамках Государственного задания Ми-
нистерства образования и науки Российской 
Федерации № 9.3236.2017/4.6.
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