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Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию явления взаимной синхрониза-
ции произвольного числа близких автоколебательных систем. Даётся понятие о взаимной 
синхронизации. Описывается метод, основанный на применении метода малого параметра 
Пуанкаре и замене Боголюбова – Штокало и позволяющий получить достаточные условия 
синхронизации с любыми наперёд заданными разностями фаз. Подробно рассматривает-
ся случай синфазной синхронизации. Доказывается теорема о синхронизации нескольких 
слабо связанных близких автоколебательных систем. Приводятся выкладки для случаев 
двух и трёх парциальных систем. Приводится численный пример, демонстрирующий спра-
ведливость полученных результатов.
Ключевые слова: синхронизация, малые автоколебания, динамические системы, асим-
птотические методы.
Annotation. The paper considers the effects of mutual synchronization of an arbitrary number 
of weakly coupled close self-oscillating systems. The concept of mutual synchronization is given. 
We describe a method that allows us to obtain conditions for coefficients of initial system guar-
antying synchronization with any given phase differences. This method is based on the Poincaré 
small parameter method and the Bogolyubov – Shtokalo substitution. The case of in-phase syn-
chronization is considered in detail. A theorem on the synchronization of several weakly coupled 
close self-oscillating systems is proved. The computations for particular cases of two and three 
partial systems are given. A numerical example demonstrating the validity of the results is given.
Keywords: synchronization, small self-oscillations, dynamical systems, asymptotic methods.

© Корольков О. Г., 2018

ВВЕДЕНИЕ

Явление синхронизации, открытое более 
трёхсот лет назад Х. Гюйгенсом, имеет прило-
жения в таких областях знаний, как механи-
ка, оптика, акустика, квантовая механика, ла-
зерная физика, биология и т.д. (см. [1–4]). Под 
синхронизацией понимается процесс под-
стройки ритмов осциллирующих объектов за 
счёт их слабого взаимодействия. Настоящая 
работа посвящена изучению случая взаимной 
синхронизации, когда взаимодействующие 
объекты взаимно подстраивают свои ритмы, 
в равной степени воздействуя друг на друга.

Задача о взаимной синхронизации двух 
слабо связанных автоколебательных систем 
рассмотрена в работах [5–8]. В настоящей 

статье разработанный в [5–8] метод обоб-
щается на случай произвольного количества 
близких парциальных систем.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В настоящей работе явление синхрониза-
ции исследуется для динамических систем, 
каждая из которых описывается уравнением 
вида
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dt
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( , )
G(x) ,

( , )
G x x
G x x
 

=  
 

нелинейности 1,G  2G  аналитичны по каждой 
из переменных и представлены в виде

( )20 2 11 02 2
1 2 1 1 2 2( , ) 2k k k kG x x g x g x x g x= + + +  

( )30 3 21 2 12 2 03 3
1 1 2 1 2 23 3 ,k k k kg x g x x g x x g x+ + + + +

1,2.k =
В дальнейшем будем предполагать, что 

устойчивость нулевого положения равнове-
сия системы (1) определяется только линей-
ными, квадратичными и кубичекими члена-
ми. Обозначим

( )30 21 12 03
1 2 1 2

3
8

g g g g g= + + + −

( )( 20 20 02 02 11 20 02
1 2 1 2 1 1 1

1
4

g g g g g g g− − − + + 

( ))11 20 02
2 2 2g g g+ +  

и будем предполагать, что выполнены условия

11 22 0, 0,a a g+ > <                    (2)
которые, как показано в [5–7], обеспечивают 
возникновение в системе (1) малых автоколе-
баний амплитуды

1
11 222 ( ).

2
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ε ε+

⋅ − +  

Составим теперь из систем вида (1) следу-
ющую сложную систему со слабыми линей-
ными связями:

1
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0ν >  – малый параметр, характеризующий 
силу взаимодействия между парциальными 
системами, которая слабее сил, возбуждаю-
щих малые автоколебания в каждой из них, 
что в дальнейшем позволит нам говорить о 
синхронизации слабо связанных автоколеба-
тельных систем.

Для применения асимптотических мето-
дов к исследованию данной задачи целесоо-
бразно определить соотношение между ма-

лыми параметрами. В настоящей работе это 
соотношение задаётся следующим образом:

1
2 ,ν ε=

хотя рассматриваемые методы справедливы и 
при других соотношениях.

Переходя в системе (3) к полярным коор-
динатам

1 cos ,i i ix r α=  2 sin ,i i ix r α=  1, , ,i n= 

мы таким образом вводим в рассмотрение 
амплитуды колебаний парциальных систем 

( , ),i ir r t ε=  а также их фазовые углы 
( , ).i i tα α ε=

Нашей задачей является вывод условий на 
коэффициенты матриц P ,ij  при которых полу-
ченная система имеет орбитально-устойчи-
вый предельный цикл, для которого величина 

( , ) ( , ),i jt tα ε α ε−  которую мы будем называть 
разностью фаз i-й и j-й парциальных систем, 
стремится при ,t →∞  ε →∞ к некоторому 
фиксированному числу ijα  ( , 1, , ),i j n=   при-
чём 0,iiα =  ,ij jiα α= −  ,ik ij jkα α α= +  
, , 1, , .i j k n=   В этом случае мы будем гово-

рить, что в системе (3) имеет место синхрони-
зация малых автоколебаний.

Отметим, что метод, представленный в 
настоящей работе, позволяет получить доста-
точные условия синхронизации малых авто-
колебаний для любых наперёд заданных зна-
чений ,ijα  однако наибольший интерес пред-
ставляют следующие два случая (см. [1]):

• синфазная синхронизация:
2 ,ij kα π=  ,k∈  , 1, , ;i j n= 

• синхронизация в противофазе:
2 , ( ),

2 , ( ),ij

k k i j
k k i j

π
α

π π
∈ +

=  + ∈ +





при чётных

при нечётных
, 1, , .i j n=   

ВЫВОД ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ 
СИНХРОНИЗАЦИИ

Учитывая, что амплитуда малых автоко-
лебаний каждой из подсистем системы (3) 

имеет порядок 
1
2 ,ε  исследование этой систе-

мы начнём с введения новых амплитуд 
( , ):i iS S t ε= 1

2 ,i ir Sε=  1, , .i n= 
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Кроме того, для удобства дальнейших вы-
кладок введём в рассмотрение и новые фазо-
вые углы ( , ),tψ ψ ε=  ( , ):i i tϕ ϕ ε=

1

1 ,
n

j
jn

ψ α
=

= ⋅∑  

,i iϕ α ψ= −  1, , 1.i n= −

После перехода к новым амплитудам и но-
вым фазовым углам получим систему из 2n 
уравнений вида
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1 1 1( , , , , , , , ),

1, , ,
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i
S n n

dS f S S
dt

i n

ε ϕ ϕ ψ ε−=
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

    (4)
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ϕ ε ϕ ϕ ψ ε−=

= −

 



    (5)

1
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1 1 11 ( , , , , , , , ).n n
d f S S
dt ψ
ψ ε ϕ ϕ ψ ε−= +     (6)

где ,
iSf  ,

i
fϕ  fψ  – 2π -периодические по ψ  

функции, которые несложно вычислить.
Отметим, что введённые в расмотрение 

фазовые углы ( , )i i tϕ ϕ ε=  характеризуют раз-
ности фаз парциальных систем. Несложно 
показать, что все разности ( , ) ( , )i jt tα ε α ε−  
стремятся при ,t →∞  0ε →  к некоторому 
наперёд заданному числу ijα  ( , 1, , )i j n=   
тогда и только тогда, когда ( , )i itϕ ε ϕ→  при 

,t →∞  0,ε →  где

1

1 , 1, , 1.
n

i ij
j

i n
n

ϕ α
=

= ⋅ = −∑             (7)

Разделив уравнения (4)–(5) на уравнение 
(6), получим систему 2 1n −  уравнений
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где функции ,
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Чтобы установить факт возникновения 
синхронных автоколебаний в рассматривае-
мой системе, нам необходимо исследовать не-
нулевое 2π -периодическое решение системы 
(8)–(9), которое, в соответствии с [9], мы бу-

дем искать в виде рядов по степеням 
1
2ε

1
2

0 1
3
2

2 3

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) , 1, , ,

i i i

i i

S S S

S S i n

ψ ε ψ ε ψ

ε ψ ε ψ

∗ = + +

+ + + = 

     (10)

1
2

0 1
3
2

2 3

( , ) ( ) ( )

( ) ( ) , 1, , 1,

i i i

i i i n

ϕ ψ ε ϕ ψ ε ϕ ψ

εϕ ψ ε ϕ ψ

∗ = + +

+ + + = − 

   (11)

где
10 20 0( ) ( ) ( ),nS S Sψ ψ ψ≡ ≡ ≡

в силу близости парциальных систем,

0 ( ) , 1, , 1,i i i nϕ ψ ϕ≡ = −

где константы iϕ  выражаются через наперёд 
заданные разности фаз ijα  посредством ра-
венств (7).

В настоящей работе мы подробнее остано-
вимся на случае синфазной синхронизации, 
полагая 0ijα =  ( , 1, , ).i j n=   Следовательно,

10 20 1,0( ) ( ) ( ) 0.nϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ−≡ ≡ ≡ ≡

Подставляя разложения (10)–(11) в систе-
му (8)–(9), раскладывая в ряды левые и пра-
вые части получившихся равенств и прирав-
нивая слагаемые при соответствующих 

степенях 
1
2 ,ε  получаем уравнения вида

0 ( ) 0,

( ) ( ), 1, , , 1, 2, ,
i

i

kik
S

dS
d

dS F i n k
d

ψ
ψ

ψ ψ
ψ

=

= = = 

 (12)

( ) ( ), 1, , 1, 1, 2, ,
i

kikd F i n k
d ϕ
ϕ ψ ψ
ψ

= = − =   (13)

где ,
i

k
SF  

i

kFϕ  – 2π -периодические по ψ  функ-
ции, которые несложно вычислить.

Уравнения (12)–(13) позволяют вычис-
лить функции ,ikS  ikϕ  с точностью до неиз-
вестных пока констант 0 ,c  ,ikc  :ikb
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0 0( ) , 1, , ,iS c i nψ = = 

0

( ) ( ) ,

1, , , 1, 2, ,

i

k
ik ik SS c F d

i n k

ψ

ψ τ τ= +

= =

∫
 

0

( ) ( ) ,

1, , 1, 1, 2,

i

k
ik ikb F d

i n k

ψ

ϕϕ ψ τ τ= +

= − =

∫
 

Каждое из уравнений (12)–(13) имеет 2π - 
периодическое решение в том и только том 
случае, когда среднее от правой части равно 
нулю (см. [9]). Таким образом, константы 0 ,c  

ikc  ( 1, , ,i n=   1,2, ),k =   ikb  ( 1, , 1,i n= −  
1,2, )k =   определяются из условий равен-

ства нулю средних от правых частей уравне-
ний (12)–(13).

Несложно показать, что
1 ( ) 0, 1, , ,
iSM F i nψ ψ  = =  

1 ( ) 0, 1, , 1,
i

M F i nψ ϕ ψ  = = −  

где [ ( )]M Fψ ψ  обозначает среднее от 2π -пе-
риодической функции F  по переменной .ψ  
Далее,

2 311 22
0 0( ) ,

2
1, , ,

iS
a aM F c c g

i n

ψ ψ +  = + 

= 

2 ( ) 0.
i

M Fψ ϕ ψ  = 
Отсюда мы можем определить константу 

11 22
0 .

2
a ac

g
+

= −  Очевидно, что константа 0c  

вещественна и неотрицательна при выполне-
нии условий (2).

Аккуратный подсчёт показывает, что 
средние от 3 ( ),

iSF ψ  3 ( )
i

Fϕ ψ  равны
3

2 11 22( ) ( )
iS iM F c a aψ ψ  = − + − 

( )
2

11 20 020
1 2 2 11 22 0

1
2 2 ( ) ,

3

n

ij
j

c g g g a a c u
=

− + + + + ⋅∑
1, , ,i n= 

3 0
1 1

1

2( ) ( )
i

n

i j
j

c gM F c c
nψ ϕ ψ

=

′
  = ⋅ − +  ∑

1 1

1 ( ),
n n

ij mj
m j

v v
n = =

+ ⋅ −∑∑
1, , 1,i n= −

где

11 22 21 12, ,
2 2

ij ij ij ij

ij ij
p p p pu v+ −

= =

( )30 21 12 03
2 1 2 1

3
8

g g g g g′ = − + − −

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2 220 02 20 02
1 2 2 1

1 5
6 12

g g g g− + − + −

( ) ( )( ) ( )2 211 11 20 02 20 02
1 2 1 1 2 2

1 5
6 12

g g g g g g− + − + +

( ) ( )11 20 11 02 11 20 11 02
2 1 1 2 1 2 2 1

5 1 .
12 12

g g g g g g g g+ + + +

Приравнивая к нулю средние от 3 ( ),
iSF ψ  нахо-

дим 1ic  ( 1, , ).i n=   Приравнивая к нулю 
средние от 3 ( )

i
Fϕ ψ  и подставляя значения 1ic  и 

0 ,c  имеем набор равенств

1 1 1 1

1 1( ) ( ) 0,
n n n n

ij mj ij mj
m j m j

g u u v v
g n n= = = =

′
− ⋅ ⋅ − + ⋅ − =∑∑ ∑∑

1, , 1,i n= −

каждое из которых удобно, разбив на части, 
представить следующим образом:

1 2
1 1 1

,
n n n

j j nj
j j j

u u u
= = =

= = =∑ ∑ ∑             (14)

1 2
1 1 1

.
n n n

j j nj
j j j

v v v
= = =

= = =∑ ∑ ∑              (15)

Приравнивая к нулю средние от 4 ( )
iSF ψ  и 

4 ( ),
i

Fϕ ψ  получаем систему из 2 1n −  линейных 
алгебраических уравнений относительно не-
известных констант 2 ,ic  1ib  с матрицей

11 12

21 22

,
 

=  
 

 


 
 

где
11 11 22( ) ,a a= − + ⋅ 

где   – единичная матрица размерности 
,n n×

0
21

1 1 1 1
1 1 1 12 ,

1 1 1 1

n
nc g

n
n

− − − − 
 − − − −′  = ⋅
 
 
− − − − 





    





1 11 12 1, 1

21 2 22 2, 1

21 0

1,1 1,2 1 1, 1

1 2 , 1

,

n

n

n n n n n

n n n n n n n

A B B B
B A B B

c
B B A B

A B A B A B

−

−

− − − − −

−

− − − 
 − − − 
 = ⋅
 

− − − 
 − − − − − − 





   






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1 11 12 1, 1

21 2 22 2, 1
22

1, 1,2 1 1, 1

,

n

n

n n n n n n

C D D D
D C D D

D D C D

−

−

− − − − −

− + 
 − + =
 
  − + 





   





где

1
,

n

i ij
j

A v
=

=∑  ,ij ij inB v v= −  
1

,
n

i ij
j

C u
=

=∑

( )
1

1 ( ) ( ) .
n

ij ij in mj mn
m

D u u u u
n =

= ⋅ − − −∑
Условие

0≠                                 (16)
гарантирует, что, действуя аналогичным об-
разом, мы однозначно определим константы 

3ic  ( 1, , ),i n=   2ib  ( 1, , 1)i n= −  и т. д., а по-
лученные в результате этого процесса ряды 
(10)–(11) сойдутся (см. [9]).

Таким образом, 2π -периодическое реше-
ние

1 ( , ), , ( , ),nS Sψ ε ψ ε∗ ∗
  1 1( , ), , ( , )nϕ ψ ε ϕ ψ ε∗ ∗

−

системы (8)–(9) определено. Оно существует 
и единственно при выполнении условий (14)–
(16). Исследуем теперь его устойчивость.

Введём обозначения

1

1

1

,n

n

S

S
ϕ

ϕ −

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

x





 

1

1

1

( , )

( , )
( , ) ,

( , )

( , )

n

n

S

S

ψ ε

ψ ε
ψ ε

ϕ ψ ε

ϕ ψ ε

∗

∗
∗

∗

∗
−

 
 
 
 

=  
 
 
  
 

x





1

1

1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

( , , , , , , , )

( , , , , , , , )
( , , )

( , , , , , , , )

( , , , , , , , )

n

n

S n n

S n n

n n

n n

F S S

F S S

F S S

F S S

ϕ

ϕ

ϕ ϕ ψ ε

ϕ ϕ ψ ε
ψ ε

ϕ ϕ ψ ε

ϕ ϕ ψ ε
−

−

−

−

−

 
 
 
 
 =
 
 
 
 
 

F x

 



 

 



 

 

и запишем систему (8)–(9) в векторной форме:
1
2 ( , , ).d

d
ε ψ ε

ψ
=

x F x                       (17)

Замена ( , )ψ ε∗= −y x x  сводит исследова-
ние устойчивости 2π -периодического реше-

ния (10)–(11) системы (17) к исследованию 
устойчивости нулевого решения системы

1
2 ( , ) ,d

d
ε ψ ε

ψ
=

y y                      (18)

где
( )( , ), ,

( , ) .
ψ ε ψ ε

ψ ε
∗∂

=
∂

F x
x



Приведём систему (18) к виду
1

(1) (2)2

3
(3) 22

( ) ( )

( ) ( ),

d
d

O

ε ψ ε ψ
ψ

ε ψ ε

= + +

+ +

y y y

y

 



       (19)

где

1

1

1

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( ) , 1, 2,3,

( )

( )

n

n

k
S

k
Sk

k

k

k
ϕ

ϕ

ψ

ψ
ψ

ψ

ψ
−

 
 
 
 
 = =
 
 
 
 
 














 

где 
1

( ) ( )( ), , ( ),
n

k k
S Sψ ψ   

1 1

( ) ( )( ), , ( )
n

k k
ϕ ϕψ ψ

−
   – 

2π -периодические функции, которые не-
сложно вычислить.

Замена Боголюбова – Штокало
1 3

(1) (2) (3)2 2( ) ( ) ( ) ,ε ψ ε ψ ε ψ
 

= + + + 
 

y z   

где функции (1) ,  (2) ,  (3)  вычисляются со-
гласно [10], позволяет свести исследование 
устойчивости нулевого решения уравнения 
(19) к исследованию устойчивости нулевого 
решения следующего уравнения с постоян-
ными коэффициентами:

1 3
(1) (2) (3) 22 2 ( ),d O

d
ε ε ε ε

ψ
= + + +

z z z z      (20)

где (1)  – нулевая матрица;
(2) (2)

(2) 11 12
(2) (2)
21 22

,
 

=  
 

 


 

где (2)
11 11,=   (2)

21 21,=   (2)
12 ,  (2)

22  – нулевые 
матрицы;

(3) (3)
(3) 11 12

(3) (3)
21 22

,
 

=  
 

 


 

где (3)
12 12 ,=   (3)

22 22.= 
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Устойчивость нулевого решения системы 
(20), а значит и устойчивость 2π -периодиче-
ского решения (10)–(11) системы (8)–(9) обе-
спечивается отрицательностью действитель-
ных частей всех собственных значений ма-
трицы

1 3
(1) (2) (3)2 2 ,ε ε ε= + +   

которая, очевидно, эквивалентна отрицатель-
ности действительных частей всех собствен-
ных значений матрицы 

1
(2) (3)2 .ε+   Выпи-

шем характеристический полином матрицы 
1

(2) (3)2 ,ε+   причём для каждого коэффици-
ента полинома ограничимся только слагае-
мыми при старших степенях :ε

1
11 22( ) ( )n np a aλ λ λ−= + + +
12 ( 1)
2

11 22
0

( ) ,
n n in i

i
i

a a Kε λ
− − −

=

+ + ⋅∑
где коэффициенты iK  несложно вычислить. 
В частности, 0 | | .K = −   Используя крите-
рий Рауса – Гурвица, несложно показать, что 
для отрицательности действительных частей 
всех корней полинома ( )p λ  достаточно поло-
жительности всех его коэффициентов:

0 ( 0, , 2).iK i n> = −              (21)

Отметим, что условие (21) включает в себя 
и условие (16). Таким образом, условия (14)–
(15) и (21) обеспечивают существование, 
единственность и устойчивость 2π -периоди-
ческого решения (10)–(11) системы (8)–(9), 
вселедствие чего можно говорить о том, что в 
системе (3) имеет место синфазная синхрони-
зация малых автоколебаний.

Как уже отмечалось, что рассмотренный 
метод позволяет аналогичным образом уста-
новить достаточные условия синхронизации 
с любыми наперёд заданными разностями 
фаз ijα  ( , 1, , ),i j n=   в том числе и условия 
синхронизации в противофазе. Можно пока-
зать, что для чётного количества пациальных 
систем справедливо следующее утверждение: 
если коэффициенты матриц Pij  ( , 1, , )i j n=   
удовлетворяют условиям (14)–(15) и (21) син-
фазной синхронизации, то замена знаков всех 
этих коэффициентов на противоположные 
приведёт к тому, что будут выполнены усло-
вия синхронизации в противофазе.

Систематизируя все проведённые выше 
выкладки, сформулируем теорему о синхро-
низации.

ФОРМУЛИРОВКА ТЕОРЕМЫ 
О СИНХРОНИЗАЦИИ НЕСКОЛЬКИХ 

БЛИЗКИХ АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНЫХ 
СИСТЕМ

Пусть система

1

x A( )x P x G(x ),

1, , ,

n
i

i ij j i
j

d k
dt

i n

ε εν
=

= + +

=

∑


     (22)

удовлетворяет всем требованиям, указанным 
в разделе «Постановка задачи», а её коэффи-
циенты таковы, что

1 2
1 1 1

,
n n n

j j nj
j j j

u u u
= = =

= = =∑ ∑ ∑

1 2
1 1 1

,
n n n

j j nj
j j j

v v v
= = =

= = =∑ ∑ ∑

0, 0, , 2.iK i n> = −  
Тогда в системе (22) при 1κ =  имеет место 

синфазная синхронизация малых автоколе-
баний, а при 1κ = −  и чётных n  – синхрони-
зация малых автоколебаний в противофазе.

ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

Выпишем значения коэффициентов iK  
для частных случаев двух и трёх парциальных 
систем, предварительно обозначив

.gh
g
′

=  

Если 2,n =  то

0 12 21 12 21( ) ( ).K u u h v v= + + +  

Если 3,n =  то
0 12 23 23 31 31 12 12 32 23 13K u u u u u u u u u u= + + + + +

31 21 21 13 13 32 32 21u u u u u u u u+ + + + +

12 23 23 31 31 12 12 32(h u v u v u v u v+ + + + +

23 13 31 21 21 13 13 32 32 21u v u v u v u v u v+ + + + + +

12 23 23 31 31 12 12 32 23 13v u v u v u v u v u+ + + + + +

31 21 21 13 13 32 32 21)v u v u v u v u+ + + + +
2

12 23 23 31 31 12 12 32 23 13(h v v v v v v v v v v+ + + + + +

31 21 21 13 13 32 32 21),v v v v v v v v+ + + +
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1 12 23 31 13 32 21( )K u u u u u u= + + + + + +

12 23 31 13 32 21( ).h v v v v v v+ + + + + +

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Рассмотрим следующую сложную систему:
2 311

12 21 22 12 12(2 2 ) ,dx x x x x x
dt

εν= − + + + +     (23)

12
11 12 21 22

2 3
11 12 12 12

(4 2 )

2 ,

dx x x x x
dt

x x x x

ε εν= + + + +

+ + −
       (24)

2 321
22 12 31 32 22 22( ) ,dx x x x x x x

dt
εν= − + + + + +   (25)

22
21 22 11 12 31 32

2 3
21 22 22 22

(2 2 2 )

2 ,

dx x x x x x x
dt

x x x x

ε εν= + + + + + +

+ + −
(26)

31
32 21 22 41 42

2 2
32 32

(3 )

,

dx x x x x x
dt

x x

εν= − + + + + +

+ +
    (27)

32
31 32 21 22 41 42

2 3
31 32 32 32

(2 2 )

2 ,

dx x x x x x x
dt

x x x x

ε εν= + + + + − +

+ + −
(28)

2 341
42 31 32 42 42( 2 ) ,dx x x x x x

dt
εν= − + + + +      (29)

42
41 42 31 32

2 3
41 42 42 42

(4 3 )

2 .

dx x x x x
dt

x x x x

ε εν= + + + +

+ + −
       (30)

Несложно проверить, что коэффициенты 
системы (23)–(30) удовлетворяют всем ус-
ловиям приведённой выше теоремы. Чтобы 
убедиться, что в системе (23)–(30) действи-
тельно имеет место синфазная синхрониза-
ция малых автоколебаний, перейдём к поляр-
ным координатам

1x cos ,i i ir α=  2x sin ,i i ir α=  1,2,3,4,i =

найдём численное решение полученной си-
стемы для 0.0025,ε =  0.05ν =  и построим 
графики функций

4

1

1( ) ( ) ( ), 1, 2,3.
4i i k

k
t t t iϕ α α

=

= − ⋅ =∑  

Как видно из рис. 1, в системе (23)–(30) 
действительно имеет место синфазная син-
хронизация малых автоколебаний.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе описан метод, позво-
ляющий получить достаточные условия вза-
имной синхронизации произвольного числа 
слабо связанных близких автоколебательных 
систем различной природы. При этом ре-
зультаты справедливы как для глобально 
связанных систем, так и для осцилляторов, 
образующих упорядоченные пространствен-
ные структуры (цепочки, решётки и т. д.). 
Практическая значимость данного метода 
обуславливается также тем, что он позволяет 
вывести условия синхронизации с любыми 

Рис. 1. Графики функций 1( ),tϕ  2 ( ),tϕ  3 ( )tϕ
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наперёд заданными разностями фаз, причём 
синхронизация достигается за счёт выбора 
параметров, которые отвечают за связи меж-
ду парциальными системами. Подробно в ра-
боте рассмотрены случаи синфазной и про-
тивофазной синхронизации, а проведённое 
численное исследование продемонстрирова-
ло справедливость полученных результатов.
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