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Аннотация. Рассматривается задача распределения ресурсов по командам в ходе реали-
зации мультипроекта. Приведена постановка и формулировка задачи с ограничениями на 
факторное пространство и область изменения целевой функции в терминах математиче-
ского программирования. Показано, что решение в области заданных ограничений воз-
можно получить при использовании эвристических методов и приемов.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время определенный интерес 
представляют задачи оптимального распре-
деления потоков ресурсов на сетях. В общем 
случае выбор состава и распределение ресур-
сов, реализующих набор алгоритмов, являют-
ся одной из наиболее сложных задач на эта-
пах планирования и проектирования сетей 
[1]. При этом процессы планирования опе-
раций (работ) и распределения потоков ре-
сурсов (складируемых или нескладируемых) 
представляют два взаимосвязанных аспекта 
этой проблемы.

Задачи со строгими ограничениями на 
складируемые ресурсы сводятся к задачам 
математического программирования (МП) с 
выпуклыми ограничениями и целевой функ-
цией (ЦФ), структура которой зависит от сто-
имости работ и их продолжительностей. При 
этом классические методы МП в ряде случаев 
могут отрицательно сказываться на досто-
верности результатов из-за сильных ограни-
чений на факторное пространство и область 

изменения ЦФ. Сведение к задаче МП с огра-
ничениями на нескладируемые ресурсы по-
зволит получить несвязанные или многосвяз-
ные, т.е. невыпуклые ограничения.

Как правило, простой проект, для ко-
торого составляется сетевая модель (СМ), 
представляет собой связный сетевой граф 
(комплекс операций) с одним целевым со-
бытием. При этом технологическая зависи-
мость между операциями задается в виде 
детерминированной сети с первоначальным 
планом распределения ресурсов. Однако, на 
практике при выполнении сложных проектов 
(мультипроектов) СМ могут иметь несколь-
ко целевых событий (выходов) [2], например, 
при решении задач перебазирования войск и 
развертывания техники, оборонительных и 
наступательных операций и т. д.

В отличие от подходов к решению подоб-
ной задачи, представленных в [3, 4], в статье 
предлагается рассмотреть случай, когда для 
выполнения проекта все исполнители под-
разделяются на различные команды. Задача 
заключается в минимизации времени проек-
та при введении соответствующих реальных 
ограничений на ресурсы и область измене-
ния ЦФ.
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим проект ,A  состоящий из связ-
ных СМ с общими ресурсами, но с различны-
ми директивными сроками для отдельных 
СМ или отдельных целевых событий. Техно-
логическая зависимость между СМ задается в 
виде детерминированной сети с первоначаль-
ным планом распределения ресурсов. Мно-
жество всех целевых событий проекта обо-
значим ,fE  а директивный срок свершения 
события fEµ∈  – через .Tµ

дир

Пусть на реализацию проекта выделено 
ограниченное количество ресурсов .S  При-
мем, что все исполнители сгруппированы в g 
подразделений wN  (1 )w g≤ ≤  так, что в ка-
ждом подразделении wN  все исполнители 
одинаковой квалификации и каждая опера-
ция СМ выполняется лишь в одном подразде-
лении. При этом фиктивные операции, не 
требующие ни времени, ни исполнителей, и 
операции, обозначающие процессы, требую-
щие только времени без исполнителей фор-
мально выполняются в подразделении без ис-
полнителей, 0.N

Выбрав единицу времени k  (час, день, ме-
сяц) и длину K  промежутка времени, в кото-
ром будет осуществляться планирование, для 
каждого подразделения wN  (1 )w g≤ ≤  и ка-
ждой k-й единицы времени зададим число 

0k
wx ≥  исполнителей, предназначенных для 

выполнения планируемого проекта. Вся со-
вокупность СМ проекта A  задается списком 
операций ,L  который рассматривается как 
список операций одной (не обязательно связ-
ной) СМ.

Каждая l-я операция характеризуется i-м 
предшествующим и j-м последующим собы-
тием, ijl L∈  (i и j вершины дуги ( , )i j  соответ-
ственно); номером подразделения ,w  в кото-
ром выполняется операция; допустимой 
продолжительностью ijtдоп  ( 0),ijt ≥доп  планиру-
емым ,ijN  допустимым ,ijN доп  минимальным 

min
ijN  и максимальным max

ijN  количеством ис-
полнителей max(0 ).ij ij ijN N N≤ ≤ ≤доп  На мно-
жестве всех операций введем частичное упо-
рядочение: ( , ) ( , ),i j i j<  если существует 
путь из j  в i (в частности при i j= ).

Для каждой ijl -й операции, требуется опре-
делить следующие параметры: момент начала 
ее выполнения, 0

ijt  ( )0 0 ;ijt ≥  планируемую про-
должительность, ijt  ( 0);ijt ≥  планируемое коли-
чество исполнителей, ijN  ( )min max .ij ij ijN N N≤ ≤

Расчет параметров СМ (ранних и поздних 
сроков) выполняется по стандартным форму-
лам [5]. Для многоцелевой СМ определим ве-
личину длительности операций iy  для каждо-
го события i  (с учетом текущего события z):

max , ;

max , .

f

f
i

E
i f

z izz i

T T i E
y

y t i E

µ
µ∈

 − ∈
= 

 + ∉   

дир дир

доп

если

если

Для любого события i  наиболее позднее 
допустимое время его свершения (относи-
тельно планируемого) определятся в соответ-
ствии с выражением:

max .
fi i

E
t Tµ

µ
τ

∈
= −поз дир

Очевидно, что из i j  следует i jy y≥  и со-
ответственно .i jt t≤поз поз

Положим, что ,ij ij ij ij ijN t N t Q⋅ = ⋅ =доп доп  где 
ijQ  – трудоемкость операции, которая является 

постоянной величиной для каждой операции. 
Тогда 0,5ij

ij
ij

Qt N
 = +  

 и 0,5ij
ij

ij

QN t
 = +  

 с 
точностью до ближайшего целого числа.

Для решения рассматриваемой задачи 
примем следующие ограничения:

1*. Выполнение каждой ijl -й операции не 
прерывается до ее окончания, т. е. происхо-
дит в промежутке времени ( , ].ij ij ijtτ τ +

2*. Число исполнителей ,ijN  приступив-
ших к выполнению ijl -й операции остается 
неизменным до ее окончания.

3*. Отклонение величин ijN  от ijN доп  и ijt  от 
ijtдоп  допускается в случае, если невозможно 

соблюсти заданные директивные сроки свер-
шения событий.

Искомые величины должны удовлетво-
рять условиям СМ:

,ij itτ ≥ ран  { }maxi zi ziz i
t tτ

<<
= +ран            (1)

и ограничениям по ресурсам:
 ; 1 ; 1 ,

ij w

k k
ij w

l L
N x w g k K

∈

≤ ≤ ≤ ≤ ≤∑      (2)

где it
ран  – наиболее раннее возможное время 

свершения события ;i
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wL  – множество всех операций сетевого 
графика, выполняемых в wN -м подразделе-
нии исполнителей;

k
ijN  – число исполнителей, занятых выпол-

нением ijl -й операции на k-й единице време-
ни, которое определяется из условия:

(
(

, ;

0 , .

ij ij ij ijk
ij

ij ij ij

N k t
N

k t

τ τ

τ τ

 ∈ + = 
∉ + 

при

при

При этом функционал (3) должен дости-
гать минимума:

{ }max ,
fE

F b t Tµ µ µ
µ∈

 = − 
доп дир               (3)

где 0bµ ≥  – заданные числа (для каждого 
fEµ∈ );

tµ
доп  – реальное наиболее позднее допусти-

мое время свершения события .µ
Для любого события СМ tµ

доп  определяет-
ся из выражения:

{ }max , ,

min , .

f
z zz

f
zz

t E
t

t E

µ µµ
µ

µµ

τ µ

µ
<<

>>

 + ∈=
∉

доп
если

если

Физический смысл функционала (3) за-
ключается в том, что каждому целевому со-
бытию µ  приписывается определенный вес 

,bµ  и берется максимум взвешенных откло-
нений планируемых сроков свершения целе-
вых событий от директивных сроков. Этот 
максимум необходимо минимизировать пу-
тем выбора величин 0

ijt  и ijN  при выполнении 
ограничений (1) и (2). Рассмотренную выше 
задачу для краткости будем называть эту за-
дачу задачей .Ω

Необходимо отметить, что важный част-
ный случай задачи Ω (задача Σ ) получим при 

,ij ijN N≡ доп  т. е. min max
ij ij ijN N N= = доп  и ij ijt t≡ доп 

для всех операций СМ. На практике такой 
случай характерен при планировании опера-
ций с установленными временными норма-
тивами трудоемкости операций (например, 
при перебазировании воинских частей). Так 
как величины ijN  фиксированы, то миними-
зация функционала F  происходит лишь за 
счет выбора значений .ijτ

ФОРМУЛИРОВКА ЗАДАЧИ 
В ТЕРМИНАХ МП

Пусть ρ  – число операций в СМ. Для ка-
ждой из  ρ  операций ijl  СМ и каждой из K  
единиц времени k  необходимо построить 
функцию двух аргументов, определенную при 

min max, :ij ij ijN N N ∈  
0

0

0,   ;

( , ) ,  ;

0,  .

ij ij
k

ij ij ij ij ij

ij

t k t
f N N k t k

t k

τ τ

 < −
= − ≤ ≤


≥

при

при

при

      (4)

В случае ij ijN N≡ доп  функция (4) зависит 
только от одного аргумента. Обозначим его 

( ).k
ijf τ  Аргументы функций (4), так же как их 

значения и параметр ,k  являются целочислен-
ными. Для простоты будем считать аргумен-
ты 0

ijt  непрерывными. Так как в силу опреде-
ления все it

ран  неотрицательны, то из (1) 
следует неотрицательность всех .ijτ

При этом значением функции ( , )k
ij ijf Nτ  

является число исполнителей, занятых на k-й 
неделе при выполнении операции ,ijl  если 
она начата в момент 0

ijt  силами ijN  исполните-
лей и выполняется с соблюдением условий 1* 
и 2*.

Далее перепишем ограничения (2) и нера-
венства (1) в следующем виде:

( ), ;

1 ; 1 ,
ij w

k k
ij ij w

l L
f N x

w g k K

τ
∈

≤

≤ ≤ ≤ ≤

∑
                   (5)

{ }max ,ij z zz i
tµ µτ τ

<<
≥ +  .ijl L∈                (6)

Ограничив время выполнения проекта A 
промежутком (0, ],K  предположим, что для 
каждой ijl -й операции выполняется неравен-
ство:

0 ,ij j ijt K y t ≤ − +                       (7)

где { }max .j z jz
z j

y y τ
>>

= +

Также следует отметить, что и величины 
ijN  подчинены ограничениям [3]:

min max .ij ij ijN N N≤ ≤                       (8)
Если несколько упростить поставленную 

задачу ,Ω  сняв трудноформализуемое усло-
вие 3*, то полученная задача ∗Ω  будет эквива-
лентна следующей задаче МП.
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В 2r-мерном пространстве точек ( 0{ },ijt  
{ }ijN ) найти целочисленную точку, доставля-
ющую минимум функционала (3) при выпол-
нении условий (5)–(8).

Для решения задачи ∗Ω  проанализируем 
ее частный случай (задачу Σ).

В r-мерном пространстве R точек 
{ }{ }0

ijD t=  найти целочисленную точку 
{ }0 0 ,ijD t=  доставляющую минимум функци-

онала

( ) ( ){ }0
, ,max max ,

f z zzE
F D b t t Tµ µ µ µµµ <<∈

 = + −  
дир   (9)

при ограничениях (5*)–(7*):

( ) ( )0 , 1 ; 1 ,
ij w

k k
ij w

l L
f t x w g k K

∈

≤ ≤ ≤ ≤ ≤∑    (5*)

{ }0 0max ,ij zi ziz i
t t t

<<
≥ + ijl L∈                 (6*)

0 ,ij j ijt K y t ≤ − +   , ,i j∀  ( , )i jl           (7*)

где ,bµ  ,Tµ
дир  ,zt µ  ,zit  ,ijt  ,k

wx  ,K  jy  – постоян-
ные числа.

Функционал (9) является кусочно-линей-
ным, а система из кусочно-линейных нера-
венств (6) и r-линейных неравенств (7) опре-
деляет ограниченную выпуклую область 
(многогранник) в пространстве .R

Таким образом, задача Σ  без ограничений 
по ресурсам (задача ϒ ) является задача вы-
пуклого кусочно-линейного программирова-
ния, точное решение которой можно найти 
регулярными методами [6].

АНАЛИЗ ХАРАКТЕРА ОГРАНИЧЕНИЙ 
В ЗАДАЧАХ ,Ω  Σ  И ϒ

С помощью любого алгоритма для нахож-
дения критического пути [7] найдем наибо-
лее раннее возможное время tµ′

ран  свершения 
каждого события :µ

{ }max .z zz
t t tµ µµ<<
′ ′= +ран ран

При этом если max ,t Kµµ
′ ≤ран  то положим 

для всех ( , )i j  .ij tµτ ′= ран

Найденная точка { }ij iD tτ′ ′= = ран  достав-
ляет минимум функционала (9) при ограни-
чениях (6), (7). Если же max ,t Kµµ

′ >ран  то зада-
ча ϒ  не имеет решения. 

Для определения всего множества реше-
ния задачи ,ϒ  вычислим для каждого собы-
тия µ  величину

( )

( ){ }

min , , ;

min , , .

f

f
z

z

F D
T K E

bt
t t e z E

µ
µ

µ

µ µ
µ

µ

τ µ
>>

  ′ + ∈    ′  =
 ′′ − ∉

дир

ран

ран

если

если

Точка { }ijD tµτ′′ ′′= = ран  также является ре-
шением задачи ,ϒ  а все множество ее реше-
ний содержится во множестве целочислен-
ных точек параллелепипеда D D D′ ′′≤ ≤  (т. е. 
точек ,D  у которых для всех ( , ):i j  
i ij it tτ′ ′′≤ ≤ран ран).

Определим характер ограничений (5*) в 
рассматриваемой задаче .Σ  Отметим, что ка-
ждая функция ( )k

ijf τ  имеет П-образный гра-
фик (рис. 1).

Для случая, когда wL  состоит из двух опе-
раций ( , )i j  и ( , )i j  неравенства (5*) примут 
вид:

, ,( ) ( ) .k k k
i j wi jf f xτ τ+ ≤              (10)

Из рис. 1 видно, что график левой части 
(10) представляет ступенчатую поверхность, 
представленную на рис. 2 для случая 

,, .i ji jN N>
Графиком правой части является пло-

скость, перпендикулярная оси kf∑  и прохо-
дящая на расстоянии k

wx  от начала координат.
На рис. 2 представлен вариант для соотно-

шения ,,( ) ( ).i ji jf N f N>  При этом три точки 
, ,min{ ( ), ( )},i j i jf N f N  , ,max{ ( ), ( )}i j i jf N f N  

и , ,( ) ( )i j i jf N f N+  делят положительную по-
луось kf∑  на четыре промежутка.

В зависимости от того, в каком из проме-
жутков находится величина ,k

wx  точки удов-
летворяющие неравенству (10), образуют на 

Рис. 1. График функции ( ),
k

i jf τ
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плоскости , ,( , )i j i jτ τ  одно из четырех мно-
жеств, представленных на рис. 3.

Для каждого значения k  ( )1 k K≤ ≤  нера-
венство будет ограничено соответствующей 
областью. А так как все неравенства должны 
выполняться одновременно, то для получе-
ния допустимой области следует взять пере-
сечение всех полученных множеств. При этом 
в общем случае это будет несвязная область с 
одно- и многосвязными компонентами с ку-
сочно-линейными границами.

Если wL  состоит более чем из двух опера-
ций, то область решений неравенства (10) бу-
дет иметь тот же характер, что и (5*), но боль-
шую размерность. Теперь на этой области 
строится цилиндрическое множество в про-
странстве .R  Затем проводим аналогичное 
построение для другогоw и т. д. Пересечение 
цилиндрических множеств и образует допу-
стимую область (5*). Отметим, что эта об-
ласть может быть выпуклой тогда и только 
тогда, когда все цилиндрические множества 
выпуклы [6]. Следовательно, все ограничения 
по ресурсам несущественны. Значит задача 
Σ – это целочисленная задача невыпуклого 
кусочно-линейного программирования.

Рассмотрим теперь более подробно задачу 
.∗Ω  Анализ ее математической модели пока-

зывает, что для каждой операции ( , )i j  выбор 
числа исполнителей ijN  является основным, а 
продолжительность ijt  является функцией от 

.ijN  При этом ограничения (6), (7) и функцио-
нал (9) показывают, что такая формализация 
приводит к появлению членов, гиперболиче-
ских относительно ,ijN  в неравенствах, ли-
нейных и кусочно-линейных относительно 

,ijt  а также в функционале, кусочно-линейном 
относительно .ijt  Поэтому для упрощения ма-
тематической модели рассмотрим ijt  в каче-
стве аргументов, считая ijN  их функциями:

0,5 ;ij
ij

ij

QN t
 

= + 
 

  min
max 0,5 ;ij

ij
ij

Qt N
 

= + 
 

max
min 0,5 .ij

ij
ij

Qt N
 

= + 
 

Функцию (4) будем считать функцией от 
переменных ijτ  и ,ijt  т. е. ( , ).k

ij ijf tτ  Так как 
( , )k

ij ijf tτ  – кусочно-постоянная функция, то 
ограничения (5) и (8) примут вид:

( )

( )

, ,

1 ; 1 ,
ij w

k k
ij ij w

l L
f t x

w g k K

τ
∈

≤

≤ ≤ ≤ ≤

∑
              (5**)

Рис. 2. График функции , ,( ) ( )k k
i j i jf fτ τ+
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min max .ij ij ijt t t≤ ≤                       (11)
В новых переменных переформулируем 

задачу .∗Ω  В 2r-мерном пространстве R  точек 
( , )ij ijD tτ=  найти целочисленную точку, до-

ставляющую минимум функционала (9) при 
выполнении ограничений (5**), (6), (7) и (11).

Так как функционал (9) выпуклый кусоч-
но-линейный, а система неравенств (11) опре-
деляет в пространстве R  прямоугольный па-
раллелепипед (т. е. выпуклый многогранник), 
то и система неравенств (6) и (7) также опре-
деляет в пространстве R  выпуклый много-
гранник.

Совокупность неравенств (6), (7) и (11) 
определяет в пространстве R  выпуклый 
многогранник, являющийся пересечением 
двух указанных многогранников. Таким об-
разом, задача минимизации времени муль-
типроекта при неограниченных ресурсах, 

одним из решений которой является точка 
min({ }; { }),ij i ij ijD t t tτ′ ′= = =ран  – это целочислен-

ная задача выпуклого кусочно-линейного 
программирования, которая формулируется 
следующим образом: в 2 r-мерном простран-
стве R  найти целочисленную точку, достав-
ляющую минимум функционала (9) при вы-
полнении ограничений (6), (7) и (11).

Рассмотрим ограничения (5**) по ресур-
сам. Аргументы и параметры функций есть 
функция ( , ),k

ij ijf tτ  значения которой явля-
ются целочисленными. Однако для простоты 
будем считать аргументы ,ijτ  ijt  и параметр k  
непрерывными, что не противоречит смыслу 
задачи, так как это временные величины. Па-
раметры ijN  дискретны по существу задачи.

На рис. 4 показана область определения 
функции ( , )k

ij ijf tτ  в плоскости ( , )ij ijtτ  (за-
штрихованный прямоугольник).

а) , ,( ) ( ) k
i j wi jf N f N x+ ≤ в) , ,( ) ( )k

i j w i jf N x f N≤ <

б) , ,, ,max{ ( ), ( )} ( ) ( )k
i j w i ji j i jf N f N x f N f N≤ < + г) , ,min{ ( ), ( )} k

i j wi jf N f N x>

Рис. 3. Множества плоскости , ,( , )i j i jτ τ
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На площадках с наклонной штриховкой 
функция ( , ) 0.k

ij ijf tτ =  На площадках тра-
пециевидной формы с прямой штриховкой 
она принимает постоянные положительные 
значения ijN  min max( ),ij ij ijN N N≤ ≤  возрастаю-
щие от площадки к площадке по мере при-
ближения к оси .ijτ  Следует отметить, что 
при погружении в подпространство про-
странство R  большей размерности область 
определения функции ( , )k

ij ijf tτ  будет иметь 
цилиндрическую форму с основанием в опи-
санной области и образующими, перпендику-
лярными к плоскости ( , ).ij ijtτ

Если wL  содержит две операции ( , )i j  и 
( ), ,i j  то область определения функции 

, ,( , )k
i j i jf tτ + , ,( , )k

i j i jf tτ+  в четырехмерном 
пространстве , ,( , ;i j i jτ τ , ,, )i j i jt t  представляет 
собой прямоугольный параллелепипед, обра-
зовавшийся в пересечении двух цилиндриче-
ских множеств – областей определения функ-
ций , ,( , )k

i j i jf tτ  и , ,( , ):k
i j i jf tτ

, ,

, ,
min max
, , ,

min max
,, ,

0 , ,
0 , ,

,
.

i j i j

i j i j

i j i j i j

i ji j i j

t K
t K

t t t
t t t

τ
τ
≤ ≤

 ≤ ≤
 ≤ ≤
 ≤ ≤

В этом случае область, где выполняется 
(5**), будет представлять один из трех типов: 
выпуклый прямоугольный параллелепипед; 
связная невыпуклая область; несвязная об-
ласть, состоящая из выпуклых компонент.

Аналогичная ситуация будет при любом 
числе операций в .wL  Если взять теперь груп-
пу неравенств (5**) с постоянным w  и всеми 
значениями k  от 1 до ,K  то область решений 
такой подсистемы системы (5**) есть пересе-
чение K  областей указанных трех типов. Это 
пересечение может принадлежать одному из 
тех же трех типов. Область решений такой 
подсистемы в пространстве R  представляет 
собой цилиндрическое множество с описан-
ной областью в качестве основания. Наконец, 
область решений всей системы (5**) – это пе-
ресечение 'n  областей решений подсистем 
для каждого ,w  т. е. цилиндрических мно-
жеств с основаниями в 'n  попарно ортого-
нальных подпространствах пространства .R  
Такое пересечение может быть выпуклым 
множеством лишь в том случае, если все 'n  
областей решений подсистемы выпуклы. Тог-
да задача *Ω  является задачей выпуклого ку-
сочно-линейного программирования. Во всех 
остальных случаях задача кусочно-линейно-
го программирования при выпуклом функ-
ционале становится невыпуклой по ограни-
чениям.

ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ

Пусть необходимо выполнить некоторый 
проект ,A  заданный в виде детерминирован-
ной СМ с двумя целевыми событиями µ  

Рис. 4. Область определения функции ( , )k
ij ijf tτ
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(8 и 9) и с первоначальным планом распреде-
ления ресурсов. Технология проектирования 
и принятый порядок выполнения операций с 
исходными параметрами СМ представлены 
на рис. 5 и табл. 1.

Примем, что на реализацию проекта на-
значены ресурсы в количестве 5 человек, 

5.x =  Исполнители сгруппированы в 2 под-
разделения (команды) так, что в каждом под-
разделении все исполнители одинаковой ква-
лификации ( 1 2,x =  2 3x = ) и каждая операция 
СМ выполняется лишь в одном подразделе-
нии. В случае недостаточности ресурсов – 
осуществляется их перераспределение (в 
одну команду). Фиктивные операции, не тре-
бующие ни времени, ни исполнителей, и опе-
рации, обозначающие процессы, требующие 
только времени без исполнителей формально 

выполняются в подразделении без исполни-
телей. Условно разбив проект A  на операции, 
необходимо оптимально распределить ресур-
сы при заданных директивных сроках опера-
ций: 8 150T =дир  ч и 9 140T =дир  ч и определить 
новую структуру СМ.

Отметим, что в частном случае задачи Ω 
(задача Σ) min max

ij ij ijN N N= = доп  для всех опера-
ций СМ. Перепишем функционал (9) в следу-
ющем виде [3]:

( )

( )

( )

( )*
1 ( ) ( )

1 ,
ij

ij

w

M

p ij
pl T m ij mp ij

m L

F D

C T
x µλ=∈

∈

=

 
 

= − ⋅ − ⋅ 
 

∑ ∑ ∑кр

дир
 (12)

где ( )ijM  – число частей ( )ijl -й операции, кото-
рое обеспечит максимум ЦФ (9) в области за-
данных ограничений(5*), (6*), (7*), (11)соот-
ветственно, ( )1, 2, , ;ijp M= 

( )ijC  – доля выполненной части ( )ijl -й опе-
рации;

( )ijx  – число исполнителей проекта m-го 
типа (m-й команды), приступивших к выпол-
нению ( )ijl -й операции (для рассматриваемого 
примера 1m =  или 2m = );

( )m ijλ  – производительность исполнителя 
m-го типа (m-й команды), которая задается в 
частях ( )ijl -й операции. Например, для опера-

Рис. 5. Исходная СМ

Таблица 1
Исходные параметры СМ

i j ( ) ,ijt  ч 1( ) ,ijx  чел. 2( ) ,ijx  чел. 1( ) ,ijN доп  чел. 2( ) ,ijN доп  чел. 1( )ijλ 2( )ijλ
1 2 10 1 1 2 2 0,067 0,033
1 3 45 – 1 3 2 0,1 0,0222
1 4 40 1 – 2 2 0,025 0,05
2 6 35 2 2 2 2 0,007 0,007
3 5 60 – 1 – 3 – 0,0167
4 5 20 3 – 3 – 0,0167 –
4 7 5 1 4 1 4 0,04 0,04
4 9 55 – 1 3 3 0,1 0,0167
5 6 15 1 – 4 5 0,067 0,033
5 7 15 1 – 2 2 0,2 0,04
6 8 50 – 1 3 2 0,04 0,02
7 8 50 – 5 1 5 – 0,0182
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ции (1-3) производительность 1(1-3) 0,1.λ =  Это 
значит, что в единицу времени 1 исполнитель 
1-го типа может выполнить 0,1 часть опера-
ции (1-3).

При распределении исполнителей по опе-
рациям СМ (рис. 5), в которой два критиче-
ских пути ((1-3)–(3-5)–(5-6)–(6-8) и (1-3)– 
(3-5)–(5-7)–(7-8)) ЦФ (12) примет значение: 

1( ) 20F D = −  ч. Расчет параметров СМ произ-
водится в соответствии с [8] и представлен в 
табл. 2.

В результате решения задачи, получим но-
вую СМ проекта ,A  представленную на рис. 6.

Пересчитав значения ЦФ (12), получим 
искомое значение: 2 ( ) 15,9F D = −  ч.

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

В связи с тем, что СМ проектов могут со-
стоять из большого числа операций, то для 
оценки предложенного подхода рассмотрим 
общее время вычислительного процесса на 
ЭВМ, которое определим по формуле:

1 2 ( )
1 ,ijK K t L

T t n
t

= =
∆пер                 (13)

где 1t  – время определения оптимального ва-
рианта перераспределения исполнителей в 
пределах двух соседних узлов;

nпер  – число перераспределений исполни-
телей;

Таблица 2
Полученные параметры новой СМ

i j ( ) ,ijt  ч 1( ) ,ijx  чел. 2( ) ,ijx  чел. 1( ) ,ijN доп  чел. 2( ) ,ijN доп  чел. 1( )ijλ 2( )ijλ
1 5 10 1 1 2 3 0,067 0,033
1 3 40 – 1 3 2 0,1 0,0222
1 2 40 1 – 2 2 0,025 0,05
2 3 0 – – – – – –
2 6 20 3 – 3 – 0,0167 –
2 8 – 4 – 5 – 0,04 –
2 11 55 – 1 3 3 0,1 0,0167
3 4 0,9 1 1 2 2 0,025 0,05
4 6 60 – 1 – 3 – 0,0167
4 8 0 – – – – – –
5 7 35 2 2 2 2 0,007 0,007
6 7 15 1 – 4 5 0,067 0,033
6 9 15 1 – 2 2 0,2 0,04
7 10 50 – 1 2 2 0,04 0,02
8 9 – 5 – 5 – 0,04 –
9 10 50 – 5 2 2 – 0,0182

Рис. 6. Полученная СМ
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1K  – коэффициент производительности 
ЭВМ (0,5 – 0,7);

2K  – коэффициент запараллеленности 
операций СМ (0,2 – 0,4);

t∆  – интервал деления операций (чем мень-
ше ,t∆  тем выше точность решения задачи).

На рис. 7 приведен график вычислитель-
ных затрат на ЭВМ. 

Анализ графика показывает, что для СМ с 
небольшим числом операций интервал t∆  сле-
дует выбирать не больше 0,2 ч (единицы вре-
мени), а при большом числе операций – более 
0,4 ч, поскольку при меньших значениях t∆  
вычислительное время начинает возрастать в 
разы, тогда как снижение резервов времени 
будет составлять единицы процентов.

При этом, повышение эффективности при 
использовании предложенного подхода, мо-
жет быть оценено следующим соотношением:

2

1

( ) 15,91 1 20,5 %.
( ) 20

F D
F D

− = − = − = − 
Э

Таким образом, полученное значение ЦФ 
дает возможность руководителю варьировать 
установкой директивного срока окончания 
выполнения проекта и осуществлять опера-
тивное управление.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенный анализ показывает, что за-
дачи Ω  и Σ  принадлежат к классу задач, для 
точного решения которых следует применять 

методы переборов. При этом использование 
приближенных методов в классическом смыс-
ле (для которых доказана сходимость к реше-
нию или имеются априорные оценки погреш-
ности), не приводит к достоверным результа-
там. Таким образом, для решения данного 
класса задач следует использовать прибли-
женные методы их решения, а именно: эври-
стические методы и подходы, несмотря на то, 
что они не имеют строгих доказательств.
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