
13ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2018, № 3

УДК 517.97 : 532.526
ОБРАТНЫЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОМАССООБМЕНА 

НА ПРОНИЦАЕМЫХ ПОВЕРХНОСТЯХ ГИПЕРЗВУКОВЫХ 
ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ. 

V. СМЕШАННЫЕ ЗАДАЧИ НА ФРАГМЕНТАХ 
УЧАСТКА УПРАВЛЕНИЯ

Г. Г. Бильченко, Н. Г. Бильченко

Казанский национальный исследовательский технический университет 
(КНИТУ - КАИ) им. А. Н. Туполева

Поступила в редакцию 13.06.2018 г.

Аннотация. Рассматриваются задачи математического моделирования эффективного 
управления тепломассообменом и трением в ламинарном пограничном слое на проницае-
мых цилиндрических и сферических поверхностях гиперзвуковых летательных аппаратов. 
Приводятся постановки смешанных задач на фрагментах участка управления. Обсуждают-
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ВВЕДЕНИЕ 

Являясь продолжением статьи [1], данная 
работа сохраняет введённые в ней обозначе-
ния и использует её библиографический спи-
сок (начиная с позиции [2]). 

Ранее прямые (как обычные, так и экстре-
мальные) [9–12, 14–16] и обратные [2–4] зада-
чи управления ЛПС на проницаемых поверх-
ностях ГЛА рассматривались раздельно и на 
всём участке управления. 

Однако, для обеспечения необходимого со-
четания теплозащитных и аэродинамических 
свойств поверхностей ГЛА, предназначенных 
для движения в плотных слоях атмосферы, и 
определяемых назначением конкретного ГЛА, 

требуется учёт конструкторских и газодина-
мических ограничений [17], подразумеваю-
щих и фрагментацию участка управления, и 
применение различных управляющих воз-
действий на его фрагментах. 

В данной работе, продолжающей исследо-
вания [1–4, 9–12, 14–16]: 

1) вводится фрагментация отрезка управ-
ления; 

2) приводятся постановки смешанных за-
дач; 

3) обсуждаются вопросы близости в сме-
шанных задачах; 

4) проводится классификация смешанных 
задач управления ТМО и трением в ЛПС на 
проницаемых поверхностях ГЛА на фрагмен-
тах участка управления; 

5) приводится иллюстрирующая класси-
фикацию таблица;
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6) целевая функция Ψ  из [1] вводится для 
кусочно-непрерывных функций ;ϕ

7) вводится определение парциальных 
ограничений; 

8) приводится схема алгоритма выбора 
варианта решаемой задачи. 

1. ФРАГМЕНТАЦИЯ 

1.1. Пусть 1r ≥  фрагментов 

1
;

i i
X x x∧ ∧

−

∧ ∧ =   



 для 1, , r=          (1)

выделены на отрезке [0;1]totX =  с помощью 
выбора индексов 

0 10 ri i i n∧ ∧ ∧ ∧= < < < =               (2)
точек сетки управления ( )

0, ,j j n
X x ∧

∧ ∧

=
=



. В ус-
ловиях (9) из [1] индексы 

0 10 ri i i n∨ ∨ ∨ ∨= < < < =               (3)
точек сетки наблюдения ( )

0, ,j j n
X x ∨

∨ ∨

=
=



 та-
кие, что для всех 1, , r=   

,
i i

x x∨ ∧
∨ ∧=
 

                             (4)

т. е. 
1
; ,

i i
X x x∨ ∨

−

∨ ∨ =   



 определяются однозначно. 
Обозначим (для 1, , r=  ) 

( )
1 , ,

,j j i i
X X X x ∧ ∧

−

∧ ∧ ∧

=
= =

 

 



          (5)

( )
1 , ,

.j j i i
X X X x ∨ ∨

−

∨ ∨ ∨

=
= =

 

 



          (6)

Наборы сеток 

( ) ( )
1, ,

,r r
X X∧ ∧

=
=



 

                    (7)

( ) ( )
1, ,r r

X X∨ ∨

=
=



 

                    (8)
и интервалов 

( ) ( ) 1, ,r r
X X

=
=



 

                    (9)
будем называть фрагментациями сеток ,X ∧  
X ∨  и интервала totX , соответственно. 

Набор элементов [17] функции на фраг-
менте X



 назовём фрагментом функции. 
1.2. Интегральные функционалы ,Q  ,F  ,N  

вычисляемые на отрезках totX  и ,X


 обозна-
чим ,totQ  ,totF  ,totN  и ,Q



 ,F


 ,N


 соответ-
ственно. ,totQ  ,totF  totN  будем называть то-
тальными, а ,Q



 ,F


 N


 – парциальными. 
Выполняются соотношения 

1
,

r

totQ Q
=

=∑




 
1

,
r

totF F
=

=∑




 
1

.
r

totN N
=

=∑




    (10)

1.3. Задачи с управлениями на (7) и с вы-
числяемыми и/или наблюдаемыми параме-

трами на (8) назовём задачами на фрагмен-
тах. Поставленная на totX  задача (ПЗ, ИОЗ, 
АОЗ, СОЗ, ГПЭЗ, ОЭЗ) введением индексов 
(2), а за ними (3), преобразуется в набор задач 
на фрагментах. 

Пример 1. Пусть для некоторых X ∧  и X ∨ 
с 2n∧ ≥  задана q

mИОЗ  (с 1τν ≥ ): 

totX : ( ) ( )( )
0, ,0, ,
0, ,

; .
I Ik

j nj jj n
k

q
τν

τ ∧
∨

∨
==
=

 
 
 







      (11)

Пусть 2.r =  Выбирая индекс 1i
∧  из 

{1, , 1},n∧−  определим точку стыка 
1 1i i

x x∨ ∧
∨ ∧=  и 

получим фрагментации (7)–(9) и 

( )I

j j
q∨ →   ( )

10, ,
,

A

j j i
q ∨

∨

= 

  ( )
1 , ,

;
B

j j i n
q ∨ ∨

∨

= 

 

( )( )Ik
j j

k
τ →   ( )( )

10, ,
0, ,

,
Ak

j j i
k τν

τ ∧=
=




  ( )( )
1 , ,
0, ,

.
Bk

j j i n
k τν

τ ∧ ∧=
=





Пусть на ,X ∧  X ∨  задана ещё одна q
mИОЗ  

(с тем же 1τν ≥ ): 

totX : ( ) ( )( )
0, ,0, ,
0, ,

; .
II IIk

j nj jj n
k

q
τν

τ ∧
∨

∨
==
=

 
 
 







Она позволяет создать наборы данных: 

( )II

j j
q∨ →   ( )

10, ,
,

C

j j i
q ∨

∨

= 

  ( )
1 , ,

;
D

j j i n
q ∨ ∨

∨

= 

 

( )( )IIk
j j

k
τ →   ( )( )

10, ,
0, ,

,
Ck

j j i
k τν

τ ∧=
=




  ( )( )
1 , ,
0, ,

.
Dk

j j i n
k τν

τ ∧ ∧=
=





 

Отметим, что 
1 1

, , ,A B
i i

q q∨ ∨
∨ ∨=  ( ) ( )

1 1

, , ,k A k B
i i
τ τ∧ ∧=  

1 1

, , ,C D
i i

q q∨ ∨
∨ ∨=  ( ) ( )

1 1

, , .k C k D
i i
τ τ∧ ∧=

1.4. Набор задач на фрагментах, рассма-
триваемый на totX , будем называть смешан-
ной задачей (далее – СЗ). При этом, набор без 
ГПЭЗ и ОЭЗ будем называть смешанной не-
экстремальной задачей (далее – СНЭЗ), а на-
бор с ГПЭЗ и/или ОЭЗ – смешанной экстре-
мальной задачей (далее – СЭЗ). СЗ допускает 
две постановки, которые рассматриваются 
для СНЭЗ в п. 2.3, п. 2.4, а для СЭЗ – в п. 3.3, 
п. 3.4. 

Из полученных в примере 1 фрагментов 

10, ,
( ) ,A

j j i
q ∨
∨

= 

 
1 , ,

( ) ,B
j j i n

q ∨ ∨
∨

= 

 
10, ,

( ) ,C
j j i

q ∨
∨

= 

 
1 , ,

( )D
j j i n

q ∨ ∨
∨

= 

 
можно сформировать 2 исходных варианта 
наблюдаемых параметров :q  ( , ),I A B=  

( , ),II C D=  а также 2 новых: ( , ),A D  ( , ).C B  
Аналогично для управления .τ  Собирая 

q
mИОЗ  

1X : ( ) ( )( ) ( )( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ,L k L A k A
j j j jq qτ τ∨ ∨←
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2X : ( ) ( )( ) ( )( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ,R k R B k B
j j j jq qτ τ∨ ∨←  

получим СЗ на ,totX  идентичную (11). 
1.5. Для каждого 1, , 1r= −   значения 

наблюдаемых на 1X +  параметров ,q  f  в точке 
стыка 

i
x ∨
∨



 фрагментов 
1
;

i i
X x x∨ ∨

−

∨ ∨ =   



 и 

1
1 ;

i i
X x x∨ ∨

+

∨ ∨
+

 =   



 в СЗ должны быть согласова-
ны со значениями таких же параметров, вы-
числяемых или наблюдаемых на X



 в этой 
точке. Так, если в условиях примера 1 взять 

1X : ( ) ( )( ) ( )( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ,L k L A k A
j j j jq qτ τ∨ ∨←

2X : ( ) ( )( ) ( )( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ,R k R D k B
j j j jq qτ τ∨ ∨←

то при 
1 1

, ,A D
i i

q q∨ ∨
∨ ∨≠  полученная СЗ окажется 

переопределённой. Требование вида 
, , ,L R

i i
y y∨ ∨
∨ ∨=
 

                        (12)

где y q=  или ,y f=  является достаточным 
для корректности постановки.

Для управляющих параметров ,m  τ  усло-
вия согласования заданы в ,mI  ,I τ  ,m∆  …, 

.τ∆  Для заданных на 1X +  параметров ,m  τ  
при ,, ,j kj km m∆ = ∆  ,, j kj kτ τ∆ = ∆  задача может 
оказаться переопределённой. Для разыскива-
емых на 1X +  параметров ~ ,m  ~τ  при 

,, ,j kj km m∆ ≠ ∆  ,, j kj kτ τ∆ ≠ ∆  задача будет не-
доопределённой. Так, если в условиях приме-
ра 1 сформировать СЗ: 

1X : ( ) ( )( ) ( )( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ,L k L A k A
j j j jq qτ τ∨ ∨←

2X : ( ) ( )( ) ( )( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ,R k R B k D
j j j jq qτ τ∨ ∨←

то при ( ) ( ), ,
, ,k L k R

i ki i
τ τ τ∧

∧ ∧+ ∆ =


 

 ,, ,i ki kτ τ ∧∧∆ = ∆




 
0, , ,k τν=   ,0 0iτ ∧∆ =



 получаемая СЗ будет 
корректной. 

Выводы. 1) Ограничимся случаем фикси-
рованного размера скачков (п. 3.2 [17]).

2) Для 1, , 1r= −   наблюдаемые и управ-
ляющие параметры на 1X ∨

+  и 1X ∧
+  следует за-

давать в точках 

11, ,
( )j j i i
x ∨ ∨

+

∨
= +
 



 и 
11, ,

( ) ,j j i i
x ∧ ∧

+

∧
= +
 



соответственно. В этом случае значения пара-
метров на левой границе фрагмента 1X +  од-
нозначно определяются значениями на пра-
вой границе .X



 

2. СМЕШАННЫЕ 
НЕЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 

2.1. Пусть заданы: фрагментация (7), управ-
ление ,s  числа [1; ]p∈ +∞  и 0.ε >  Для ОЗ, ре-
ализующихся на различных фрагментах, 
ограничимся случаем единого показателя 
близости, равного заданному значению .p  
Для ИОЗ и СОЗ, реализующихся на различ-
ных фрагментах, ограничимся случаем еди-
ной точности, равной заданному значению .ε

Пусть для каждого 1, , r=   два из четы-
рёх параметров ,m  ,τ  ,q  f  заданы (“1”) на 
фрагменте X



 ( ,m  τ  – на ,X ∧


 ,q  f  – на X ∨


), а 
два на нём свободны (“0”). Оснащая δ  из 
табл. 1 из [1] индексом ,  получим

2.m q fτδ δ δ δ+ + + =
   

               (13)
Пусть для каждого из заданных наблюдае-

мых параметров указана либо интерполяци-
онная, либо аппроксимационная постановка, 
т. е. заданы : ,i qδ



 : ,a qδ


 : ,i fδ


 : ,a fδ


 удовлетворя-
ющие (18), (19) из [1]. Найдём 

: ,
q
m i qτδ δ δ= ⋅ИОЗ

  

 : ,
q
m a qτδ δ δ= ⋅АОЗ

  

: ,
f
m i fτδ δ δ= ⋅ИОЗ

  

 : ,
f
m a fτδ δ δ= ⋅АОЗ

  

: ,
q m i qτδ δ δ= ⋅ИОЗ

  

 : ,
q m a qτδ δ δ= ⋅АОЗ

  

: ,
f m i fτδ δ δ= ⋅ИОЗ

  

 : ,
f m a fτδ δ δ= ⋅АОЗ

  

, : : ,
q f i q i fδ δ δ= ⋅ИОЗ

  

 
, : : ,

q f a q a fδ δ δ= ⋅
  

АОЗ

: , : : : ,
i q a f i q a fδ δ δ= ⋅

  

СОЗ  
: , : : : ,

a q i f a q i fδ δ δ= ⋅
  

СОЗ

,m τδ δ δ= ⋅
  

ПЗ                       (14)
а также 

,q fδ δ δ= ∨
  

ОЗ  ,δ δ δ= +
  

НЭЗ ПЗ ОЗ

( ) ( ) ,m q fτδ δ δ δ δ= ∨ ⋅ ∨
    

ООЗ  ,q fδ δ δ= ⋅
  

ДОЗ

( )1 ,i aδ δ δ= ⋅ −
  

ИОЗ  ( )1 ,i aδ δ δ= − ⋅
  

АОЗ

: , : : , :

,
i q a f a q i f

δ δ δ= +
  

СОЗ СОЗ СОЗ               (15)

где величины ,iδ


 aδ


 определены в (16), (17) 
из [1]. Очевидно, 

1,δ =


НЭЗ  ,δ δ δ+ =
  

ООЗ ДОЗ ОЗ

q f q f
m m τ τδ δ δ δ+ + + +

   

ИОЗ ИОЗ ИОЗ ИОЗ  
,

,
q f

δ δ+ =
 

ИОЗ ИОЗ

q f q f
m m τ τδ δ δ δ+ + + +

   

АОЗ АОЗ АОЗ АОЗ  
,

,
q f

δ δ+ =
 

АОЗ АОЗ
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,δ δ δ δ+ + =
   

ИОЗ АОЗ СОЗ ОЗ

q f
m τδ δ+ + +

 



ИОЗ ИОЗ

,
q f
m τδ δ δ+ + + =

  



АОЗ АОЗ ООЗ  
, ,

.
q f q f

δ δ δ δ+ + =
   

ИОЗ АОЗ СОЗ ДОЗ

В условиях (13) на каждом фрагменте X


 реа-
лизуется одна из 12 ОЗ, перечисленных в табл. 
2 и 3 из [1], или ПЗ: в (14) в точности одна δ



 
обращается в “1”. Суммируя δ



 в (14) и в (15) 
по   от 1 до ,r  найдём количества видов за-
дач на фрагментах: 

1
,

q q
m m

r

ν δ
=

=∑




ИОЗ ИОЗ …, 
1

,
r

ν δ
=

=∑




ПЗ ПЗ

1
,

r

ν δ
=

=∑




ОЗ ОЗ …, 
1

.
r

ν δ
=

=∑




СОЗ СОЗ        (16)

2.2. Постановки ОЗ на X


 предполагают 
введение расстояний. Пусть 
при :p = +∞

1

~ ~
,

, ,
( ; ) max ,j j

j i i
R y y y y

∨ ∨
−

∨ ∨
∞

=
= −

 





          (17)

при [1; ):p∈ +∞

1

1

~ ~
, ( ; ) ,

p
i p

p j j
j i

R y y y y
∨

∨
−

∨ ∨

=

 
= −  
 
∑






        (18)

где y q=  или .y f=  Для { };a iσ ∈  введём 
при :p = +∞

( ){ : ~
, ,max ; ,qD R q qσ σδ ∨

∞ ∞= ⋅
  

 

( )}: ~
, ; ,f R f fσδ ∨

∞⋅
 

                 (19)

( ) ( )( )~ ~
,1, ,

; ; ; max ,
r

R q f q f Dσ σ∨ ∨
∞ ∞=

=


 

   (20)

при [1; ):p∈ +∞

( )( : ~
, , ;q p

p pD R q qσ σδ ∨= ⋅ +
  

 

( ))1: ~
, ; ,

pf p
pR f fσδ ∨+ ⋅

 

              (21)

: : ~
, 1

p
q q

p i i
E q qσ σ σδ δ ∨ ∨

∨
+

= ⋅ − +
  

  

 

1
: : ~

1 ,
pp

f f
i i

f fσ σδ δ ∨ ∨
∨

+
+ ⋅ − 
 

 

            (22)

( ) ( )( )~ ~; ; ;pR q f q fσ ∨ ∨ =  

( ) ( )
11

, ,
1 1

,
pr rp p

p pD Eσ σ
−

= =

 = −  
∑ ∑

 

 

          (23)

где : ,i qδ


 : ,a qδ


 : ,i fδ


 :a fδ


 из табл. 2, 3 из [1]. 

Формулы (19) и (21) позволяют формально 
свести постановки различных ОЗ на X



 (в том 
числе и ПЗ, для которой : : : : 0i q a q i f a fδ δ δ δ= = = =

   

 
: : : : 0i q a q i f a fδ δ δ δ= = = =
   

) к ( )
( ),

, .q f
m τОЗ

Формулы (20) и (23) позволяют формаль-
но свести постановки различных ОЗ на ( )rX  (в 
том числе и ПЗ) к ( )

( ),
,

q f
m τОЗ  на .totX  

2.3. Простая СЗ предполагает последова-
тельное от 1=  до r=  (т. е. вниз по потоку) 
решение задач на фрагментах. Другими сло-
вами, 

если на X


 задана ПЗ ( 1m τδ δ= =
 

), то на 
нём вычисляются q  и ;f  

если на X


 задана ИОЗ ( 1,iδ =


 0aδ =


), то 
свободные на нём параметры ~m  или/и ~τ  ра-
зыскиваются в соответствии с условиями (10) 
или/и (11) из [1], а также 

, ;i
pD ε≤


                          (24)

если на X


 задана АОЗ ( 0,iδ =


 1aδ =


), то 
свободные на нём параметры ~m  или/и ~τ  ра-
зыскиваются, как приближённое решение 
экстремальной задачи 

~ ,inf a
pm

D


   при   0,mδ =


 1,τδ =


         (25)

~ ,inf a
pD

τ


   при  1,mδ =


 0,τδ =


          (26)

~ ~ ,
,

inf a
pm

D
τ



   при  0,mδ =


 0τδ =


         (27)

при выполнении условий (10), (11) из [1]; 
если на X



 задана СОЗ ( 1a iδ δ= =
 

), то па-
раметры ~ ,m  ~τ  разыскиваются на нём, как 
приближённое решение экстремальной зада-
чи (27) при выполнении условий (10), (11) из 
[1] и (24).

2.4. Сложная СЗ предполагает одновре-
менное отыскание управлений ~m  и ~ ,τ  удов-
летворяющих условиям (10) и (11) из [1], на 
всех тех фрагментах ,X ∧



 где они не заданы 
( 0mδ =


 и/или 0τδ =


), как приближённых ре-
шений экстремальной задачи 

( ) ( )( )~ ~

~ ~

,
inf ; ; ;a

pm
R q f q f

τ

∨ ∨             (28)

при условии 
( ) ( )( )~ ~; ; ; .i

pR q f q f ε∨ ∨ ≤             (29)

2.5. В табл. 1 в строках «пз», «иоз», «аоз», 
«соз» и в столбцах «пз», «иоз», «аоз», «соз» 
приведены результаты сочетаний пар задач 
на фрагментах. Здесь «иоз» и «ИОЗ» (или  



17ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2018, № 3

Обратные задачи тепломассообмена на проницаемых поверхностях ГЛА. V. …

« аоз » и « АОЗ ») – различающиеся (параме-
трами) иоз  (аоз); «соз» и «СОЗ» – различаю-
щиеся постановками соз. В частности, «исз» 
(«асз») – СЗ, содержащие обратные задачи 
только в интерполяционной (в аппроксимаци-
онной) постановке и, возможно, ПЗ. В осталь-
ной части (три нижних строки и три правых 
столбца) приведены результаты сочетаний с 
«исз», «асз», «сз». 

Таблица 1
пз иоз аоз соз исз асз сз

пз пз исз асз сз исз асз сз
иоз исз иоз сз сз исз сз сзИОЗ исз
аоз асз сз аоз сз сз асз сзАОЗ асз
соз сз сз сз соз сз сз сзСОЗ сз
исз исз исз сз сз исз сз сз
асз асз сз асз сз сз асз сз
сз сз сз сз сз сз сз сз

2.6. Замечания. 1) Если на всех фрагмен-
тах заданы ПЗ, т. е. ,rν =ПЗ  то СЗ является 
обычной ПЗ, фрагментация не влияет на по-
лучение ,q  .f

2) Если на всех фрагментах заданы ИОЗ 
(и, возможно, ПЗ), т. е. 

1,ν ≥ИОЗ  0,ν =АОЗ  0,ν =СОЗ  
то СЗ является ИСЗ. Её простая постановка 
использует ν ИОЗ  условий (24), а сложная – ус-
ловие (29). 

При p = +∞  решения ИСЗ в этих поста-
новках не отличаются. 

При [1; )p∈ +∞  определим 

( )1 .
p

νε ν ε= ⋅ИОЗ

Если решение (простой) ИСЗ с ε  в условиях 
(24) существует, то оно будет решением 
(сложной) ИСЗ с νε  в (29). Если решение 
(сложной) ИСЗ с ε  в (29) существует, то оно 
будет и решением (простой) ИСЗ с ε  в усло-
виях (24). 

3) Для 1r >  при наличии АОЗ или СОЗ, т. е.
1ν ≥АОЗ  или 1,ν ≥СОЗ

решения простой СЗ и сложной СЗ могут раз-
личаться. Решение простой СЗ, может быть 

использовано в качестве начального прибли-
жения для решения сложной СЗ. 

4) Формулы (19)–(23), в частности, по-
правка (22), построены с учётом (12). 

3. СМЕШАННЫЕ 
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ 

3.1. Пусть заданы: фрагментация (7), 
управление ,s  числа [1; ]p∈ +∞  и 0.ε >  

Пусть для каждого 1, , r=   один или 
два из четырёх параметров ,m  ,τ  ,q  f  зада-
ны на фрагменте ,X



 а остальные на нём сво-
бодны, т. е. в отличие от п. 2.1 

{ }1;2 .m q fτδ δ δ δ+ + + ∈
   

            (30)
Будем предполагать, что хотя бы на одном 

фрагменте присутствует экстремальная зада-
ча (далее – ЭЗ): 

1.m q fτδ δ δ δ+ + + =
   

                (31)
Пусть для каждого из заданных наблюдае-

мых параметров указана либо интерполяци-
онная (в частности, для ОЭЗ), либо аппрокси-
мационная постановка, т. е. заданы : ,i qδ



 : ,a qδ


 
: ,i fδ


 : ,a fδ


 удовлетворяющие (18), (19) из [1]. 
Найдём δ



 из (14), (15) и 
( ) ( ) ( )1 1 1 ,

QF
m m q fτδ δ δ δ δ= − ⋅ ⋅ − ⋅ −

    

ГПЭЗ

( ) ( ) ( )1 1 1 ,
QF m q fτ τδ δ δ δ δ= ⋅ − ⋅ − ⋅ −

    

ГПЭЗ

( ) ( ) ( ):1 1 1 ,
qF m i q fτδ δ δ δ δ= − ⋅ − ⋅ ⋅ −

    

ОЭЗ

( ) ( ) ( ) :1 1 1 ,
Qf m q i fτδ δ δ δ δ= − ⋅ − ⋅ − ⋅

    

ОЭЗ   (32)

,
QF QFQF
m τδ δ δ= +

  

ГПЭЗ ГПЭЗГПЭЗ

,
QF qF Qf

δ δ δ= +
  

ОЭЗ ОЭЗ ОЭЗ

.
QF QF QF

δ δ δ= +
  

ЭЗ ГПЭЗ ОЭЗ               (33)
В условиях (30) 1,

QF

δ δ+ =
 

НЭЗ ЭЗ  и на ка-
ждом фрагменте может быть задана или одна 
из 13 НЭЗ, перечисленных в п. 2.1, или одна 
из двух ГПЭЗ, обобщающих ПЭЗ из табл. 4 
[1], или одна из двух ОЭЗ из табл. 6 [1]. Таким 
образом, в (14), (32) в точности одна δ



 обра-
щается в “1”. Суммируя δ



 в (32) и в (33) по  
от 1 до ,r  найдём количества видов ЭЗ на 
фрагментах: 

1
,

QF QF
m m

r

ν δ
=

=∑




ГПЭЗ ГПЭЗ  
1

,
QF QF

r
τ τν δ

=

=∑




ГПЭЗ ГПЭЗ

1
,

qF qF
r

ν δ
=

=∑




ОЭЗ ОЭЗ  
1

,
Qf Qf

r

ν δ
=

=∑




ОЭЗ ОЭЗ
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1
,

QF QF
r

ν δ
=

=∑




ГПЭЗ ГПЭЗ  
1

,
QF QF

r

ν δ
=

=∑




ОЭЗ ОЭЗ

1
.

QF QF
r

ν δ
=

=∑




ЭЗ ЭЗ                    (34)

3.2. Если задана фрагментация (7), то 

1
,

r

tot
=

Ψ = Ψ∑




                     (35)

где 

( )
1

1
1

[ ; ]; , , ; .
i

j j
j i

x x m sτ ϕ
∧

∧
−

∧ ∧
−

= +

Ψ = Ψ∑






     (36)

В СЭЗ для учёта только фрагментов с ЭЗ 
введём уточнённую целевую функцию 

*

1
.

QF
r

tot δ
=

Ψ = ⋅Ψ∑
 



ЭЗ                (37)

Формулы (42) [1], (35), (37) позволяют 
формально свести ГПЭЗ к ОЭЗ (для ГПЭЗ 

0,iδ =


 нет ограничений на число решений 
(48), (49) [1], а формально свободный второй 
параметр m  или τ  следует зафиксировать с 
помощью (24)–(26) из [1]). 

Таким образом, далее будем предполагать, 
что в дополнение к перечисленным в п. 3.1 па-
раметрам на X ∧  с помощью элементов зада-
на кусочно-непрерывная ограниченная функ-
ция ( ) ,xϕ  у которой для всех 1, , r=   при 

1
qF

δ =


ОЭЗ  число решений (48) [1] на X


 – ко-
нечно, а при 1

Qf

δ =


ОЭЗ  число решений (49) [1] 
X


 – конечно. 
3.3. Постановка (базовой) простой ( ),Q FСЭЗ  

с кусочно-непрерывной ϕ  предполагает по-
следовательное от 1=  до r=  решение за-
дач на фрагментах. Другими словами, 

если на X


 задана ПЗ или ОЗ ( 1δ =


НЭЗ ), то 
следует действовать аналогично п. 2.3; 

если на X


 задана ( , )Q F
mГПЭЗ  ( 1

QF
mδ =



ГПЭЗ ), 
то требуется в условиях (10) из [1] найти 
управление ~m  и значение 

( )~ ~; , , ; ,X m sτ ϕΨ = Ψ
 

             (38)
как приближённое решение задачи 

( )~

~inf ; , , ;
m

X m sτ ϕΨ


                (39)

минимизации на X


 функционала (36); 
если на X



 задана ( ),Q F
τГПЭЗ  ( 1

QF
τδ =



ГПЭЗ ), 
то требуется в условиях (11) из [1] найти 
управление ~τ  и значение 

( )~ ~; , , ; ,X m sτ ϕΨ = Ψ
 

            (40)

как приближённое решение задачи 
( )~

~inf ; , , ;X m s
τ

τ ϕΨ


               (41)

минимизации на X


 функционала (36); 
если на X



 задана ( )
( ),

,
q F
m τОЭЗ  или ( )

( ),
,

Q f
m τОЭЗ  

( 1
qF

δ =


ОЭЗ  или 1
Qf

δ =


ОЭЗ ), то требуется в усло-
виях (10) и (11) [1] найти управления ~ ,m  ~τ  
и значение 

( )~ ~ ~; , , ; ,X m sτ ϕΨ = Ψ
 

           (42)
как приближённое решение задачи 

( )~ ~

~ ~

,
inf ; , , ;
m

X m s
τ

τ ϕΨ


             (43)

минимизации на X


 функционала (36) при 
выполнении (24). 

3.4. В ( ),Q FСЭЗ  в наборе задач на фрагмен-
тах обязаны быть ГПЭЗ или ОЭЗ, следова-
тельно, постановка сложной СЭЗ должна 
включать оптимизацию (37) на totX . Согласно 
п. 2.4, если в наборе задач на фрагментах при-
сутствует АОЗ или СОЗ, то постановка слож-
ной СЗ должна включать оптимизацию (28) 
на totX . Но функция (28) является неотрица-
тельной в отличие от функции (37). Поэтому 
результатом смешивания задач с (28) и (37) 
будет задача двухкритериальной оптимиза-
ции. Ограничимся рассмотрением однокри-
териальных задач без АОЗ или СОЗ. 

Постановка (базовой) сложной (однокри-
териальной) ( ),Q FСЭЗ  с кусочно-непрерыв-
ной ϕ  предполагает одновременное отыска-
ние управлений ~m  и ~ ,τ  удовлетворяющих 
условиям (10) и (11) из [1], на всех тех фраг-
ментах ,X ∧



 где они не заданы ( 0mδ =


 и/или 
0τδ =



), как приближённых решений экстре-
мальной задачи 

~ ~

*

,
inf totm τ

Ψ                             (44)

при условии (29). 
3.5. Замечания. 1) Решение простой СЭЗ 

может быть использовано в качестве началь-
ного приближения для решения сложной 
СЭЗ. 

2) В [13] были поставлены три СЭЗ, соче-
тающие q

mОЗ  и Q
mПЭЗ  для случая .X X∧ ∨=
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4. ПАРЦИАЛЬНЫЕ ОГРАНИЧЕНИЯ 

Аналогично определённым на totX  то-
тальным ограничениям (33)-(35) из [1], фраг-
ментация позволяет ввести на X



 парциаль-
ные ограничения для ,Q



 ,F


 .N


4.1. Базовые постановки ГПЭЗ, ОЭЗ, а так-
же АОЗ, СОЗ, рассмотренные в [1] на ,totX  
могут быть дополнены ограничениями на 
фрагментах. 

Пример 2. Вариант Q
mПЭЗ  (31) из [1]: для 

заданных ,mI  ,τ  ,s  [ ; ]totN
tottotI N N=  при вве-

дении фрагментации (7) и задании 
1 11[ ; ]NI N N= , …, [ ; ]rN

rrI N N=  
требуется в условиях (10), (33) [1] и 

1
1 ,NN I∈                       ( 145 )

… 
,rN

rN I∈                      (45r)

где ( )~; , , ,N N X m sτ=
 

 найти ~ ,m  как при-
ближённое решение задачи (31) [1] на totX . 
Для F

mПЭЗ  – аналогично. Для Q
τПЭЗ  и F

τПЭЗ  
используется ( )~; , , .N N X m sτ=

 

Некорректный выбор totNI , 1NI ,…, rNI  при-
водит к опустошению области допустимых 
решений. В частности, с учётом (10), должны 
выполняться условия 

1
,

r

totN N
=

≤∑ 



                      (46)

1
.

r

totN N
=

≤∑




                      (47)

Для Q  и F  – аналогично. Отметим, что 
условия вида ( 145 ),…, (45r ) проще, чем (38) из 
[1].

4.2. Невырожденные (т. е. N N<




 для 
1, , r=  ) условия ( 145 ),…,(45r) определяют в 

пространстве r  переменных ( )1, , rN N  вну-
тренность 2r-гранника 

1 ,rN NI I× ×
включая его границу. Невырожденные (т. е. 

tottotN N< ) условия (33) [1] при 

1

r

totN N
=

<∑




                       (48)

и 

1

r

totN N
=

<∑ 



                      (49)

определяют две параллельные гиперплоско-
сти, отсекающие вершины с координатами 
( )1, , rN N  и ( )1, , ,rN N  т. е. добавляются 
ещё две ( )1r − -мерные грани. 

Если для некоторого { }1, ,j r∈   

1
,

r

jj totN N N N
=

 < − + 
 

∑ 



           (50)

то часть j jN N≤  условия (45 j ) удовлетворя-
ется, а соответствующая уравнению jjN N=  
гипергрань отсекается. 

Если для некоторого { }1, ,j r∈   

1
,

r

tot jjN N N N
=

 − + < 
 

∑




           (51)

то часть jjN N≤  условия (45 j) удовлетворя-
ется, а соответствующая уравнению jjN N=  
гипергрань отсекается. 

Пример 3. На рис. 1 для 2r =  изображены 
линии, соответствующие тотальным ограни-
чениям 

totN
totN I∈  для [ ]0,6;1,6totNI =  

и парциальным ограничениям 
1

1
NN I∈  для [ ]1 0, 225;1,225 ,NI =

2
2

NN I∈  для [ ]2 0,175;0,575 .NI =
Линии 1–10 соответствуют уравнениям 

1: 1 2 ;totN N N+ =      2: 1 2 ;totN N N+ =

3: 11 ;N N=                 4: 11 ;N N=

5: 22 ;N N=                6: 22 ;N N=

7: 1 21 2 ;N N N N+ = +

8: 1 21 2 ;N N N N+ = +

9: 211 2 ;N N N N+ = +

10: 1 21 2 ;N N N N+ = +
стрелки при 1–8 указывают положение полу-
плоскостей – решений соответствующих 
уравнениям неравенств. Взаимное располо-
жение линий 9 и 10 зависит от знака 
( ) ( )1 22 1 .N N N N+ − +  Взаимное расположе-
ние линий 1 и 8 соответствует неравенству 
(46), линий 7 и 2 – неравенству (47). Размеще-
ние линии 1 между линиями 7 и 9 и линии 2 
между линиями 8 и 10 соответствуют случаю 
всех активных ограничений: как ( 145 ), ( 245 ), 
так и (33) [1]. 
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Геометрическое место точек ( )1 2; ,N N  удов-
летворяющих всем ограничениям, представ-
ляет собой выпуклую замкнутую область – 
внутренность многоугольника ,BDEGKL  
включая его границу. 

Линии 11, 12 соответствуют уравнениям 
11: 1 2 ;totN N N ′+ =    12: 1 2 ,totN N N ′+ =

где 0,9totN ′ =  и 1,3;totN ′ =  стрелки при 11 и 12 
определяют положение полосы .totN

totN I ′∈  
При 1j =  (для totNI ′ ) выполняются (50) и (51), 
линии 11 и 12 отсекают грани AK  и .DF

4.3. При использовании условий (33) [1] в 
СЗ в простой постановке если 

1

r

totN N
=

≤∑




   и   
1

,
r

totN N
=

≤∑ 



         (52)

то тотальные условия выполняются автома-
тически, и на каждом фрагменте X



 для   от 
1 до r  используется только одно парциальное 
условие: (45



).
Если вместо (52) выполняется (48) или/и 

(49), то на каждом фрагменте X


 для   от 1 
до r  требуется определить границы допусти-
мых N



, т. е. решить задачи 
*

, ,
min

rN N
N N=



 



   или/и   
*

, ,
max

rN N
N N=









с ограничениями (45


),…,(45r) и 

~,
,

r

tot jN
j

N S N−

=

≤ +∑




               (53)

~,
,

r

totjN
j

S N N−

=

+ ≤∑




               (54)

где ~

1
~

,
1

,jN
j

S N
−

−

=

=∑




 а ~
jN  для j  от 1 до 1−  

найдены в процессе решения ПЗ, ОЗ, ГПЭЗ 
или ОЭЗ на j-м фрагменте. Тогда

{ }~
*

,,
max ; ,tot NN

N N N S S− += − −
 




     (55)

{ }~

*

,,
min ; ,tot NN

N N N S S− += − −
 





     (56)

где ,
1

,
r

jN
j

S N+

= +

= ∑




 ,
1

r

jN
j

S N+

= +

= ∑




. 

В условиях примера 3 если значение 
[ ]~

1 0, 425;1,025 ,N ∈  то точка ( )~
1 2;N N  попада-

ет в область ,BCGH  а 2
2 ;NN I∈  если 

[ ]~
1 0, 225;0,425 ,N ∈  то точка попадает в об-

ласть ,BHKL  а ~
22 1[ ; ];totN N N N∈ −  если 

[ ]~
1 1,025;1,225 ,N ∈  то точка попадает в об-

ласть ,CDEG  а ~
22 1[ ; ].totN N N N∈ −

5. СХЕМА АЛГОРИТМА ВЫБОРА 
ВАРИАНТА РЕШАЕМОЙ ЗАДАЧИ 

5.1. Приведём схему алгоритма. 
1. Чтение неизменяемых параметров: тип 

тела (цилиндр, сфера), радиус тела R  [м], вы-
сота полёта H  [км], скорость полёта .M∞  Вы-
числение по H  параметров стандартной ат-
мосферы. Выбор по M∞  [9] расчётной модели 
газа (совершенный, диссоциирующий, элек-
тропроводящий). 

2. Чтение сетки X ×  интегрирования [3]. 
Чтение сеток ,X ∧  ,X ∨  ( ).rX ∧  Диагностика ( )rX ∧   
и .X X X∧ ∨ ×⊆ ⊆

3. Чтение для totX  и для каждого фрагмен-
та ограничений ,QI  ,FI  ,NI  ,qI  ,fI  ,Iη  ,mI  

.I τ  Чтение условий ,m∆  ,m∆  ,τ∆  τ∆  на скач-
ки [17]. 

4. Чтение [ ]1; ,p∈ +∞  0ε >  и набора ( ,mδ  
,τδ  : ,i qδ  : ,a qδ  : ,i fδ  :a fδ ). Определение по (14), 

(32) вида задачи на каждом фрагменте. Вы-
числение величин (15), (16), (33), (34). 

5. Диагностика (учитываются условия 
только порядков 0k =  и 1) непустоты множе-
ства допустимых управлений: построение [3] 
пробных 

,m  ,m  ,τ  .τ                         (57)
6. Чтение фрагментов функций ,m  ,τ  ,q∨  
,f ∨  .ϕ  Диагностика элементов на соответ-

ствие ,mI  ,I τ  ,qI  .fI  Диагностика .ϕ
7. При 10M∞ ≥  чтение ,s  при 10M∞ <  

установка 0.s =
8. Вычисление [9, 16] для заданных фраг-

ментов функций ,m  ,τ  дополненных фраг-
ментами (57), и s  оценок 

Рис. 1. Условия на ( )1 2;N N
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,Q− −  ,Q− −  ,F− −  ,F− −  ,N− −  N− −    (58)

на ,totX  .X


 Диагностика учитываемых зна-
чений ,Q  ,Q  ,F  ,F  ,N  N  на соответствие (58).

9. Если 1,r >  то чтение постановки СЗ: 
простая или сложная. Для сложной СЭЗ диа-
гностика .aδ



 
10. При 1r =  решение задачи в соответ-

ствии с [1]. При 1r >  решение СЗ в соответ-
ствии с п. 2.3, п. 2.4, п. 3.3, п. 3.4. 

5.2. Замечания. 1) Сохранённое решение 
~m  и/или ~τ  может быть на Шаге 6 прочита-

но в качестве начального приближения для 
задачи с изменёнными ,R  ,H  ,M∞  ,X ×  ( ) ,rX ∧  

,QI …, ,Iη  ,mI  ,I τ  ,m∆ …, ,τ∆  ,ε  ,p  ,m  ,τ  ,s  
,q∨  ,f ∨  ϕ  и/или типом постановки (простая/

сложная, интерполяционная/аппроксимаци-
онная).

2) Сохранённые результаты ~ ,m  ~ ,τ  ~ ,q  ~ ,f  
~η  используются для создания моделей управ-

ляющих параметров ,m  ,τ  моделей наблюда-
емых параметров ,q∨  ,f ∨  η∨  и моделей огра-
ничений ,mI  ,I τ  ,qI  ,fI  .Iη

3) Сохранённые тотальные и парциальные 
результаты ~ ,Q  ~ ,F  ~N  используются для соз-
дания соответствующих моделей ограниче-
ний ,QI  ,FI  .NI  

4) Сохранённые ~ ,m  ~τ  и/или ~ ,q  ~ ,f  ~η  
определены для сеток ,X ∧  ,X ∨  на которых 
были получены. Для подготовки их к исполь-
зованию на иных сетках применяется специ-
альная программа преобразования элементов 
[17]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Введение фрагментации участка управ-
ления позволяет явным образом учесть кон-
структорские и газодинамические ограни-
чения в задачах математического моделиро-
вания управления тепломассоообменом и 

трением в ламинарном пограничном слое на 
проницаемых цилиндрических и сфериче-
ских поверхностях гиперзвуковых летатель-
ных аппаратов. Проанализированы возмож-
ности смешивания разнообразных типов 
задач управления (прямых и обратных, экс-
тремальных и неэкстремальных, в интерпо-
ляционной и аппроксимационной постанов-
ках) на фрагментах. Введение фрагментации 
позволяет решать задачи (АОЗ, СОЗ, ГПЭЗ, 
ОЭЗ) в простой постановке и получать близ-
кие к оптимальным управления, которые 
могут быть использованы в качестве началь-
ных приближений для решения этих задач в 
сложной постановке. Изучению результатов 
экспериментов, проведённых согласно вы-
числительным схемам, предложенным в дан-
ной работе, будет посвящено её продолжение. 

Работа выполнена: 
а) при государственной поддержке науч-

ных исследований, проводимых под руковод-
ством ведущих учёных в российских вузах 
(ведущий учёный – С. А. Исаев, КНИТУ-КАИ, 
г. Казань) по гранту Правительства России 
№ 14.Z50.31.0003; 

б) в рамках Государственного задания Ми-
нистерства образования и науки Российской 
Федерации № 9.3236.2017/4.6. 
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