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Аннотация. В работе рассматривается формализация и решение оптимизационных задач 
сетевого планирования и управления проектом в условиях параметрической неопределен-
ности. Для оценки параметров проекта предлагается использовать нечеткие W-числа и 
W-алгебру. Это позволяет упростить решение возникающих задач нечеткого программи-
рования, не допустить искажения естественных свойств и отношений классических моде-
лей, предотвратить неоправданное расширение носителя результата. Приведены примеры 
решения задач с параметрической нечеткостью с использованием предложенного подхода, 
подтверждающие относительную простоту решения и достоверность результатов.
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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ

ВВЕДЕНИЕ

В современных представлениях об управ-
лении под проектом понимается любой ком-
плекс мероприятий, в результате которых к 
заданному сроку должна быть достигнута не-
которая цель, при этом ресурсы ограничены 
[5]. Данная работа посвящена методам управ-
ления проектами на стадии планирования. 

Несмотря на то, что управление проекта-
ми может частично пересекаться с другими 
видами управления, этот процесс представ-
ляет собой специфический вариант управле-
ния. В различных организациях в основном 

реализуется два типа деятельности: операции 
и проекты. Операция – это множество по-
вседневных, рутинных и постоянно повторя-
ющихся задач, которые выполняются в тече-
ние всего срока существования организации. 
Проекты, в отличие от операций,   это разо-
вые работы, по своей сути они обычно уни-
кальны [5].

Проект, как комплекс взаимосвязанных 
действий, можно представить в виде сетево-
го графика. Сетевой график – это ориенти-
рованный граф без контуров, имеющий одну 
исходную и одну завершающую вершины, 
в котором вершины поставлены в соответ-
ствие некоторым событиям, а дуги – опера-
циям (работам) [8]. Событие определяют как 
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момент времени, когда одни операции завер-
шаются, а другие начинаются. Начальная и 
конечная точки любой операции описывают-
ся парой событий, которые называют началь-
ным событием и конечным (завершающим) 
событием. Критический путь – это самый 
продолжительный из путей сетевого графика 
от исходного события к конечному. Важность 
критического пути заключается в том, что 
задержка выполнения операций, составляю-
щих критический путь, ведет к задержке сро-
ка выполнения всего проекта [6]. 

В сетевом планировании и управлении 
проектами возникают различные оптими-
зационные задачи, связанные с улучшением 
организации выполнения комплекса работ. 
В частности необходимость в таких задачах 
возникает для достижения оптимального со-
отношения между продолжительностью про-
екта и ресурсами, требуемыми для его выпол-
нения. В качестве ресурсов могут выступать 
финансовые, трудовые ресурсы, материалы, 
производственные площади и т. д.

Оптимизация может быть условно разде-
лена на частную и комплексную [6]. Примера-
ми частной оптимизации сетевой модели яв-
ляются: минимизация времени выполнения 
комплекса работ при заданной его стоимости, 
минимизация стоимости комплекса работ 
при заданном времени выполнения проек-
та. Комплексная оптимизация представляет 
собой нахождение оптимального соотноше-
ния величин стоимости и сроков выполнения 
проекта в зависимости от конкретных целей, 
ставящихся при его реализации.

В [2] отмечается, что различные оптими-
зационные задачи сетевого планирования 
могут быть решены как алгоритмически, так 
и с использованием методов линейного (не-
линейного) программирования. Однако алго-
ритмический подход осложняет проведение 
исследования задачи, т. к. отсутствует ана-
литическая зависимость результата от вход-
ных данных. Поэтому в рамках данной статьи 
интерес представляет формализация задач 
оптимального сетевого планирования в виде 
задач линейного (нелинейного) программи-
рования.

Параметры в задаче сетевого планирова-
ния чаще всего не являются детерминирован-
ными величинами. Например, нельзя точно 
указать продолжительности выполнения ра-
бот на стадии планирования проекта, можно 
говорить лишь о приблизительных сроках. 
Возникающую неопределенность пытаются 
описать с помощью статистических методов. 
Но статистические методы не могут предо-
ставить информацию для планирования про-
цесса проектирования с необходимой точ-
ностью, т. к. не учитывают индивидуальных 
особенностей конкретной проектирующей 
организации и динамики развития средств и 
методов проектирования. Экспертная оцен-
ка – наиболее подходящий метод задания ха-
рактеристик (параметров) проекта. При этом 
наиболее подходящим аппаратом для описа-
ния значений параметров экспертом являет-
ся нечеткая математика [7]. 

В [4] приведена классификация методов 
решения задачи сетевого планирования с не-
четкими параметрами с указанием их недо-
статков, главными из которых является гро-
моздкость вычислений, искажение естествен-
ных свойств и отношений классических мо-
делей, неоправданное расширение носителя 
результата, что сказывается на возможности 
его интерпретации и полезности практиче-
ского применения.

В работе [9] для устранения указанных не-
достатков предлагается использовать W-ал-
гебру и W-числа. Рассмотрим их применение 
в рамках формализованных оптимизацион-
ных моделей сетевого планирования.

ФОРМАЛИЗАЦИЯ ЗАДАЧ СЕТЕВОГО 
ПЛАНИРОВАНИЯ 

Пусть ,( ) G n P=  – сеть (граф), где n – мно-
жество вершин (событий), P  – множество дуг 
(работ). Обозначим через ijx  – величину пото-
ка, проходящего по дуге ( ), ,i j  соответствую-
щей работе ( ), .i j  Величины ijx  могут прини-
мать одно из двух значений: 0 или 1. Если 

0,ijx =  то по данной дуге поток проходить не 
будет, или, иными словами, работа ( ), i j  не яв-
ляется критической. Если 1,ijx =  то работа 
( ), i j  – лежит на критическом пути.
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Обозначим через ijt  – длительность рабо-
ты ( ), .i j  Тогда задача линейного программи-
рования для нахождения критического пути 
запишется следующим образом
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Требуется найти такие значения { }0,1 ,ijx ∈  
при которых функция (1) стремится к макси-
муму, и выполнены ограничения (2)–(4).

На практике для определения продолжи-
тельности критического пути и составляю-
щих его операций, большее распространение 
получила двойственная к (1)–(4) задача. Обо-
значим через jy  – переменные двойственной 
задачи ( 1, ).j n=  Число переменных двой-
ственной задачи равно числу ограничений 
исходной задачи и совпадает с числом вер-
шин (событий) сети .G  Двойственная задача 
линейного программирования имеет вид

1 minnZ y y= − →                      (5)

( ), , ,j i ijy y t i j P− ≥ ∀ ∈               (6)
где jy  не ограничены в знаке.

В формулировке двойственной задачи 
(5)–(6) двойственная переменная jy  тракту-
ется как время события (узла, вершины) ,j  
отсчитываемое от некоторого момента вре-
мени, общего для всех узлов. Целевая функ-
ция 1nZ y y= −  – это продолжительность про-
екта. Часто под двойственными переменны-
ми понимают ранние сроки свершения соот-
ветствующих событий. Каждое ограничение 
двойственной задачи связано с определённой 
работой, ограничения устанавливают отно-
шения предшествования между различными 
операциями. Минимум целевой функции 
определяет наименьший промежуток време-
ни, при котором будут выполняться все огра-
ничения. Если ограничение двойственной за-
дачи удовлетворено в виде равенства, то со-
ответствующее значение переменной исход-

ной задачи должно быть положительным, то 
есть равным 1.

Модель (5)–(6) можно использовать в ка-
честве основы для формализации различных 
оптимизационных задач, возникающих при 
управлении проектом.

Для учета связи между затратами на вы-
полнение работ проекта и их продолжитель-
ностями введем понятие коэффициента за-
трат.

Будем считать, что уменьшение продол-
жительности ijt  работы ( ), i j  пропорциональ-
но возрастанию ее стоимости .ijc  Примерную 
зависимость между этими величинами мож-
но описать с помощью удельных затрат на со-
кращение (увеличение) продолжительности 
работы (коэффициент затрат)

( ) ( )max min / ,n c
ij ij ij ij ijh c c t t= − −

где ,n
ijt  c

ijt  – нормальное и критическое (мини-
мально возможная продолжительность рабо-
ты) время выполнение работы ( ), i j  соответ-
ственно, min ,ijc  max

ijc  – стоимости работы при ее 
нормальной и критической продолжительно-
стях соответственно.

Рассмотрим оптимизационную задачу, 
заключающуюся в максимальном сокраще-
нии стоимости проекта C  на величину 

( , )
ij ij

i j P
C h t

∈

∆ = ∆∑  за счет увеличения продол-

жительностей n
ijt  работ, не лежащих на кри-

тическом пути (то есть имеющих ненулевые 
резервы времени) на величины 0.ijt∆ ≥  Мате-
матическая модель данной задачи (основан-
ная на модели (5)–(6)) примет вид:
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где nT  – продолжительность критического 
пути при нормальном времени выполнения 
работ.
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ФОРМАЛИЗАЦИЯ НЕЧЕТКИХ 
ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 
СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 

Введем основные понятия, связанные с 
нечеткостью параметров сетевой модели, на 
примере модели (5)–(6). Полагаем, что про-
должительности выполнения операций явля-
ются треугольными нечеткими числами ,ijt  
значения функции принадлежности которых 
находятся по формуле:
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в остальных случаях



 

где ( ), ,i j P∈  ( )
ij ijt tµ


 – функция принадлежно-
сти, m

ijt  – мода, L
ijt  и R

ijt  – соответственно левая 
и правая границы носителя нечеткого числа 

.ijt  То есть нечеткие продолжительности опе-
раций ( ),i j P∈  заданы в виде троек чисел 

( ); ; .L m R
ij ij ij ijt t t t=

Нечеткие числа можно представить в виде 
объединения четких подмножеств Yα  множе-
ства ,Y  каждое из которых называется α -ин-
тервалом 
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Согласно [9] число X  называется треу-
гольным однокомпонентным числом, если 
оно представимо в виде 

( ) ,X x a bα α= = +

где , ,a b R∈  [ ]0,1 .α ∈
Так же в [9] вводится понятие двухкомпо-

нентного треугольного числа W (W-число) – 
это вектор ( )( ), ( ) ,L Rν α ν α  где ( ), ( )L R Xν α ν α ∈  
и (1) (1).L Rν ν=  Для треугольных нечетких чи-
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Представим нечеткие продолжительно-

сти работ ( ); ;L m R
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ющим образом 
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Тогда задача (5)–(6) в нечеткой постановке 
примет вид

1 minnZ y y= − →

                      (10)

( ), , ,j i ijy y t i j P− ≥ ∀ ∈

                (11)
Задача оптимизации (7)–(8) с нечеткими 

продолжительностями операций запишется 
следующим образом
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Сформулируем алгоритм решения задачи 
нечеткого сетевого планирования, в случае, 
если ее параметры заданы в виде W-чисел (9):

Шаг 1. Решить задачу (10)–(11) отдельно 
для трех значений : , , .m L R

ij ij ij ijt t t t

Шаг 2. Полученные решения использовать 
для представления результата в виде W-чис-
ла. Например, для целевой функции Z  это 
представление будет следующим:

( )
( ) ( )( )
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, .

L R
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Z Z Z

Z Z Z Z Z Z

α α

α α

= =

= + − + −
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.

РЕАЛИЗАЦИЯ НЕЧЕТКИХ 
ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ 
СЕТЕВОГО ПЛАНИРОВАНИЯ 

НА ПРИМЕРЕ

Решим задачи (10)–(11) и (12)–(13) на при-
мере проекта, связанного со строительством 
некоторого сооружения, исходные данные 
для которого представлены в табл. 1. Кроме 
работ, представленных в табл. 1, сеть содер-
жит фиктивные работы с кодами (2,3), (6,7), 
(9,11), (10,11). Продолжительности выполне-
ния работ заданы в виде нечетких треуголь-
ных чисел.

  Модель (10)–(11) для данного проекта 
примет вид
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Алгоритм решения данной задачи был ре-
ализован в Microsoft Excel, результаты реше-
ния приведены в табл. 2.

Операции, лежащие на критическом пути: 
A, D, E, G, I, K, M.

Результаты решения задачи имеют есте-
ственную интерпретацию:

– сумма нечетких продолжительностей 
операций критического пути равна нечетко-
му моменту времени окончания проекта, т. е. 
возможно проект будет выполняться в интер-
вале Z = (56, 70, 88) дней;

– резерв времени, например, операции Н, 
определяется выражением

Таблица 1 
Исходные данные для исследуемого проекта

Операция/
Код ( ),i j Описание Предше-

ственник

Нечеткая 
продолжитель-

ность опера-
ций (дней), ijt

Стоимости 
операции при 
ее нормальной 
продолжитель-

ности

Коэффи-
циент 
затрат, 

ijhL
ijt m

ijt R
ijt

A (1,3) Установить взрывные 
снаряды – 3 5 8 6 1

B (1,2) Эвакуировать окружение – 2 4 5 20 1

C (1,4) Подготовить колонну 
грузовиков – 2 3 6 1 1

(2,3) Фиктивная работа В 0
D (3,4) Взорвать здание A,B 1 1 3 4

E (4,5)

Произвести работу по 
разборке развалин и 
вывозу строительного 
мусора

C,D 5 7 9 30 5

F (5,6) Вырыть котлован E 9 12 4 42 4
G (5,7) Подвести коммуникации E 13 15 17 60 8

(6,7) Фиктивная работа F 0

H (6,11) Произвести заливку бето-
на в фундамент F 8 10 12 8 1

I (7,8) Возвести металлический 
каркас F,G 6 8 10 15 3

J (8,11) Произвести электромон-
тажные работы I 12 15 18 35 4

K (8,9) Настелить пол и возвести 
стены I 16 20 25 45 4

L (8,10) Установить лифты I 6 7 9 20
(9,11) Фиктивная работа K 0

(10,11) Фиктивная работа L 0

M (11,12) Провести отделочные 
работы H,J,K,L 12 14 16 40 5
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( ) ( )
( ) ( )

11 6 6,11 44,56,72 22,28,37 –

8,10,12 12,18,23 .

y y t− − = −

− =



 

Критические операции не имеют резер-
ва времени. Так, например, общий резерв 
времени операции A равен 3 1 13( )y y t− − = 

( ) ( )3,5,8 3,5,8−= = ( )0,0,0 .=
Модель (12)–(13) для проекта примет вид:
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
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Данная задача также была решена в 
Microsoft Excel, результаты решения в виде 
W-чисел приведены в табл. 3 и на рис. 1. В ка-
честве nT  использовалась найденная при ре-
шении задачи (10)–(11) продолжительность 
критического пути: (56, 70, 88).nT =

Например, некритическую работу Н мож-
но увеличить на число дней, выражаемое 
W-числом (14 4 ,α+  23 5α− ). Общее сокраще-
ние стоимости выполнения проекта состави-
ло ( )49 5 ,111 57 .C α α∆ = + −

Таблица 2
Результаты решения нечеткой задачи 

нахождения критического пути

iy L
iy m

iy R
iy ( )L

iy α ( )R
iy α

1y 0 0 0 0 0

2y 3 5 8 3 2α+ 8 3α−

3y 3 5 8 3 2α+ 8 3α−

4y 4 6 11 4 2α+ 11 5α−

5y 9 13 20 9 4α+ 20 7α−

6y 22 28 37 22 6α+ 37 9α−

7y 22 28 37 22 6α+ 37 9α−

8y 28 36 47 28 8α+ 37 9α−

9y 44 56 72 44 12α+ 37 9α−

10y 44 56 72 44 12α+ 37 9α−

11y 44 56 72 44 12α+ 72 16α−

12y 56 70 88 56 14α+ 88 18α−
Z 56 70 88 56 14α+ 37 9α−

Рис. 1. Результат решения задачи в виде W-чисел ( ( ),L
ijt α∆  ( )R

ijt α∆ )
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Математическое моделирование задачи сетевого планирования с помощью нечеткой математики

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенных исследований 
были формализованы задачи оптимального 
сетевого планирования в условиях параме-
трической неопределенности. Для описания 
параметров задачи использованы треуголь-
ные нечеткие числа.

Приведен алгоритм решения таких задач, 
позволяющий устранить громоздкость вы-
числений, возникающих при описании пара-
метров нечеткими числами, нарушение отно-
шений и естественных свойств классических 
моделей (в частности моделей линейного про-
граммирования), неоправданное расширение 
носителя результата. В основе алгоритма ле-
жит переход от нечетких треугольных чисел 
к W-числам, что позволяет решать оптими-
зационные задачи лишь для трех четких зна-
чений нечеткого числа: моды, левой и правой 
границ его носителя. Результаты вычислений 
записываются также с помощью W-чисел.

Использование данной методики позво-
ляет обеспечить процесс получения решения:

– с ограниченным расширением неопреде-
ленности, обусловленным применяемой для 
вычислений алгеброй;

– допускающего естественную интерпре-
тацию промежуточных и конечных резуль-
татов, прежде всего, за счет сохранения тре-
угольной формы представления нечеткости 
при выполнении различных операций над 
нечеткими числами;

– позволяющего производить обработку 
нечеткой информации с помощью стандарт-
ных программных пакетов, работающих с 
действительными числами, что существенно 
упрощает расчеты.
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