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Аннотация. В статье рассматривается адаптивный алгоритм решения трехиндексной ак-
сиальной задачи о назначениях. Алгоритм основан на переходе к вероятностной постанов-
ке задачи. На основе вычислительного эксперимента рассмотрена возможность его улуч-
шения. Для этого вводится понятие окрестности решения задачи на основе расстояния 
Хэмминга, и рассматривается переход из окрестности одной точки в окрестность другой на 
основе настройки параметров алгоритма. В результате предлагается изменение параметров 
алгоритма по некоторой функциональной зависимости от числа итераций. В завершении 
приводятся результаты вычислительного эксперимента и выводы.
Ключевые слова: трехиндексная аксиальная задача о назначениях, адаптивный алго-
ритм, вероятностная постановка, локальный поиск.
Annotation. The article considers the adaptive algorithm for solving axial 3-index assignment 
problem. The algorithm is based on the transition to a probabilistic statement of the problem. On 
the basis of a calculation experiment, the possibility of its improvement was considered. For this, 
the concept of a neighborhood of a solution based on the Hamming distance is introduced. As 
a result, the proposed change in the parameters of the algorithm for some function. Finally, the 
results of the computational experiment and conclusions are given.
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ВВЕДЕНИЕ

Естественным обобщением классической 
задачи о назначениях (ЗОН) является тре-
хиндексная аксиальная ЗОН, которая состоит 
в таком выборе n  элементов трехмерной ма-
трицы затрат ( )k

ijc  размерности ,n n n× ×  что 
в каждом ее сечении выбран ровно один эле-
мент, и сумма всех выбранных элементов ми-
нимальна.

Для получения математической записи ак-
сиальной ЗОН вводится 3n  переменных вида:
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0,  

k
ijx 

= 


где , , 1, .i j k n=
В результате задача принимает следую-

щий вид:
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Данная задача является NP-трудной [4], 
что стимулирует разработку приближенных 
алгоритмов с оценками качества получаемых 
решений. Такого рода алгоритмам посвящено 
множество работ, некоторые из которых 
представлены далее.

В [10] рассматривается полный трехдоль-
ный граф, вершины которого соответствуют 
индексам ,i  j  и k  соответственно. Каждое 
его ребро [ ],i j  (или [ ], ,i k  или [ ],j k ) имеет дли-
ну ( ),d i j  (или ( ), ,d i k  или ( ),d j k ). Предлага-
ются две модели трехиндексной аксиальной 
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задачи: в первой затраты k
ijc  определяются как 

сумма трех длин ( ) ( ) ( ), , , ,k
ijc d i j d i k d j k= + +  

а во второй – как сумма двух более коротких. 
Предлагаются ε-приближенные алгоритмы, 
которые получают решение, значение которо-
го в первом случае не хуже, чем 3/2 от опти-
мального значения, а во втором случае – чем 
4/3 от оптимального значения, показана 
NP-трудность данной задачи.

В работе [3] представлен асимптотически 
точный подход к построению алгоритмов ре-
шения аксиальных задач большой размерно-
сти на случайных входах и получены условия, 
при которых эти алгоритмы позволяют нахо-
дить асимптотически точные решения много-
индексной аксиальной ЗОН.

В [1] предложен эвристический алгоритм 
решения NP-трудных многоиндексных задач 
с декомпозиационной структурой (примени-
мый в том числе и для аксиальной задачи о на-
значениях), степень отклонения от оптимума 
находимого решения ограничена через значе-
ние критерия вспомогательной задачи ЛП.

В работе [2] найдены достаточные условия 
сводимости к задаче поиска потока в сети, 
предложенный полиномиальный алгоритм в 
частности применим для решения аксиаль-
ной задачи о назначениях с критерием специ-
альной декомпозиционной структуры.

Авторами статьи также предложен свой 
метод решения трехиндексной аксиальной 
ЗОН. Его основная идея и алгоритм представ-
лены в работах [7, 8], а также будут кратко 
описаны ниже для лучшего понимания даль-
нейшего исследования. Рассматриваемый 
адаптивный алгоритм обладает как рядом 
достоинств, таких как гибкость настройки 
и возможность внедрения дополнительных 
эвристических приемов, так и некоторыми 
недостатками, основной из которых – срав-
нительно большое время работы. Целью дан-
ной работы является развитие поисковых 
возможностей алгоритма для улучшения по-
лучаемого значения целевой функции, что 
является возможным благодаря гибкости на-
стройки его параметров.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Адаптивный алгоритм
Для трехиндексной аксиальной задачи 

известен базовый «жадный» алгоритм, осно-
ванный на поиске минимального элемента в 
плоских матрицах при фиксировании одного 
из индексов [4]. На его основе предлагается 
построение адаптивного алгоритма решения 
аксиальной трехиндексной ЗОН (1)–(5). Для 
этого осуществляется переход к вероятност-
ной постановке задачи на основе рандомиза-
ции переменных [5].

Задача минимизации целевой функции
( ) min

X
L X

∈Ω
→

заменяется задачей минимизации ее матема-
тического ожидания

( )( )
{ }X :

X min ,
X

M L
∈Ω

→

где { }X  – множество случайных величин X  с 
реализациями X  из множества Ω. 

Здесь 1X  [X X ]n= …  – кубическая матри-
ца случайных величин,

1X X X
Tk k k

n = …   – матрица n n×  случай-
ных величин,

( )1X X Xk k k
i i in= …  – строка матрицы X ,k

Xk
ij  – случайная величина с рядом распре-

деления:
Возможные значения 1 0
Вероятность p  k

ijp 1k k
ij ijq p= −

где , , 1,i j k n= .
Вводятся полные группы событий ,k

ijA  для 
каждого , ,1k n=  где k

ijA  – событие, заключаю-
щееся в том, что k

ijx  примет значение 1, для 
каждого , ,1k n=  т. е. 

1 1
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Подробное описание этапов разработки 
алгоритма приводится в [8]. Здесь же приве-
дем главное отличие алгоритма от базового 
«жадного», которое заключается в следующем:

при фиксированном k вместо 

,
min k k

iji j
c cµν=  

вычислить
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То есть вместо выбора минимального 
элемента в плоской матрице, выбираются 
минимальные возможные потери 

( ) ( )
1 1 1 1

n n n nN Nl l l l
ij ij ij ij

l k j l k i

c p c p
= + = = + =

 
− + 

 
∑ ∑ ∑ ∑  от теку-

щего выбора .k
ijc

При этом на каждой итерации алгоритма 
происходит адаптация, пересчет вероятно-
стей по следующим формулам:

( ) ( )1
,

N Nl l
u up p q pµν µν

+
= +

( ) ( )1
,

N Nl l
ij ij up p q

+
=  , 1, ,i j n=  ,i µ≠  ,j ν≠

( ) ( )1
,

N Nk k
ij ijp p

+
=  , 1, ,i j n=  ,1,k l n= +

где up  – настраиваемый параметр алгоритма, 
1.u uq p+ =

Сам адаптивный алгоритм решения тре-
хиндексной аксиальной задачи о назначениях 
(1)–(5) можно представить следующей схе-
мой [8].

Алгоритм.
1. Задать начальное распределение веро-
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зафиксировать соответствующее назначение
( ) 1.

Nkxµν =
4. Пересчитать вероятности по формулам
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5. Пересчитать безусловные вероятности 
по формуле

1 11 .
1

N N NNp p p
N N

+ + = + +  

6. Изменить множества 
{ } { }, :  \ ,  \ .I J I I J Jµ ν= =

7. Проверить: ?k n=  Если нет, то поло-
жить 1k k= +  и переход к шагу 3, если да, то 
переход к шагу 8.

8. Возможная смена рекорда ( ) , NX  
( )( ) ,

N
L X  ( ) .NP

9. Проверить ?maxN N=  Если нет, то поло-
жить 1N N= +  и перейти к шагу 2, если да, то 
записать ответ. В качестве ответа записывает-
ся последний рекорд.

Для анализа эффективности построенно-
го адаптивного алгоритма был проведен вы-
числительный эксперимент, результаты кото-
рого также представлены в [8]. Один из 
выводов на основании эксперимента заклю-
чается в том, что на итоговый результат суще-
ственное влияние оказывает параметр up . 
Причем при разном количестве итераций и 
для матриц разной размерности наилучший 
результат достигается с разными значениями 

up  (рис. 1).

Улучшение поисковых способностей 
алгоритма

Описанные в предыдущем разделе (и бо-
лее подробно в [8]) наблюдения приводят к 
идее изменения параметра up  на каждой ите-
рации по некоторой заданной функции. Вы-
бор функции, по которой изменяется ,up  ос-
новывается на следующих положениях: 

• сначала осуществляется поиск в окрест-
ности некоторого текущего решения для его 
улучшения;

• затем происходит выход из окрестности 
данного решения, с целью избежать «застре-
вания» в локальном минимуме;

• после чего начинается поиск в окрестно-
сти другого решения.

Схематично данная идея представлена на 
рис. 2.

Для определения понятия окрестности ре-
шения NX  аксиальной ЗОН воспользуемся 
определением расстояния Хэмминга.

Определение 1. [6] Расстояние Хэмминга – 
число позиций, в которых различаются соот-
ветствующие элементы двух матриц одинако-
вой размерности.
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Определение 2. k -окрестностью решения 
X  трехиндексной аксиальной ЗОН назовем 
множество Ω решений ,X  для которых вы-
полняется неравенство ( ), ,d X X k≤  где 

( ),d X X  – расстояние Хэмминга, .k ∈
Замечание 1. При 2 ,k n=  окрестность до-

пустимой точки трехиндексной аксиальной 
ЗОН – есть все множество допустимых ре-
шений.

Основной вопрос, ответ на который мож-
но получить экспериментально, заключается 
в том, каким именно образом следует изме-
нять значения параметра .up

Значение параметра ( ) 1

i

Nk
jπ

+
 влияет на уве-

личение или уменьшение текущей вероятно-
сти ( )i ,

Nk
jp  представляя собой полный аналог 

направления движения в градиентном алго-
ритме. Величина ,up  в свою очередь, говорит 
о том, на сколько нужно изменить эту вероят-
ность, что соответствует размеру шага.

Исходя из этого, рассмотрим две погра-
ничные ситуации. Положим 0.up =  Тогда мы 
видим, что ( ) ( )1

i i

N Nk k
j jp p

+
=  и пересчета веро-

ятностей на 1N +  шаге не произойдет. В об-
ратном случае, положив 1,up =  ( ) 1

i

Nk
jp

+
 ста-

Рис. 1. График работы алгоритма с разными параметрами up

Рис. 2. Поиск решений в окрестности текущего и выход из локального минимума
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новится равным ( ) { }1

i 0,1
Nk

jπ
+

∈  и алгоритм 
становится детерминированным.

Рассмотрим теперь значения ,up  лежащие 
в промежутке от 0 до 1. Очевидно, что значе-
ния ,up  близкие к нулю, дадут незначитель-
ное изменение вероятности ( ) 1

i ,
Nk

jp
+

 и, наобо-
рот, близкие к единице значительно изменят 
вероятность ( ) 1

i

Nk
jp

+
 в сторону ее детермина-

ции до 1 или 0 [9].
Результаты вычислительного эксперимен-

та (табл. 2) подтвердили, что при малых зна-
чениях параметра пересчета условных веро-
ятностей up  (порядка 2

1 ,
n

 где n  – размерность 

матрицы) расстояние Хэмминга между реше-
ниями аксиальной ЗОН мало (от итерации к 
итерации решение мало изменяется), в то 
время, как при значениях ,up  близких к 1, 
расстояние Хэмминга стремится к 2 ,n  т. е. ре-
шение практически полностью меняется.

Таким образом, идею изменения параме-
тра ,up  описанную выше, можно переформу-
лировать следующим образом:

• сначала берется малое значение параме-
тра ,up  что позволяет осуществлять поиск в 
окрестности некоторого текущего решения 
для его улучшения;

• затем происходит увеличение up  с це-
лью выхода из окрестности данного решения, 
дабы избежать «застревания» в локальном 
минимуме;

• после чего up  вновь уменьшается для 
того, чтобы попасть в окрестность другого 
решения.

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В табл. 1 приведены значения целевой 
функции аксиальной ЗОН для матриц разной 
размерности. В ходе вычислительного экспе-
римента проводились серии по 100 испытаний 
для каждого случая. Матрицы заполнялись 
случайными числами из диапазона от 1 до 100. 

В табл. 1 жирным шрифтом выделены не-
сколько лучших значений при разных значе-
ниях параметра .up

В табл. 2 и на рис. 3 представлена зависи-
мость расстояния Хэмминга от параметра up  
для разных размерностей задачи.

Как показывают результаты тестов, рас-
стояние Хэмминга напрямую зависит от па-
раметра up  и от размерности задачи (при 
значениях параметра up  меньше 2

1 ,
n

 где n  – 
размерность матрицы, расстояние Хэмминга 
стремится к нулю, при значениях, близких 
к 1, расстояние Хэмминга стремится к 2n ).

Дальнейшая серия экспериментов была 
проведена с целью подтвердить или опровер-
гнуть предположение, согласно которому из-
менение параметра пересчета вероятностей 

up  на каждой итерации по некоторой задан-
ной функции должно привести к улучшению 
значения целевой функции.

В ходе эксперимента рассматривались сле-
дующие классы функций:

( ) ( )2

1 , , , , ,b i cf i a b c d ae d− −= +
где , , ,a b c d ∈ – заданные числа, i ∈  – но-
мер итерации (рис. 4); 

Таблица 1
Сравнение значений целевой функции в зависимости от параметра up  и числа итераций

Размерность 10 10 10× × 50 50 50× × 100 100 100× ×
Число итераций 10 50 100 10 50 100 10 50 100

П
ар

ам
ет

р 
up

0.001up = 90 89 89 103 96 89 135 125 124
0.01up = 78 67 64 85 74 71 132 119 117
0.1up = 51 43 42 84 71 68 132 122 118
0.2up = 49 41 39 86 74 69 135 123 120
0.3up = 52 41 39 87 75 71 135 123 121
0.5up = 53 40 38 89 78 73 137 124 123
0.7up = 55 40 37 92 78 74 137 127 123
0.9up = 56 39 37 95 79 74 138 127 122
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Таблица 2
Сравнение средних значений расстояния Хэмминга в зависимости от параметра up

Размерность 10 10 10× × 50 50 50× × 100 100 100× ×
П

ар
ам

ет
р 

up
0.0001up = 0 2 6
0.0005up = 0 5 69
0.001up = 1 32 111
0.005up = 1 56 135
0.01up = 4 65 153
0.05up = 7 79 172
0.1up = 10 81 180
0.2up = 13 84 183
0.3up = 15 88 189
0.5up = 15 90 192
0.7up = 16 90 193
0.9up = 17 93 195

Рис. 3. Зависимость расстояния от параметра up

Рис. 4. График функции ( )1 , 0.2, 0.2, 25, 0.1f i

Рис. 5. График функции ( )2 , 0.1, 0.25, 0f i

Рис. 6. График функции ( )3 , 0.1, 0.25 , 0f i π
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( ) ( )( )2 , , ,  1 cos ,f i a b c a bx c= − +
где ,a b∈  – заданные числа,  i ∈  – номер 
итерации (рис. 5);

( ) ( )( )3 , , ,  1 ,f i a b c a cos bx c= − +

где ,a b∈  – заданные числа,  i ∈  – номер 
итерации (рис. 6);

( ) ( )( )4 , , ,  1 cos ,bxf i a b c a e c= − +

где ,a b∈  – заданные числа,  i ∈  – номер 
итерации (рис. 7);

В табл. 3 внесены значения целевой функ-
ции аксиальной ЗОН при приведенных выше 
функциях ( ) ( ).u kp i f i=

В табл. 3 жирным шрифтом выделены не-
сколько лучших значений при различном из-
менении параметра up . Вычислительный экс-
перимент с up const=  показал, что наилучшие 
результаты достигаются в следующих ситуа-
циях:

• для матриц размерности 50 50 50× ×  при 
0.1,up =

• для матриц размерности 100 100 100× ×  
при 0.01.up =

Как видно из табл. 3, использование функ-
циональной зависимости параметра up  от чис-
ла итераций приводит к улучшению результа-
тов, особенно на больших итерациях (N n> ). 
Однако для задач разных размерностей сами 
функции могут быть разными. Лучшие значе-
ния целевой функции аксиальной ЗОН были 
показаны с использованием функциональных 
зависимостей ( ) ( )( )2 , , ,  1 cosf i a b c a bx c= − +  
и ( ) ( )( )4 , , ,  1 cos .bxf i a b c a e c= − +

ВЫВОДЫ

1. В целом, предположение об улучшении 
значений целевой функции трехиндексной 
аксиальной ЗОН при изменении up  по задан-
ной функции подтвердилось. 

2. Наилучший результат дают периодиче-
ские функции, однако это улучшение прояв-
ляется при относительно большом количе-
стве итераций (N n> ).

3. Для матриц разной размерности долж-
ны использоваться разнообразные функции 
пересчета параметра up .

Рис. 7. График функции ( )4 , 0.05, 0.1, 0f i
Таблица 3

Сравнение значений целевой функции в зависимости от функции ( )up i  и числа итераций 
для матриц разной размерности

Размерность 50 50 50× × 100 100 100× ×
Число итераций (N) 50 100 100 200

Ф
ун

кц
ия

 
()

up
i

up const=  (лучший результат) 71 68 117 115
( ) ( )1 ,0.3,0.1, / 2,0.01up i f i N= 70 68 115 112

( ) ( )1 ,0.2,0.2, / 2,0.1up i f i N= 69 67 116 114

( ) ( )2 , 0.1, 0.25, 0.01up i f i= 67 65 110 107

( ) ( )2 , 0.5, 0.5, 0.05up i f i= 66 63 114 111

( ) ( )3 , 0.1, 0.25 , 0.01up i f i π= 71 70 115 113

( ) ( )3 , 0.2, 0.50 , 0.01up i f i π= 70 66 116 113

( ) ( )4 , 0.05, 4 / , 0.05up i f i N= 68 64 115 114

( ) ( )4 , 0.1, 3 / , 0.01up i f i N= 70 66 112 109
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ПЕРСПЕКТИВЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

На основании выше изложенного можно 
говорить, что дальнейшие исследования в об-
ласти изучения адаптивного алгоритма могут 
быть направлены на поиск новых функций 
изменения параметра .up  Например, функ-
ций, изменяющих up  пропорционально рас-
стоянию Хэмминга между текущим и про-
шлым решениями, функций, зависящих от 
смены рекорда и т. п. Также отдельное иссле-
дование должно быть посвящено уменьше-
нию времени работы алгоритма, например, с 
помощью составления специальной дополни-
тельной матрицы, которая позволит избежать 
множественных вложенных обходов по куби-
ческой матрице затрат.
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