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Аннотация. В статье рассматривается математическая модель кинематики осесимметрич-
ной задачи сыпучего материала с микроструктурой. Представлены численные методы по-
зволяющие решать уравнения описывающие поле скоростей перемещений для сыпучих 
материалов с микроструктурой. Рассмотрены два случая напряженно-деформированного 
состояния цилиндрической области. В первом случае получено аналитическое решение для 
поля скоростей перемещений. Для второго случая предложены численные методы решения 
дифференциальных уравнений третьего порядка с граничными условиями для скоростей 
перемещений. Разработан алгоритм, реализующий численные методы нахождения поля 
скоростей перемещений сыпучих материалов в осесимметричной задаче.
Ключевые слова: численные методы, математическое моделирование, поле скоростей пе-
ремещений, сыпучие материалы, материал с микроструктурой.
Annotation. A mathematical model of the kinematics of the axisymmetric problem of loose 
material with a microstructure is considered. Numerical methods for solving the equations de-
scribing the velocity field for loose materials with microstructure are presented. Two cases of the 
stress-strain state of the cylindrical region are considered. In the first case, an analytical solution 
for the velocity field is obtained. For the second case, numerical methods for solving third-order 
differential equations with boundary conditions for the velocities of displacements are proposed. 
An algorithm that implements numerical methods for finding the velocity field of loose materials 
in an axisymmetric problem is developed.
Keywords: numerical methods, mathematical modeling, velocity field, loose materials, a mate-
rial with microstructure.

© Фролова О. А., 2018

ВВЕДЕНИЕ

При построении математических моделей 
описывающих напряженно-деформирован-
ное состояние связных сыпучих материалов 
необходимо учитывать множество различ-
ных параметров, которые присущи реальным 
материалам. Однако на практике построить 
модель, которая учитывала бы большинство 
параметров сыпучих материалов, не пред-
ставляется возможным в виду сложности 
такой модели. В работах [1-7] представлены 
модели сыпучих материалов, учитывающие 
параметры материала с различными степе-
нями допущений и различными подходами 

к описанию данных материалов. Для постро-
ения моделей сыпучих материалов исполь-
зуются подходы, основанные на моделях: 
сплошных сред, вязких жидкостей и многие 
другие, которые с разной степенью прибли-
жения позволяют описывать сыпучие мате-
риалы.

Решение уравнений описывающих кине-
матику моделей связного сыпучего материала 
с микроструктурой приводит к дифференци-
альным уравнениям третьего порядка, имею-
щими коэффициент при старшей производ-
ной, решить которые в явном виде не удается. 
Подбор численных методов решения таких 
уравнений является одной из важных задач. В 
данной статье рассмотрим осесимметричную 
задачу деформирования связной сыпучей 
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среды с микроструктурой в предельном и об-
щем случае. Для предельного случая рассмо-
трим алгоритм построения аналитического 
решения, а для общего случая – численного 
решения поставленной задачи.

ПОСТРОЕНИЕ МОДЕЛИ 
ОПИСЫВАЮЩЕЙ СКОРОСТИ 

ПЕРЕМЕЩЕНИЯ

Рассмотрим математическую модель опи-
сывающую кинематику деформирования 
сыпучей среды в осесимметричной области. 
Математическую модель будем строить в ци-
линдрической системе координат в следую-
щем предположении:
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Для учета влияния микроструктуры на 
рассматриваемый материал, введем величину 
h – параметр микроструктуры. С учетом ха-
рактерного размера микроструктуры ,h  тен-
зор скорости деформации примет вид [8]:
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деформации Коши.
Продифференцировав компоненты тензо-

ра скорости деформации Коши в цилиндри-
ческой системе координат, получим [9]:
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При 0h →  внешнее разложение выраже-
ния (1) принимает вид тензора скорости де-
формации Коши, что соответствует классиче-
ским моделям теории пластичности.

Рассмотрим внутреннее разложение вы-
ражения (1), для чего растянем координату r  
таким образом, что новая координата 2 .r

h
ρ =  

При 0h →  в первом приближении получим:
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Разложим скорости перемещений в ряд 
Тейлора по h и ограничимся слагаемыми вто-
рого порядка малости [10]:
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Скорости перемещений в нулевом при-
ближении известны [11]:
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где ( )( )0 ,rU r z z  – компонента скорости на 
границе ( )0 ,r r z=  ( )0, ( )zU r z r  – компонента 
скорости на границе ( )0 ,z z r=  0 const,zσ =  

2 21 .
3
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Ассоциированный закон пластического 
течения связывает напряжения и скорости 
перемещения:
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где λ – неопределенный множитель Лагранжа.

Подставив условие пластичности и про-
дифференцировав, получим:
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При известном напряженном состоянии 

[9] уравнения (4) позволяют определить ки-
нематику деформирования сыпучей среды с 
микроструктурой.

Из второго уравнения (4) выразим λ  и 
подставим в первое и третье уравнения, в ре-
зультате получим:
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Уравнения (5) и (6) являются дифферен-
циальными уравнениями третьего порядка, 
описывают модель кинематики деформиро-
вания связных сыпучих материалов с микро-
структурой для осесимметричной задачи в 
первом приближении и не могут быть про-
интегрированы в явном виде. Для решения 
уравнений (5) и (6) воспользуемся численны-
ми методами.

Для нахождения решений уравнений (5) и 
(6), на границах рассматриваемой цилиндри-
ческой области зададим три граничных усло-
вия, причем для нулевого приближения до-

статочно задать одно граничное условие и 
получить решение в погранслое на другой 
границе, третье граничное условие надо за-
дать таким образом, чтобы оно совпадало с 
внешним нулевым решением на другой гра-
нице рассматриваемой области при .ρ → ∞

ПРЕДЕЛЬНЫЙ СЛУЧАЙ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 

СОСТОЯНИЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБЛАСТИ
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уравнение (5) примет вид:
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Уравнение (7) является уравнением Эйле-
ра и может быть проинтегрировано, в резуль-
тате получим:
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граничных условий.
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Подставляя выражение (8) в выражение 

для λ  получим:

( )
3

2 (1) (1)
1

.
6

C
Iθθ σ

λ
ρ σ β

=
−

Используя выражение для λ в третьем 
уравнении (4) получим дифференциальное 
уравнение третьего порядка для определения 
осевой компоненты скорости перемещения 
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Найдем общее решение однородного 
уравнения
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в результате получим:
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однородного уравнения.

Для нахождения решения неоднородного 
дифференциального уравнения (12) приме-
ним метод вариации произвольной постоян-
ной. Пусть решение неоднородного уравне-
ния имеет вид:
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где 1 2 3, ,z z zC C C    – константы интегрирования.
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Для определения 1 ,zC  2 ,zC  3
zC  зададим гра-

ничные условия на границах рассматривае-
мой области:
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С учетом условий (15)–(17) выражения 
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σ
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ρ ρ ρ ρ
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ρ ρ
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= ×
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∂
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Подставляя найденные значения для ком-
понент скоростей перемещений в нулевом и 
первом приближении в выражения (3) полу-
чим выражения определяющие компоненты 
скоростей перемещений для рассматривае-
мой цилиндрической области:

( )( )
( )

( )

0

0

2 2
1 2 3

,

ln ln ,

r
r

U r z z
U r

r z

h C C Cρ ρ ρ

= +

+ + +

          (18)

( )( ) ( )( )
( ) [

( )

)

0
0 0

0

0 0

0 0

(1)
2 23

(1) (1)
1

1 2 3

,
, 2

3 1 3 2 2ln
2 2

8 1ln ln
2
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r
z z

z z

z

rz

z z z

U r z z
U U r z r z z

r z

z
z

Ch
I

C C C
θθ σ

β σ α γ βσ α
γ γ βσ α

σ ρ ρ ρ ρ ρ
σ β

ρ ρ ρ

= − − +

− + Υ − − Υ
+ +− − Υ 

  + − +  −  

+ + +  

ОБЩИЙ СЛУЧАЙ НАПРЯЖЕННО- 
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 

ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ

Рассмотрим случай когда (1) (1) .rr θθσ σ≠  Так 
как аналитическое решение уравнения (5) не 

представляется возможным, то рассмотрим 
численный метод решения уравнения (5) с 
граничными условиями (9)–(11).

Численное решение поставленной крае-
вой задачи будем выполнять методом стрель-
бы [12], для чего сведем краевую задачу к за-
даче Коши. Уравнение (5) представим в виде 
системы дифференциальных уравнений пер-
вого порядка:

(1)

,rU W
ρ

∂
=

∂

,W X
ρ

∂
=

∂
                           (19)

( ) 2

(1)
3

1 1X 1 ( , ) ( , )

1 ( , ).r

X F z WF z

U F z

ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ
ρ

∂
= − − − +

∂

+

Граничные условия перепишем в виде:
( )(1) (1)

1 1 ,r rU Uρ =

( )(1) (1)
2 2 ,r rU Uρ =                      (20)

( )
(1)
2

2 .rUW ρ
ρ

∂
=

∂
Для рассматриваемой цилиндрической 

области 1 2 ,ρ ρ<  и так как 1ρ  может прини-
мать значения около нуля, то коэффициент 
при старшей производной третьего уравне-
ния (19) будет стремиться к бесконечности, 
что может привести при решении к большой 
погрешности. Чтобы избежать обозначенной 
проблемы поставим начальное условие при 

2 ,ρ ρ=  т. е. на правой границе области, и ре-
шим задачу Коши справа налево.

Произвольно зададим величину X  для 
системы (19). Пусть 2( ) ,X ρ η=  дважды про-
интегрируем поставленную задачу по методу 
Рунге – Кутта. Используя схему четвертого 
порядка точности, получим:

( )
(1)

2 3

1 1 ( , )

( , ) ( , ),

i
i i

i

i ri
i i

i i

XKX F z

W UF z F z

ρ
ρ

ρ ρ
ρ ρ

= − − −

− +

1 ,i iKW X=

1 ;i iKU W=
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i
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i i ri i
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−
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− ∆ − ∆

4 3 ,i i iKW X KX= −  

4 3 ;i i iKU W KW= −

(

)
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6
2 3 4 ,

i i i i
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X X KX KX

KX KX

ρ
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∆
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+ ⋅ +
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)
1 1 2 2

6
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i i

W W KW KW

KW KW

ρ
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)
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1 1 2 2

6
2 3 4 ,

r i r i i i

i i

U U KU KU

KU KU

ρ
−

∆
= − + ⋅ +
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где ρ∆  – шаг по .ρ

В результате вычислений по полученной схе-
ме найдем значения ( )(1)

1 1,rU ρ η  и ( )(1)
1 2, ,rU ρ η  

которые не соответствуют граничному усло-
вию на левой границе рассматриваемой обла-
сти. Точное решение будем находить по мето-
ду секущих. Найдем *η  удовлетворяющее 
уравнению ( )(1) (1)

1 1 1( ) , 0r rU Uϕ η ρ η= − =  и ус-
ловиям (9)–(11).

( )( )
( ) ( )

2 2 1
* 2

2 1

.
ϕ η η η

η η
ϕ η ϕ η

−
= −

−
Интегрируя справа налево по полученной 

схеме с граничными условиями при 2:ρ ρ=  
(1) (1)

2 ,r rU U=  
(1)
2rUW

ρ
∂

=
∂

 и *,X η=  получим иско-

мое значение радиальной компоненты скоро-
сти перемещения (1)

rU  в первом приближении.
Из второго уравнения (4) при известном 

значении (1)
rU  определим λ :

(1)

(1) (1) 2 3
1

1 .i i ri
i

i i i i i

X W U
Iθθ σ

λ
σ β ρ ρ ρ

 
= − + −  

Рассмотрим дифференциальное уравне-
ние (6) с граничными условиями (15)–(17). 
Для численного решения аналогично пре-
дыдущему решению воспользуемся методом 
стрельбы.

Перепишем уравнение (6) в виде системы 
трех уравнений:

(1)

,zzU W
ρ

∂
=

∂

,
z

zW X
ρ

∂
=

∂
                         (21)

(1)1 X 48 .
z

z
rz

X λσ
ρ ρ

∂
= − +

∂
Граничные условия (15)–(17) перепишем в 

виде:
( )(1) (1)

1 1 ,z zU Uρ =

( )(1) (1)
2 2 ,z zU Uρ =                      (22)

( )
(1)
2

2 .z zUW ρ
ρ

∂
=

∂
Так как на правой границе рассматривае-

мой области заданы два условия, то интегри-
рование будем производить справа налево. 
Произвольно зададим величину zX ξ= . Про-
интегрируем задачу (21)–(22) дважды мето-
дом Рунге – Кутта, для 1

zX ξ=  и 2.zX ξ=
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В результате по полученной схеме найдем 

значения ( )(1)
1 1,zU ρ ξ  и ( )(1)

1 2, ,zU ρ ξ  отличные 
от (1)

1zU . Используя метод секущих, найдем *,ξ  
которое будет задавать третье условие на пра-
вой границе рассматриваемой области.

Используя три условия на правой границе 
рассматриваемой области решим задачу Коши 
по полученной схеме для определения осевой 
компоненты скорости перемещения (1)

zU  в 
первом приближении.

Таким образом, мы построили схему, по-
зволяющую решать дифференциальные урав-
нения третьего порядка, описывающие поле 
скоростей перемещений для осесимметрич-
ной задачи в цилиндрической области, с за-
данными граничными условиями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В данной работе рассмотрен приближен-
но-аналитический аппарат нахождения поля 
скоростей перемещений многопараметриче-
ской связной сыпучей среды в цилиндрической 
области. В предельном случае напряженно-де-
формированного состояния цилиндрической 
области получены аналитические выражения 
для скоростей перемещений. В общем случае 
разработан численный метод расчета скоро-
стей перемещений сыпучей среды в первом 
приближении, учитывающий микроструктуру 
сыпучего материала. Разработана схема, по-
зволяющая численно реализовать поставлен-
ную задачу на ЭВМ.
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