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ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ

Статья представлена дочерью А. И. Каплинского Nadia Udler

, А. М. Песин

BВЕДЕНИЕ

В работах [1–5] предложены и исследо-
ваны методы оптимизации скалярных не-
гладких и многоэкстремальных функций 
векторного аргумента. В [7] данный подход 
развивается для построения быстро сходя-
щихся методов негладкой и нелокальной оп-
тимизации. В [6, 8] изучались вопросы вы-
хода оптимизируемой функции из области 
локального экстремума. В настоящей работе 
предложенный подход используется для ре-
шения задачи идентификации на примере оп-
тимизации многослойного персептрона [12]. 
Задача оптимизации многослойного пер-
септрона имеет непосредственное отношение 
к построению вычислительных схем, назван-
ных искусственными нейросетями [9, 10, 12], 
и построению вычислительных устройств, 
названных нейрокомпьютерами [9, 10, 12].

1. ПОСТАНОВКА И АНАЛИЗ ЗАДАЧИ 

Пусть требуется минимизировать скаляр-
ную, возможно негладкую и многоэкстре-
мальную функцию [ ]YΦ  векторного аргумен-
та ,Y  1,n ≥  .nY R∈  Функция [ ]YΦ  является 
критерием качества настройки многослойно-
го персептрона [12].

Векторы входов NY  имеют следующий 
вид:

[ ]1 ,N N NY f W Y −=

где 1,N ≥  ( )1,..., ,nf f f=  ( )1,if i n=  – нелиней-
ные сигмоидные отображения [10, 12]. Здесь 

NW  ( )1N ≥  – это числовые матрицы размер-
ности ,n n×  которые выбираются с целью ре-
шения следующей задачи оптимизации

[ ]
( )1 0

1 , ,...,
min .

N N
N N W W W

f W Y
−

− Φ →              (1)

Введем обозначение 1,N N Nz W Y −=  где 
1.N ≥  Тогда настраиваемая модель со струк-

турой многослойного персептрона имеет вид

( ) [ ]
( )1 0, ,...,

min .
N N

N N W W W
f z Y

−

Φ → Φ             (2)
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В частном случае можно рассматривать 
минимизацию среднеквадратического крите-
рия качества вида

[ ]
( )1 0

2*

, ,...,
min ,

N N
N N W W W

Y M Y Y
−

 Φ → − 

где матрицы NW  настраиваемой модели (2) 
могут выбираться стохастическими [11].

Задача (1)–(2) может рассматриваться как 
задача идентификации заданного вектора 
входов *Y  векторами выходов NY  настраива-
емой модели (2), при этом вектор входов *Y  
также может считаться случайным. В данной 
статье рассматривается задача (1)–(2) приме-
нительно к возможно негладкой и многоэкс-
тремальной функции [ ] 1: ,nY R RΦ →  причем 
упор делается на построение именно поиско-
вых методов оптимизации. Этот выбор обу-
словлен  тем, что согласно [9, 10, 12], век-
тор-функция ( )1,..., nf f f=  состоит из сигмо-
идных нелинейных одномерных отображений 

if  [9, 10, 12]. При использовании методов 
гладкой оптимизации в случае, например, 
критерия [ ] 2*

N NY M Y Y Φ → −   с необходи-
мостью участвует производная if ′ сигмоидно-
го отображения. Дифференцирование ото-
бражений if  ввиду их структуры приводит к 
обнулению достаточно больших массивов ко-
эффициентов матриц ,NW  что может привести 
к отсутствию работоспособности настраивае-
мого многослойного персептрона [9, 10, 12].

2. ПОСТРОЕНИЕ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 
ЗАДАЧИ (1)–(2)

Согласно работам [1, 4, 5, 11], построение 
эффективных на практике методов негладкой 
оптимизации многоэкстремальных функций 
заключается в предварительной рандомиза-
ции исходной задачи (1)–(2). Для этого рас-
смотрим матричный линейный стохастиче-
ский процесс

( )
( ) ( )

1

0 1

1 2

1 ,
, , 0 ,

( ...) .

N N N N

N

W W N
M W

ε θ
θ ε

ε ε

−
 = + ≥


< ∞ < ∞ < < ∞
 + + = ∞

     (3)

Согласно введенным ранее обозначениям, 
имеет место выражение:

1 1.N N N N N NZ W Y Yε θ− −= + ⋅ ⋅              (4)

Векторный поисковый случайный про-
цесс (4) приводит к рандомизации следующе-
го критерия оптимизации:

ˆ( ) [ ( )] ( ) ,
N

N
N Z

R

F f z p z dzε = Φ∫
где ˆ [ ( )] [ ( )] ,Nf z f z cΦ = Φ −  const.Nc =

Задача (1)–(2) преобразуется в следую-
щую задачу:

( )
( ) min .

N
NF

ε
ε →                          (5)

Заметим, что разложение (4) NZ  в сумму 
двух случайных векторов позволяет полностью 
обосновать математическую корректность пе-
рехода от задачи (1)–(2) к задаче (5) [например, 
1, 3, 4].

Предположим, что существует плотность 
распределения 

NZp  случайного вектора NZ  для 
каждого 1,2,3,...N = . Пусть выполняется ус-
ловие знакоопределенности

ˆ [ ( )] [ ( )] 0,Nf z f z cΦ = Φ − ≥
где Nc  – соответствующие константы, такие 
что 0 ,Nc< < ∞  ( )1,2,3,... .N =

При заданном на шаге N  векторе входов 
1NY −  должна выбираться из условия (6) матри-

ца ,Nθ  задающая вектор 1N NYθ −  направления 
движения для решения задач (1)–(2) или (5). 
Условие невозрастания критерия оптимиза-
ции ( )NF ε  на каждом шаге 1,2,3,N =   на-
звано условием локального улучшения (УЛУ)
[1, 2, 3, 4]. Оно имеет следующий вид:

0

0.dF
d εε =

≤                            (6)

Для задач (1)–(2) и (5) УЛУ (6) имеет вид

1 1
0

1 1 1

ˆ0 [ ( )] [ ( )

( / ) ,

N N
N

Z W Y
R

N N N N

dF f z div p z
d

M Y W Y z dz
εε

θ

− −
=

− − −

≤ = Φ ⋅ ×

× =

∫   (7)

где 1 1 1( / )N N N NM Y W Y zθ − − − =  – вектор условного 
математического ожидания случайного век-
тора 1.N NYθ −

Для дальнейших рассуждений введем 
обозначение 1 1 1( ) ( / ).N N N N Ny z M Y W Y zθ − − −= =

С целью выполнения УЛУ (7) выберем 
вектор-функцию ( )Ny z  как решение следую-
щего уравнения:

1 1
[ ( ) ( )]

( )[ [ ( )] ],
N N

N

Z W Y N

u N

div p z y z

p z f z c
− −

⋅ =

= − Φ −
                (8)
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при этом параметры ,Nc  названные констан-
тами уровней, выбираются из условия «не-
разрывности» [4, 5, 11, 8]

1 1
[ ( ) ( )] 0.

N N
N

Z W Y N
R

div p z y z dz
− −

⋅ =∫
В (8) функция ( )

Nup z  имеет смысл плотно-
сти распределения вероятности вспомогатель-
ного случайного вектора Nu  ( )1,2,3,...N = , 
функция ( )

Nup z  определяет степень свободы 
при решении уравнения (8) [3, 5, 1, 8, 11].

При некоторых условиях [1, 2, 3, 4] вектор-
ное поле 

1 1
( ) ( )

N NW Y Np z y z
− −

⋅  можно разложить 
следующим образом

1 1
( ) ( ) ( ) ( ).

N NW Y N Z N Np z y z v z zχ
− −

⋅ = ∇ +     (9)

Здесь 1( ) : n
Nv z R R→  для каждого значе-

ния 1,2,3,...N =  является потенциалом век-
торного поля 

1 1
( ),

N NW Yp z
− −

 а 1( ) : n
N z R Rχ →  есть 

бездивергентная составляющая разложения, 
то есть [ ( )] 0.Z Ndiv zχ =  Составляющая ( )N zχ  
определяет степень свободы в (9), причем 
считается, что ( )( ) 0, 1, 2,3,... .N z Nχ = =

Подставляя разложение (9) в уравнение 
(8), получим уравнение Пуассона на потенци-
але ( )Nv z  вила

ˆ( ) ( )[ [ ( )]],
NZ N uv z p z f z∆ = − Φ       (10)

где 
2

2
1

.
n

i ix=

∂
∆ =

∂∑
Решение уравнения (10) имеет следующий 

вид
ˆ( ) , [ ( )] ( ) ,

N
N

N u
R

v z z s f s p s ds= Ε( )Φ ⋅∫  (11)

где 

21 1

1

( 2) , 2,
( , ) 1 log , 2;

2

n
nn z s n

E z s
z s n

ω

π

−− −

−

 − ⋅ − >
= 

− =


2( )
)2

n

n n
πω =

Γ(
 – площадь поверхности единич-

ной сферы в .nR
Таким образом, функция (11) является по-

тенциалом ньютоновского векторного поля 
(9) [1–4]. С целью ускорения сходимости 
предлагаемых методов оптимизации в работе 
[7] развивался подход, связанный с исполь-
зованием собственных функций линейных 
операторов. Применим здесь этот подход и 
получим другой способ  выполнения УЛУ (7).

В условиях [1–4] векторное поле 
( ) ( )

Nu Np z y z  можно представить следующим 
образом

( ) ( ) [ ( )],
Nu N Z Np z y z zϕ= ∇            (12)

где
2

ˆ( )[ [ ( )]], 1, 2,3,..
N

N N N

u

q

p z f z N

ϕ ϕ∆ + =

= − Φ =
      (13)

0 Nq< < ∞  – константы.
Потенциал ( )N zϕ  является решением 

уравнения (13) типа Гельмгольца и имеет вид
ˆ( ) , [ ( )] ( ) .

N
N

N q u
R

z z s f s p s dsϕ = Ε ( )Φ ⋅∫    (14)

В решении (14) ядро ,q z sΕ ( )  – это сфери-
чески-инвариантное (или фундаментальное) 
решение уравнения 2( ) 0Z N qq∇ + Ε =  [7, 8].

Функция ,q z sΕ ( )  имеет следующий вид:
а) для четных n

( 2)
2

( 2)
2

( , ) ( ),
n

q n Nz s z s J q z s
−

−
−

−
Ε = − ⋅ −   (15)

б) для нечетных n
( 2)

2
( 2)

2

( , ) ( ).
n

q n Nz s z s J q z s
−

−
−Ε = − ⋅ −

В выражении (15) J β−  и Nβ  обозначают со-
ответствующие функции Бесселя и Неймана
β -го порядка [7, 8].

Таким образом, функция ( )N zϕ  (14) явля-
ется потенциалом векторного поля (12).

3. УСКОРЕНИЕ СХОДИМОСТИ

Выберем функцию ( )
Nup z  в (13) как реше-

ние интегрального уравнения
ˆ [ ( )] ( )

ˆ( ) , [ ( )] ( ) ,
N

N
N

u

N q u
R

f z p z

U z z s f s p s ds

Φ =

= Ε ( )Φ ⋅∫
    (16)

где 1( ) : .n
NU z R R→

Тогда, учитывая (14), получим следующее 
равенство

ˆ [ ( )] ( ) ( ) ( ).
Nu N Nf z p z dz U z zϕΦ = −

Тогда уравнение (13) перепишется в виде
2 , 1, 2,3...N N N N Nq U Nϕ ϕ ϕ∆ + = =      (17)

Уравнение (17) при определенном способе 
выбора констант Nq  и функций NU  пред-
ставляет собой уравнение Шредингера на 



120 ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2018, № 4

А. И. Каплинский, А. М. Песин

стационарные состояния системы с «потен-
циальной энергией» ( ).NU z

Выберем теперь функцию ( )NU z  на ка-
ждом шаге 1,2,3,...N =  таким образом, чтобы 
обеспечить ускорение сходимости конструи-
руемых  методов оптимизации. Для этого по-
требуем выполнения «соотношения опти-
мальности» для функций ( )N zϕ

ˆ [ ( )] ( ).Nf z zϕΦ =                      (18)
Тогда из формул (14)–(16) получим 
( ) ( ) .

NN u NU z p z=  Соотношение оптимально-
сти (18) означает, что точки, где расположены 
экстремумы функции ˆ [ ( )],f zΦ  совпадают с 
точками расположения экстремумов  функ-
ции ( )N zϕ  для всех .N  Соотношение (18) мо-
жет выполняться лишь в окрестностях точек, 
где функция ˆ [ ( )]f zΦ  обладает для этого до-
статочной гладкостью. В других точках про-
странства nR  соотношение (18) является оп-
тимальным сглаживанием  функции ˆ [ ( )]f zΦ  
[7]. Таким образом, для ускорения сходимо-
сти конструируемых методов оптимизации 
предлагается выбирать степени свободы 

( )
Nup z  в (14) как решение интегрального 

уравнения (16) с учетом «соотношения опти-
мальности» (18).

В результате получим интегральное урав-
нение Фредгольма для выбора оптимальной 
функции * ( )up s

*ˆ ˆ[ ( )] , [ ( )] ( )
N

q u
R

f z z s f s p s dsΦ = Ε ( )Φ∫ .   (19)

Отметим, что получение решения * ( )up s  
уравнения (19) требует привлечения входной 
информации лишь о значениях оптимизируе-
мой функции ˆ [ ( )].f zΦ  Затем функция * ( )up s  
подставляется в (14) и получается оптималь-
ный потенциал *( )zϕ  вида

* *ˆ( ) , [ ( )] ( ) .
N

q u
R

z z s f s p s dsϕ = − Ε ( )Φ∫     (20)

4. МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ 
ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 1–2

Многослойный персептрон (2) настраива-
ется процессом (3) , где матрицы ,Nθ  задаю-
щие «направления матричного движения», 
определяются своими условными математи-

ческими ожиданиями ( )Ny z  (9) или (12) на 
каждом шаге 1,2,3...N =

Из соотношения (9) следует, что 

1 1

1( ) ( ) ( ),
N NN W Y z Ny z p z v z

− −

−= ∇

где ( )Nv z  задается формулой (11). Из соотно-
шения (12) следует другое решение

* * 1 *( ) ( ( )) ( ),u zy z p z zϕ−= ∇

где функция * ( )up z  является решением урав-
нения (19), а функция *( )zϕ  задается форму-
лой (20). Решение *( )y z  используется с целью 
получения  методов оптимизации, обладаю-
щих быстрой сходимостью [7, 8].

Настройка констант уровня Nc  проводит-
ся в соответствии с условием «неразрывно-
сти» и имеет следующий вид [4, 5, 11]

* *

ˆ ˆ[ ( )] ( ) [ ( ( ))],

ˆ ˆ[ ( )] ( ) [ ( ( ))],

1, 2,3...

N
N

N

N u N
R

u
R

c f s p s ds M f u

c f s p z ds M f u

N

 = Φ = Φ

 = Φ = Φ

 =

∫

∫  (21)

Уравнения «типа регрессии» (21) могут 
быть решены, например, следующим образом

, , , , 1

* * * *
1 1

1 ˆ{ [ ( )]} ,

1 ˆ{ [ ( )] },

N K N K N K N K

K K K K

c c f s c
k

c c f s c
k

−

− −

 = + Φ −

 = + Φ −


    (22)

где ( 1, 2,...),k =  1,0 ,c < ∞  0 .c < ∞
В формулах (22) через ,N Kc  и *

Kc  обозначе-
ны оценки констант уровня Nc  и *c  соответ-
ственно, через ,N Ks  и *

Ks  обозначены реализа-
ции случайных векторов Nu  и *u  с плотностями 
распределений ( )

Nup s  и * ( ),up s  1,2,...k =  для 
каждого .N

Аппроксимируем условное математиче-
ское ожидание одной реализацией соответ-
ствующего случайного вектора

1 1 1 1( ) [ / ] .N N N N N N Ny z M Y W Y z Yθ θ− − − −= = ≈
Тогда

1 1

1
1 ( ) ( ),

N NN N z N W YY v z p zθ
− −

−
− ≈ ∇           (23)

где 1 1.N Nz W Y− −=
Соответственно получим

1 1

1 1
1 ( )[ ( )] ,

N N
N N z W Y
Y z p zθ ϕ ∗

− −

∗ ∗ − −
− ≈ ∇        (24)

где 
1

*
1.N Nz W Y

− −=
Из соотношений (23), (24) получаются ма-
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О построении быстро сходящихся методов негладкой оптимизации многослойного персептрона

трицы Nθ  и *
N

θ  вида

1 1

*
11

1 1

* 1 * 1 1

[ ] [ ( )] ( ),

[ ] [ ( )]( ( )) .
N N

N NN

T T
N N N N z N W Y

T T
N N N z W Y

Y Y Y v z p z

Y Y Y z p z

θ

θ ϕ
− −

−−

− −

− − −

 ≈ ∇
 ≈ ∇

 (25)

Таким образом, получены следующие 
формулы, позволяющие организовать опти-
мизационную процедуру

1 1

1
1

1

) [ ]

[ ( )] ( ),
N N

T
N N N N N

T
N z N W Y

W W Y Y
Y v z p z

ε

− −

−
−

−

= + ×

× ∇

а
          (26)

где 1 1,N Nz W Y− −=  1 1( ),i i iY f W Y− −=  ( 1, 2,3,...);i =  
1( ) ;M W < ∞  потенциал ( )Nv z  задается фор-

мулой (11),
( ) ( ) ( , )[ ( ( )) ] ;

N
N

z N u z N
R

v z p s E z s f s c ds∇ = ∇ Φ −∫  

Nc  определяется процедурой (22);

1

*
1 1

* * 1

* * 1 *

) [ ]

[ ( )] ( ),
N N

YN N

T
N N N

T
N z W

W W Y Y

Y z p z

ε

ϕ
−

− −

−

−

= + ×

× ∇

б
            (27)

где 
1

* *
1,N Nz W Y

− −=  1( )i i iY f W Y∗
−=  ( 1, 2,3,...);i =  

1

*( ) ;M W < ∞  оптимальный потенциал *( )zϕ  
задан формулой (20);

* * *ˆ( ) ( , ) ( )[ ( ( )) ] ;
N

z z q u
R

z E z s p s f s c dsϕ∇ = ∇ Φ −∫  

*c  определяется процедурой (22).
Выбор числовой последовательности Nε  в 

рамках условий процедуры (3) может произ-
водиться различными способами [4, 5, 3, 11].

В качестве примера  в [11] был предложен 
следующий способ

1 1
1

2 1

ˆ ˆ,  ( ( )) ( ( )),
ˆ ˆ,  ( ( )) ( ( )),

N N N
N

N N N

f z f z

f z f z

ε γ
ε

ε γ
−

+

−

 Φ < Φ= 
Φ ≥ Φ

если

если

где 10 1;γ< <  20 1;γ< <  1γ  выбирается эмпи-
рически; 2γ  выбирается с учетом 1γ  из соот-
ношения 2 1ln ln ,γ λ γ=  где 0.λ <

Последовательность Nε  должна с необхо-
димостью удовлетворять (3).

Условия сходимости и другие свойства 
методов оптимизации типа (26), (27) рассма-
тривались в работах [7, 11, 8, 6].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основными преимуществами предлагае-
мых методов оптимизации (26), (27) перед 
традиционными, согласно [7, 11, 5, 8, 6, 4], яв-
ляются их возможности, связанные с заменой 

функции Φ̂  на потенциалы v  и .ϕ  Это позво-
лило сконструировать градиентные методы 
(26) и (27) в негладкой задаче оптимизации 
(1)–(2). Здесь оптимальная настройка много-
слойного персептрона  в смысле решения за-
дачи (2)  осуществляется процессом пере-
стройки матриц NW  и *

N
W . Остальные соотно-

шения являются необходимыми для построе-
ния таких матричных процессов. Структура 
многослойного персептрона (2) входит в (26) 
и (27) через аргументы z  и *z  и плотности 
распределения 

1 1
( )

N NW Yp z
− −

 и 
1 1

* ( ).
W YN N

p z
− −

 По-
скольку при построении (27) использовалось 
соотношение оптимальности (18), то возмож-
но достижение высокой скорости сходимости 
оценок (27) к своим предельным значениям.

В методах (26) и (27) не используется гра-
диент функции ˆ ,Φ  поэтому по отношению к 
ней они являются поисковыми методами оп-
тимизации. Для подхода, развитого в работах 
[3, 4, 5, 6, 7, 8, 11], характерно, что предлагае-
мые методы негладкой и нелокальной опти-
мизации могут использовать лишь информа-
цию о значениях оптимизируемой функции
ˆ .Φ  Таким же свойством обладают и методы 

(26) и (27). Эти обстоятельства лишают пред-
лагаемые методы недостатков, связанных с 
дифференцированием сигмоидных отобра-
жений  и обнулением больших массивов ма-
триц ,NW  ( 1, 2,3,...).n =
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