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Аннотация. В статье развивается подход к определению согласованности группы экспер-
тов на основе анализа соответствующего знакового графа. Суть подхода заключается в 
анализе спектра матрицы смежности графа, включающего только положительные ребра. 
Предложены новые понятия (s-группируемость, совершенная s-группируемость) для оцен-
ки структурных свойств знакового графа, а также алгоритм для анализа экспертной группы 
и формирования коалиций экспертов.
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Annotation. The article develops an approach to determining the consistency of a group of ex-
perts based on the analysis of the corresponding sign graph. The essence of the approach is to 
analyze the spectrum of the adjacency matrix of a graph that includes only positive edges. New 
concepts (s-grouping, perfect s-grouping) for evaluating the structural properties of the sign 
graph, as well as an algorithm for analyzing the expert group and forming coalitions of experts 
have been proposed.
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ВВЕДЕНИЕ

При проведении любой экспертизы мож-
но выделить следующие проблемы, непосред-
ственно касающиеся ее результатов: анализ 
непротиворечивости индивидуальных суж-
дений каждого из экспертов и оценка согласо-
ванности экспертных суждений для каждой 
пары экспертов и всей группы в целом. Не-
противоречивость суждений предполагает 
транзитивность индивидуальных предпочте-
ний эксперта [1, 2]. Существующие подхо-
ды к оценке согласованности базируются на 
основных типах экспертной информации и 
насчитывают значительное количество мето-
дов (лишь малая часть в [3–6]). Уже классиче-
скими стали методы оценки согласованности 
экспертных ранжирований в виде коэффи-
циентов ранговой корреляции Кендалла и 
Спирмена [7], метод оценки согласованности 
экспертных классификаций [8] и, конечно, 

метод оценки согласованности парных срав-
нений [6, 9].

Оценка согласованности экспертных суж-
дений позволяет при обработке результатов 
экспертизы выявить возможные группиров-
ки в экспертной группе и причины возник-
новения расхождений в экспертных оценках, 
при этом можно выделить следующие ситу-
ации: 1) эксперты проявляют единодушие 
в оценке вариантов решений; 2) экспертная 
группа разбивается на подгруппы, внутри ко-
торых суждения экспертов близки, в то время 
как, между группами имеются разногласия; 3) 
в группе невозможно выделить никаких под-
групп экспертов, суждения которых были бы 
попарно согласованны.

Цель статьи заключается в развитии под-
ходов к анализу структуры экспертной груп-
пы, при этом в качестве основного инструмен-
та исследования предлагается использовать 
понятие знакового графа и его спектра.
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1. МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

1.1. Знаковый граф как модель 
экспертной группы

Экспертная группа относится к малым 
группам, и поэтому для ее анализа целесо-
образно использовать понятие знакового 
графа, впервые введенного Хайдером и ис-
пользуемого для исследования структуры 
сложных систем [10,11].

Пусть { }1,..., mE e e=  – группа экспертов. 
Предположим, что в рамках экспертизы опре-
делен метод, позволяющий для каждой пары 
экспертов ie  и je  определить количественную 
оценку ijϕ  согласованности экспертных суж-
дений. Задав пороговое значение согласован-
ности ,ijε  построим полный знаковый граф, в 
котором вершинам соответствуют эксперты, 
а ребро ( ),i je e  помечается знаком «+», если 

,ij ijϕ ε≥  т. е. оценка согласованности превы-
шает заданный порог, и знаком  «–» – иначе. 
Знаковый граф экспертной группы E  будем 
обозначать EG  в отличие от универсального 
обозначения G для знакового графа.

Важнейшим свойством знакового гра-
фа при исследовании малых групп является 
сбалансированность, при этом большинство 
подходов к оценке сбалансированности ба-
зируются на теореме о структуре [10]. В со-
ответствии с ней, граф является сбалансиро-
ванным, если выполняется одно из свойств: 
а) каждый цикл в графе положителен; б) все 
цепи между любыми двумя вершинами име-
ют одинаковый знак; а) существует такое раз-
биение вершин графа на два подмножества, 
что в каждом подмножестве связи только по-
ложительные, а связи между вершинами из 
разных подмножеств только отрицательные 
(заметим, что в этом случае при удалении от-
рицательных связей граф разбивается на две 
компоненты связности).

Недостатком критериев сбалансированно-
сти, которые основаны на теореме о структу-
ре, является то, что они позволяют говорить 
лишь о балансе или дисбалансе, игнорируя 
возможность градации сбалансированности.

Определение сбалансированности экс-
пертной группы с точки зрения теоремы о 

структуре подробно исследовалось в [12]. 
Сбалансированную группу экспертов можно 
разбить на две подгруппы так, что в каждой 
подгруппе оценки являются согласованными, 
а для каждой пары экспертов из различных 
подгрупп оценки не согласованные. Заметим, 
однако, что в рамках экспертизы и для боль-
шего количества подгрупп результат может 
быть интерпретирован. 

1.2. О спектре неориентированного графа

Пусть граф G  задан матрицей смежности 
( ) .ij m m

A a
×

=  Совокупность m  собственных 
значений 1 , ...,A A

mλ λ  матрицы A  называется 
спектром графа .G

Известно, что собственные значения сим-
метричной матрицы с элементами 0 и 1 дей-
ствительные числа, так что спектр неориенти-
рованного графа содержит  m действительных 
чисел max 1 min... ,A A A A

mλ λ λ λ= ≥ ≥ =  при этом име-
ют место следующие свойства [13]:

1) среди собственных значений существу-
ют как положительные, так и отрицательные, 
при этом 1 2 ... 0;A A A

mλ λ λ+ + + =
2) если G  содержит, по крайней мере, 

одно ребро, то 

max1 1A mλ≤ ≤ −  и max min 1;A Aλ λ− ≤ ≤ −
3) если граф связен, то

max2cos 1;
1

A m
m

π λ≤ ≤ −
−

4) если граф полный, то max 1 1,A A mλ λ= = −  
2 ... 1;A A

mλ λ= = = −
5) если граф вполне несвязный, т. е. состо-

ит только из вершин, то 1 ... 0;A A
mλ λ= = =

6) Пусть 1,G  2G  – неориентированные гра-
фы с множеством ребер 1U  и 2U  соответствен-
но, причем 1 2 ,U U⊂  тогда ( ) ( )max 1 max 2 ;G Gλ λ<

7) если граф G  полный, то его хроматиче-
ское число ( )Gγ  совпадает с максимальным 
собственным значением матрицы смежности, 
т. е. ( ) max ,AGγ λ=  иначе ( ) max .AGγ λ≤
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2. РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

2.1. Обобщение понятия группируемости

Остановимся на нескольких характерных 
ситуациях.

Если в связном знаковом графе все ребра 
положительны, то он удовлетворяет теореме 
о структуре, а разбиение состоит лишь из од-
ного множества. Полный граф на m  верши-
нах, как известно, обозначается через .mK  
Если все его ребра положительны, то примем 
обозначение .mK +

Группу из m экспертов будем называть аб-
солютно сбалансированной, если соответству-
ющий ей знаковый граф EG  совпадает с .mK +

На практике абсолютно сбалансирован-
ная группа экспертов является скорее редко-
стью, поэтому более типичной является си-
туация, когда образуется несколько подгрупп 
экспертов. 

Если существует разбиение множества 
вершин знакового графа G  на несколько под-
множеств такое, что все ребра, соединяющие 
вершины каждого из подмножеств положи-
тельны, а ребра, соединяющие вершины из 
разных подмножеств, отрицательны, то зна-
ковый граф называется группируемым [10] 
(иначе говорят, что он соответствует идеали-
зированной партийной структуре). 

Уточним данное понятие следующим об-
разом. Пусть знаковый граф G  является 
группируемым и после удаления отрицатель-
ных ребер он разбивается на s  компонент 
связности, тогда такой граф назовем s-груп-
пируемым. Если при этом каждая компонента 
связности представляет собой полный под-
граф, то такой s-группируемый граф назовем 
совершенным.

Пусть G  – полный совершенный s-груп-
пируемый граф, тогда, очевидно, что суще-
ствует отношение эквивалентности, которое 
индуцирует разбиение множества вершин на 
классы эквивалентности. Такое разбиение яв-
ляется единственным, причем каждому клас-
су эквивалентности соответствует компонен-
та связности графа.

Заметим, что s-группируемый и совер-
шенный s-группируемый графы при 2s =  яв-

ляется сбалансированными. Однако в первом 
случае, в отличие от второго, компонента 
связности не является полным подграфом. 
При анализе экспертной группы целесоо-
бразно учитывать разбиение именно на пол-
ные компоненты связности. Это означает, что 
в группе экспертов, которая соответствует та-
кой компоненте, суждения экспертов являют-
ся попарно согласованными. 

Будем говорить, что экспертная группа E  
является s-группируемой (совершенной  
s-груп пируемой), если ее знаковый граф EG  
обладает данными свойствами при 2 .s m< <

Компоненту связности совершенного 
s-группируемого графа EG  экспертной груп-
пы E  будем называть коалицией экспертов. 
Заметим, что в коалициях суждения экспер-
тов попарно согласованы, в то время как меж-
ду любыми двумя экспертами из разных коа-
лиций суждения согласованными не являют-
ся. Разбиение экспертов на коалиции являет-
ся единственным.

Если ,s m=  то экспертную группу E  бу-
дем называть полностью рассогласованной.

2.2. Анализ спектра экспертной группы

Матрицей смежности знакового (неори-
ентированного) графа G  называется матрица 

{ }ij m m
A a

×
=  порядка ,m  элементы которой ija  

определяются следующим образом:
( )
( )

1, , ,

1, , ,
0, .

ij

i j

a i j

+


= − −



если ребро помечено

если ребро помечено

иначе

Заметим, что в силу того, что знаковые 
графы, рассматриваемые в данной статье, яв-
ляются неориентированными, их матрицы 
смежности симметричны.

Матрица A  представима в виде
,A A A− += +

где { }ij m m
A a− −

×
=  – матрица, учитывающая 

только отрицательные связи, { }ij m m
A a+ +

×
=  – 

матрица, учитывающая только положитель-
ные связи.

Пусть ( ){ }
1,

EA G
j

j m
λ

+

=
 – множество собствен-

ных значений матрицы смежности A+ знаково-
го графа .EG  Имеют место следующие ситуации.
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1) Максимальное собственное число max
Aλ

+

 
является дробным и среди собственных век-
торов нет векторов с компонентами из { }0,1  – 
в этом случае граф, учитывающий только по-
ложительные связи, соответствующие согла-
сованным суждениям пар экспертов, являет-
ся связным, а, следовательно, коалиций экс-
пертов не сформировалось. 

2) Максимальное собственное число max
Aλ

+

 
является дробным и среди собственных век-
торов существует хотя бы один вектор с ком-
понентами из { }0,1  – в этом случае граф раз-
бивается на несколько компонент связности, 
но среди них хотя бы одна компонента не яв-
ляется полной. Таким образом, существует 
хотя бы одно подмножество экспертов, кото-
рые не образуют коалицию, т. е. в этом подм-
ножестве существуют эксперты, суждения 
которых не являются согласованными. 

3) Спектр графа целочисленный, среди соб-
ственных векторов имеются векторы с компо-
нентами из { }0,1  – в этом случае граф разбива-
ется на полные компоненты связности, причем 
их количество равно { }: 0 .j jNumCom λ λ= ≥

4) Если количество компонент связности 
в случаях 2) или 3) равно 2, то граф является 
сбалансированным. Для случая 2) это воз-
можно, если { }( ){ }: 1, 0,1 1,j j

iX i m x∀ = ∈ =  
т. е. среди собственных векторов есть только 
один с компонентами из { }0,1 .  Для случая 3) 
это возможно, если отрицательных собствен-
ных чисел в целочисленном спектре имеется 
ровно ( )2m −  для m-вершинного графа.

Замечание 1. При анализе связных и не-
связных графов необходимо учитывать 
специальные графы, которые имеют целочис-
ленный спектр. К таким графам, например, 
относятся 3-дольный граф 3,1,1,K  граф-звезда, 
простой цикл и др. Такие ситуации требуют 
дополнительного анализа. Например, если 
экспертной группе соответствует граф-звез-
да, то это означает, что в группе существует 
некоторый эксперт, с которым согласны все 
остальные эксперты, но между любой другой 
парой экспертов согласованности нет. Другой 
вариант – эксперт согласен только с парой 
экспертов из группы, в этом случае соответ-
ствующий граф образует цикл на m  верши-

нах, и для 2,4,6m =  спектр является цело-
численным.

Замечание 2. Установлено, что если мак-
симальное собственное значение целое по-
ложительное, то и весь спектр графа (за ис-
ключением некоторых специальных графов) 
целочисленный, причем матрицу смежности 
соответствующего графа можно привести к 
блочно-диагональному виду, так что блоки из 
1 как раз соответствуют полным компонен-
там связности (коалициям экспертов). 

2.3. Алгоритм анализа экспертной группы

Согласно свойству 6) при увеличении ко-
личества ребер в графе максимальное соб-
ственное число может только увеличиваться, 
поэтому для характеристики графа эксперт-
ной группы, учитывающего только положи-
тельные связи, введем показатель степени со-
гласованности группы в виде 

{ }
max

max
.

1 1

A
AjjConsExp

m m

λ λ
+

+

= =
− −

Чем больше показатель ,ConsExp  тем 
большее количество экспертов имеют попар-
но согласованные суждения.

Заметим, что если граф является рассогла-
сованным, т. е. каждый из экспертов не согла-
сен со всеми остальными, то 0.ConsExp =  
С другой стороны, если группа экспертов яв-
ляется абсолютно сбалансированной, то есть 

,E mG K +=  а, следовательно, max 1,A mλ
+

= −  то 
1.ConsExp =  Для остальных случаев 
( )0,1 .ConsExp ∈

Для анализа графа экспертной группы 
предлагается следующий алгоритм:

Шаг 1. На основе построенного знакового 
графа EG  необходимо сформировать матрицу 
смежности A+ графа, учитывающего только 
положительные связи.

Шаг 2. Вычислить собственные значения 
1,.., mλ λ  и соответствующие собственные век-

торы 1,.., mX X  ( )1( ,.., )j j mjX x x=  матрицы .A+

Шаг 3. Проанализировать спектр матрицы 
( ):EA G+

3.1. Если значение max
Aλ

+

 является дробным 
и среди характеристических векторов нет 
векторов с компонентами из { }0,1 ,  то соот-
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ветствующий граф связен и, следовательно, 
коалиций не существует, граф является 
несбалансированным.

3.2. Если среди собственных значений нет 
целых, то экспертная группа несбалансиро-
ванная. Пусть jλ  – дробное собственное чис-
ло, тогда на его основе можно определить ко-
личество экспертов 1,j l jEλ λ≤ ≤ +        из 
которых можно сформировать сбалансиро-
ванную коалицию lE  при определенных ре-
комендациях по изменению их суждений.

3.3. Если значение max
Aλ

+

 является дробным 
и среди собственных векторов имеется 

{ }0,1NumEVector  векторов с компонентами из 
{ }0,1 , то группа экспертов разбивается на 
подгруппы, при этом хотя бы в одной такой 
подгруппе существует пара экспертов, сужде-
ния между которыми не являются согласо-
ванными. Если { }0,1 1,NumEVector =  т. е. соб-
ственный вектор с компонентами из { }0,1  
единствен, то граф экспертной группы явля-
ется сбалансированным, иначе s-группируе-
мым при { }0,1 1,s NumEVector= +  но не совер-
шенным.

3.4. Если max
Aλ

+

 является целым положитель-
ным числом, то существует NumCom  коали-
ций, и, следовательно, граф EG  – совершен-
ный s-группируемый при s NumCom= . Если 

2,NumCom =  то граф, а, следовательно, и экс-
пертная группа являются сбалансированны-
ми. Коалиции экспертов формируются по 
правилу:

{ }( )0 1, 1, ,A j
j l i iE e E x i mλ

+

∀ ≥ = ∈ = =

при этом 1.l lE λ= +
3.5. Если спектр включает только нулевые 

собственные значения, то группа является 
рассогласованной.

Шаг 4. Определить степень согласованно-
сти .ConsExp

2.4. Иллюстративный пример

Пусть после обработки результатов экс-
пертизы построен знаковый граф EG  для 
группы экспертов { }1 7,..., ,E e e=  а затем на его 
основе сформирована матрица ,A+  учитыва-
ющая только положительные связи и имею-
щая следующий вид:

( )

1

2

3

4

5

6

7

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

.0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

e
e
e

A G e
e
e
e

+

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

1 1
1

1
1 1
1 1

1
1

Вычислим собственные значения и соб-
ственные векторы матрицы .A+

4 2

0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

( 2)( 1) ( 1) .

A Iλ
λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ λ λ

+ =−
− 

 − 
 −
 

= =− 
 −
 

− 
 − 

= − + −

1 1
1

1
1 1
1 1

1
1

1 1

2 2

3 3

4 4

5 5

6 6

7 7

2 (1,0,0,1,1,0,0),
1 (0,0, 1,0,0,0,1),
1 (0, 1,0,0,0,1,0),
1 ( 1,0,0,0,1,0,0),
1 ( 1,0,0,1,0,0,0),

1 (0,0,1,0,0,0,1),
1 (0,1,0,0,0,1,0).

X
X
X
X
X
X
X

λ
λ
λ
λ
λ
λ
λ

= ⇒ =
= − ⇒ = −
= − ⇒ = −
= − ⇒ = −
= − ⇒ = −
= ⇒ =
= ⇒ =

Заметим, что спектр является целочислен-
ным, найдем 3,NumCom =  следовательно, граф 

EG  является совершенным 3-группируемым. 
Рассмотрим положительные собственные чис-
ла { }1,6,7j ∈  и соответствующие им собствен-
ные векторы. Сформируем следующие коали-
ции, включая в них тех экспертов, которым в 
собственных векторах соответствуют 1:

{ }
{ }
{ }

1 1 1 4 5

2 6 3 7

3 7 2 6

0 { , , },

0 { , },

0 { , }.

i i

i i

i i

E e E x e e e

E e E x e e

E e E x e e

= ∈ ≠ =

= ∈ ≠ =

= ∈ ≠ =

Таким образом, экспертная группа делит-
ся на коалиции, то есть образует идеализи-
рованную партийную структуру со степенью 
согласованности 
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max 2 1
1 6 3

A

ConsExp
m
λ

+

= = =
−

.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье предложен подход к определению 
оценки согласованности экспертной группы 
на основе анализа спектра графа, учитываю-
щего только положительные связи соответ-
ствующего знакового графа. Введены поня-
тия s-группируемости и совершенной s-груп-
пируемости. С использованием предложен-
ного алгоритма были проведены вычисли-
тельные эксперименты, которые показали 
приемлемость спектрального подхода к при-
нятию решения.
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