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Аннотация. Предложен интегральный метод параметрической идентификации уравне-
ний математической физики, описывающих динамику пространственно-распределенных 
процессов, на основе экспериментальных многомерных временных рядов. Проведенный 
вычислительный эксперимент показывает значительное улучшение качества оценок пара-
метров уравнения по сравнению с известными методами.
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Annotation. An integral method for the parameters estimation of equations of mathematical 
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ВВЕДЕНИЕ

Динамические системы обычно описы-
ваются дифференциальными уравнениями. 
В реальных приложениях параметры этих 
уравнений, как правило, неизвестны и долж-
ны быть оценены на основе имеющихся из-
мерений. Различные статистические методы 
были разработаны для оценки параметров 
моделей, описываемых обыкновенными 
дифференциальными уравнениями. Так, на-
пример, в [1–3] предложены иерархические 
байесовские подходы к этой проблеме. Эти 
методы требуют неоднократного численного 
решения соответствующих обыкновенных 
дифференциальных уравнений, что неэффек-
тивно по времени. Для оценки постоянных 
параметров модели в [4] предложен обоб-
щенный сглаживающий подход, основанный 
на идеях метода максимального правдоподо-
бия. В [5] предложен каскадный метод оценки 
изменяющихся по времени параметров. Этот 
метод оценивает параметры путем оптимиза-
ции определенного критерия, причем дости-

жение глобального минимума проблематич-
но с вычислительной точки зрения.

Другим подходом к оцениванию пара-
метров обыкновенных дифференциальных 
уравнений (см. [6, 7]) является двухэтапный 
метод, в котором на первом этапе, используя 
сглаживающие методы, по зашумленным дан-
ным оцениваются функция и ее производные, 
а затем на втором этапе строятся МНК-оцен-
ки параметров уравнения. Двухэтапный ме-
тод легко реализовывается, однако, он может 
быть статистически неэффективным, так как 
производные не могут быть точно оценены 
по зашумленным данным, особенно произво-
дные старших порядков.

Что касается моделей, описываемых диф-
ференциальными уравнениями в частных 
производных, то в [8] предложены каскадный 
и байесовский подходы к оценке параметров 
этих моделей. В первом подходе решение диф-
ференциального уравнения аппроксимиру-
ется тензорным произведением B-сплайнов. 
Гибкость аппроксимации уравновешивается 
затем штрафом, представляющим собой ин-
теграл от результата применения дифферен-
циального оператора к аппроксимации реше-
ния B-сплайнами.
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Продолжая исследования, начатые в [9–13], 
в настоящей работе рассматривается много-
мерный динамический процесс ( ),u x  где 

T
1( , , ) ,p

px x= ∈x    описываемый диффе-
ренциальным уравнением в частных произ-
водных вида:
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где T
1( , , )qθ θ= θ  – вектор параметров. Бу-

дем считать, что функция   линейна по u  и 
ее производным. 

Предположим, что значения функции u 
известны в узлах регулярной сетки с некото-
рой погрешностью, т. е. для 1, ,i N=   мы на-
блюдаем данные ( , ),i iyx  такие что

( ) ,i i iy u ε= +x
где iε  – независимые одинаково распределен-
ные по нормальному закону ошибки измере-
ний с нулевым математическим ожиданием и 
стандартным отклонением .σ  Задача состоит 
в оценке неизвестных параметров θ  уравне-
ния (1) и построении доверительных интер-
валов по зашумленным данным.

МЕТОДЫ И МАТЕРИАЛЫ 

Идея предлагаемого нами интегрального 
метода состоит в том, чтобы при помощи ин-
тегрирования уравнения (1) по переменным 

1, , px x  получить уравнения относительно 
параметров ,θ  не содержащие производных 
функции .u  

Продемонстрируем наш подход на приме-
ре одномерного уравнения конвекции-диф-
фузии-реакции:
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Пусть {( , ) : 1, , ; 1, , }k jt z k n j m= =   – ре-
гулярная прямоугольная сетка с шагом τ  по 
времени и шагом h  по пространственной пе-
ременной, в узлах которой мы наблюдаем зна-
чения функции u  с некоторой погрешностью. 

Обозначим ( , ).k
j k ju u t z=  Пусть k k k

j j jy u ε= +  – 
наблюдаемые значения, где k

jε  – независимые 
одинаково распределенные по нормальному 
закону ошибки измерений с нулевым матема-
тическим ожиданием и стандартным откло-
нением .σ  Для произвольного 

,3, ,[(min{ , } 1) /2 ]}{ 2a m n −∈   зафиксируем 
, 2, ,{ 1 }a ak a n+∈ −+   и 
, 2,{ .1 , }j a a m a++ −∈ 

Сначала проинтегрируем уравнение (2) по 
переменной t  по отрезку [ , ].k a k at t− +  Получим
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Применяя формулу Ньютона-Лейбница в 

первом слагаемом, получим
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Теперь проинтегрируем уравнение (3) по 
переменной z  по отрезку [ , ],j jz zs s− +  где 

[0, ],s ah∈  меняя при этом порядок интегри-
рования во втором, третьем и четвертом сла-
гаемых и применяя формулу Ньютона – Лейб-
ница. Получим
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Проинтегрируем, наконец, (4) по перемен-
ной s  по отрезку [0, ].ah  Получим

[ ]
0

1

2
0

3
0

( , ) ( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) .

j

j

k a

k a

k a

k a

jk a

k a j

s

j a j j a

j j

s

zah

k a k a
z s

t

t

t ah

t

zt ah

z st

u t z u t z dz ds

u t z u t z u t z dt

u t z u t z ds dt

u

s s

t z dz ds dt

θ

θ

θ

+

−

+

+

−

−

+

+

+ −

+

−

−
−

− =

 = − + + 

 + − − + 

+

+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫



23ВЕСТНИК ВГУ, СЕРИЯ: СИСТЕМНЫЙ АНАЛИЗ И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, 2019, № 1

Применение интегрального метода идентификации параметров распределенной динамической ...[ ]
0

1

2
0

3
0

( , ) ( , )

( , ) 2 ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) .

j

j

k a

k a

k a

k a

jk a

k a j

s

j a j j a

j j

s

zah

k a k a
z s

t

t

t ah

t

zt ah

z st

u t z u t z dz ds

u t z u t z u t z dt

u t z u t z ds dt

u

s s

t z dz ds dt

θ

θ

θ

+

−

+

+

−

−

+

+

+ −

+

−

−
−

− =

 = − + + 

 + − − + 

+

+

∫ ∫

∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫

(5)

Изменяя ,a  k  и j  в указанных диапазонах, 
получим переопределенную систему линей-
ных относительно параметров 1,θ  2θ  и 3θ  урав-
нений вида (5). Интегрирование в (5) осу-
ществляется с помощью составной формулы 
Симпсона, используя в качестве узлов инте-
грирования узлы сетки ( , ),k jt z  а в качестве 
значений в них – зашумленные значения .k

jy  
С помощью МНК находим оценки параме-
тров T

1 2 3
ˆ ˆ ˆ( , , ) .ˆθ θ θ=θ  Для построения довери-

тельных интервалов оценим стандартное от-
клонение погрешности наблюдений .σ

Конечноразностный аналог уравнения (2) 
имеет вид:
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j jξ τη=  Обо-

значим, 1 1 2 ,r rα = −  12 31 2r rα − +=  и 13 2.r rα = +  
Получим систему рекуррентных зависимо-
стей
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где 1, , 1,k n= −  2, , 1.j m= −  Используя 
полученные с помощью интегрального мето-
да оценки 1̂,θ  2̂θ  и 3̂ ,θ  найдем оценки 1ˆ ,α  2α̂  
и 3α̂  параметров уравнений (7). Тогда имеем
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где ˆk
jξ  близко к .k

jξ  В силу независимости по-
грешностей наблюдений и свойств дисперсии 
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Таким образом, в качестве оценки стан-
дартного отклонения можно взять 
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Далее, для построения доверительных ин-
тервалов к наблюдаемым значениям k

jy  мно-
гократно добавляем сгенерированный белый 
гауссовский шум с нулевым математическим 
ожиданием и стандартным отклонением ˆ.σ  
Для каждого полученного таким образом на-
бора значений находим оценки параметров 

1,θ  2θ  и 3.θ  Для полученных наборов оценок 
находим выборочные стандартные отклоне-
ния и умножаем на соответствующую кван-
тиль распределения Стьюдента. Эти произве-
дения примем за половины длин доверитель-
ных интервалов для оценок 1̂,θ  2̂θ  и 3̂.θ

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

Сравним результаты работы интегрально-
го метода с результатами двух методов, пред-
ложенных в работе [8]. Для этого решим чис-
ленно уравнение (2) с истинными значениями 
параметров 1 1,θ =  2 0.1θ =  и 3 0.1,θ =  гранич-
ным условием ( ,0) 0u t =  и начальным услови-
ем 2 1(0, ) (1 0.1 (20 ) )u z z −= + × −  в области 
[1, 20] [1,40].×  График численного решения 
показан на рис. 1.
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Затем наблюдаемые данные моделируются 
путем добавления к численному решению 
уравнения (2) в точках с целыми координата-
ми t  и z независимых и одинаково распреде-
ленных гауссовских погрешностей со стан-
дартным отклонением .σ  Другими словами, 
наши смоделированные данные представляют 
собой решетку 20 40×  в области [1, 20] [1,40].×

Интегральный метод вместе с каскадным 
и байесовским методами из работы [8] при-
меняются для оценки трех параметров урав-
нения (2), используя смоделированные дан-
ные. Моделирование производится по 1000 

раз для значений {0.02,0.05}.σ ∈
Результаты моделирования, включая сме-

щения (Bias), стандартные отклонения (STD), 
квадратный корень из среднеквадратичных 
ошибок (RMSE) и вероятности покрытия 95 
% доверительными интервалами (CP95) для 
интегрального метода (IM), байесовского ме-
тода (BM) и каскадного метода (PC) представ-
лены в табл. 1.

Табл. 1 показывает, что при примерно оди-
наковом стандартном отклонении с байесов-
ским методом, интегральный метод имеет 
значительно меньшее смещение, что, в свою 

Таблица 1
Результаты моделирования

Погрешность 0.02σ = 0.05σ =
Параметры

1θ 2θ 3θ 1θ 2θ 3θ
Значения 1.0 0.1 0.1 1.0 0.1 0.1

Bias
310×

IM –1.0 –0.04 –0.0003 –5.8 –0.005 –0.07
BM –16.5 –0.4 –0.2 –35.6 1.0 0.6
PC –29.7 –0.1 –0.3 –55.9 –0.2 –0.5

STD
310×

IM 8.8 1.5 0.2 21.0 3.7 0.5
BM 9.1 1.6 0.2 22.2 3.8 0.5
PC 24.9 3.8 0.5 40.5 6.2 0.8

RMSE
310×

IM 8.82 1.50 0.20 21.7 3.7 0.5
BM 18.81 1.66 0.27 42.0 3.9 0.8
PC 38.96 3.75 0.54 69.1 6.2 1.0

CP95
IM 94.9 % 94.4 % 95.5 % 95.2 % 95.1 % 93.6 %
BM 93.9 % 99.9 % 98.8 % 74.0 % 97.8 % 86.4 %
PC 84.3 % 96.7 % 94.9 % 78.1 % 96.5 % 93.5 %

Рис. 1. График численного решения уравнения (2)
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Применение интегрального метода идентификации параметров распределенной динамической ...

очередь, приводит к меньшему корню из сред-
неквадратичной ошибки. Это особенно замет-
но для оценок параметра 1,θ  где интеграль-
ный метод дает примерно вдвое меньший 
корень из среднеквадратичной ошибки, чем 
байесовский метод. Если говорить о вероят-
ностях покрытия 95 % доверительными ин-
тервалами истинных значений параметров, то 
для интегрального метода они в пяти из ше-
сти случаев ближе к номиналу, чем для двух 
других методов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате работы предложен новый 
интегральный метод параметрической иден-
тификации дифференциальных уравнений в 
частных производных по зашумленным дан-
ным. Метод продемонстрирован на одномер-
ном уравнении конвекции-диффузии-реак-
ции. Несмотря на сравнительную простоту, 
как показывает проведенное моделирование, 
предложенный метод показывает лучшие 
результаты по сравнению с более сложными 
аналогами.
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